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b) Héanyféle kombindciét lehet sszedllitani, ha az az eléirds, hogy legaldabb
az egyik elem aranyszini legyen és a rud két végén 1évé rogzitéelem azonos szinii?
(6 pont)

Balga Attila
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/9. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan négyjegyil pozitiv egész szdm wvan, amelyben a szdmjegyek

osszege legfeljebb 47 (7 pont)
b) Hdany olyan lesz ezek kozitt a szamok kozott, amely oszthaté 60-nal?

(5 pont)

Megoldas. a) A sorrendre vald tekintet nélkiil 11-féleképpen tudjuk el6alli-
tani a 4-et, a 3-at, a 2-t vagy az 1-et négy nemnegativ egész szam Osszegeként:
4=4404040=34+1404+0=2+24040=24+1+140=14+1+1+1(51e-
hetdség);
3=34+0+0+0=24+1404+0=1+1+1+0 (3 lehetdség);
2=2404+04+0=1+1+0+0 (2 lehetsség);
1=14+0+0+0 (1 lehet8ség).

Az X000 tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyii szamot, mert a 0
nem allhat a legnagyobb helyiértéken.

Az XY00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, a maradék
két helyre 2-féleképpen varidlhatjuk a masik két szamjegyet, tehat ezekbdl egyarant
(3-2 =) 6 négyjegyli szdmot képezhetiink.

Az X X00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, igy ezekbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Az XYYO tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, ezutan
3-féleképpen vdlaszthatjuk ki az X helyét, {gy ebbdl (3 -3 =) 9-féle négyjegyti szdm
képezhetd.

Az XX X0 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, igy ebbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Végiil az X X X X tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyti szamot.

Osszesen tehdt (14+6+3+9+1+1+6+3+1+3+1=) 35, a feltételeknek
megfelel6 négyjegyli szam van.

b) 60-nal pontosan akkor oszthaté egy szdm, ha 3-mal, 4-gyel, és 5-tel is oszt-
haté. 3-mal csak akkor oszthaté a szam, ha szamjegyeinek 6sszege 3-mal oszthato,
tehéat esetiinkben a szdmjegyek Osszege 3. 5-tel akkor oszthatd, ha O-ra vagy 5-re
végzbdik, de 5-re végz0d6 szam nincs a szdba jovo szamok kozott, a szamnak tehat
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0-ra kell végzodnie. 4-gyel akkor oszthatd, ha az utolsé két szamjegyébol képzett
szam oszthatoé 4-gyel, tehat a széba johetd lehetOségek koziil az utolsd két szamjegy
00 vagy 20 lehet (12 nem lehet, mert az 5-tel oszthatésdg miatt O-ra kell végzddnie).

Azok a négyjegyli szamok, melyek 00-ra vagy 20-ra végzédnek, és szamjegyeik
Osszege 3, a kovetkezok: 3000, 2100, 1200, 1020.

Tehat 4, a feltételeknek megfelel szam van.

2. a) Egy osztdlyban egy matematika dolgozatndl a 6 kékszemd tanuld dtlaga
pontosan 3, a tobbi, nem kékszemi tanuld dtlaga pontosan 4 lett. A 21 fid dtlaga
pontosan 3,5, a lanyok dtlaga pontosan 4,5 lett. Hatdrozzuk meg a dolgozat dtlagdt
a teljes osztdlyban. (5 pont)

b) Az iskolai tiraszakosztdly a hétvégi kiranduldsra kilonbuszt rendelt. A busz-
koltséget a résztvevdk kozott egyenld ardnyban osztjak szét. A kitlizott jelentkezési
hatdridé egy hétféi napon jdrt le. Mivel maradt még szabad hely a buszban, ezért ked-
den még két jelentkezést elfogadtak, igy az eqy résztvevdre jutd buszkiltség 175 Ft-tal
csokkent. Szerddn aztdn még hdrom jelentkezést elfogadtak, igy az egy résztvevdre
juto buszkoltség tovabbi 225 Ft-tal csokkent. fgy mar megtelt a megrendelt autobusz.

Hdny jelentkezést fogadtak el dsszesen a kirdnduldsra, €s mennyibe kerilt
a megrendelt kiilonbusz? (8 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az osztédly létszamat x. Az osztalyzatok Osszegét kétfé-
leképpen felirva:

6-3+(x—6)-4=21-35+ (x—21)-4,5,
4r — 6 = 4,52 — 21,
x = 30.

Az osztaly 1étszama 30 volt.

A dolgozat atlaga a teljes osztdlyban % = 3,8 volt.

Ellenorzés: %

= 3,8, ami megegyezik az el6z0leg kiszamitott atlaggal.
b) I. megoldds. Jeldlje x a szerddig elfogadott jelentkezések szémat. Ekkor
hétféig x — 5, keddig = — 3 jelentkezést fogadtak el. Jelolje y a teljes buszkoltséget.

Ekkor megoldandé az aldbbi egyenletrendszer:

Yy
= — 400
x—5 ’

— Y995

r—3

I |

Beszorozva a nevezokkel:
y(x —5) = yr — 400z(x — 5),

y(z — 3) = yzr — 225z(x — 3).
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Elvégezve a kijelolt miiveleteket és rendezve:
5y = 400x(z — 5),
3y = 225z(x — 3).
Az els6 egyenletbdl y = 80x(z — 5), ezt a mésodikba beirva:
240z (x — 5) = 225x(x — 3).

Mivel z # 0, oszthatunk vele, és rendezés utdn kapjuk, hogy x = 35. Visszahe-
lyettesitve y = 84000 adddik. Tehat 35 jelentkezést fogadtak el szerddig, a teljes
buszkoltség pedig 84 ezer Ft volt.

Ellendrzés: hétfoig 30 ember jelentkezett, nekik (% = ) 2800 Ft-ot kellett
volna fizetni.

Keddig 32 ember jelentkezett, igy egy embernek (84 000 _ ) 2625 Ft-ot kellett
volna fizetni. 2625 = 2800 — 175 valéban.

Szerdéig 35 ember jelentkezett, igy egy embernek (84 000 _ ) 2400 Ft-ot kellett
fizetni. 2400 = 2625 — 225 valdban.

II. megoldds. Jelolje n a hétféig elfogadott jelentkezések szdmat, és b (Ft)
az egy fore es6 buszkoltséget n jelentkezd esetén. Ekkor keddig n + 2 £6 jelentkezett,
akiknek b — 175 Ft-ot kellett volna fizetni, szerdaig pedig végiil n + 5 f6 jelentkezett,
akiknek b — 400 Ft-ot kellett fizetni. Ekkor megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

nb = (n+2)(b—175),

nb = (n+5)(b— 400).

Mindkét egyenletben elvégezve a kijelolt miiveleteket, és nb-t kivonva az egyenletek
mindkét oldalabol:

0 =2b—175n — 350,
0 = 5b — 400n — 2000.

A maésodik egyenletb6l b = 80n + 400, ezt az els6be beirva:
0 = 2(80n + 400) — 175n — 350,

ahonnan rendezés utan kapjuk, hogy n = 30. Visszahelyettesitve b = 2800 adddik.

Tehat (3045 =) 35 jelentkezést fogadtak el szerddig, a teljes buszkoltség pedig
(30 - 2800 =) 84000 Ft volt.

Ellen6rzés mint az I. megolddsban.
3. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlbtlenséget a valds szamok halmazdn:
4" +2<9.2°7 1 (6 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

3 1
i—sinz—Qcoszx =5 (7 pont)
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Megoldas. a) Legyen 2% = a. Ekkor 4% = a? és 2271 = %. fgy az egyenlGt-
lenség a kovetkezéképpen irhaté fel: a? + 2 < 9—2“ Kettével beszorozva és nullara
rendezve:

2a® —9a +4 < 0.

A 2a% — 9a + 4 = 0 egyenlet gyokei 4 és 0,5. Mivel a féegyiitthaté pozitiv, az egyen-
16tlenség 0,5 < a = 2% < 4 esetén teljesiil.

Mivel a 2-es alapti exponencidlis fiiggvény szigortian monoton né, 27! < 27 <
< 22 pontosan akkor teljesiil, ha —1 < z < 2.

3 1
b) 3 —sinx —2cos’x = 3 —sinz — 2(1 —sin? ) = 2sin’ x — sinx — —.

2

Az abszolutértéket figyelembe véve két eset lehetséges:

. . 1
2sin?z —sinz — =

1
5 = 3’ vagy 2sin’z —sinz — 3= "5

2
Nulldra rendezve az egyenleteket kapjuk, hogy

2sinx —sinz —1=0 vagy 2sin’z —sinz =0.

A sin z-ben mésodfoku egyenleteket megoldva adédik, hogy sin x értéke négy-
féle lehet: 1, —%, 0 vagy % Ezekbdl kapjuk az egyenlet megoldasait: %—l— 2km,

+5 T kméskm (keZ).

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

4. a) Az
fR=>R, f(x)=ax+b

g:R=R, g@)=@—0c)’+d

figgvények grafikonjai az My(—1;10) és az Ma(4; —5) pontokban metszik egymdst.
Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ és d értékét. (7 pont)

b) Hatdrozzuk meg az

f:R=R, f(x)=3z+7

g:R=R, gx)=(@x+3)°-6
fiigguények dltal kozrezdrt sikidom teriiletét. (6 pont)
Megoldas. a) My és M, illeszkednek f grafikonjdra, ezért 10 = —a + b és

—5 =4a+b. Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodikat 15 = —5a adédik, innen pedig
a = —3. Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy b = 7.

My és M, illeszkednek g grafikonjara is, ezért 10 = (—1 —¢)> 4+d és —5 =
= (4 — ¢)® +d. Az elsb egyenletbdl kivonva a mésodikat a 15 = (=1 — ¢)® — (4 — ¢)?
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egyenlet adédik. A négyzetre emeléseket elvégezve a masodfoku tag kiesik, és kap-
juk, hogy 15 = 10c — 15, innen pedig ¢ = 3. Ezt visszahelyettesitve példaul az els6
egyenletbe 10 = (—1 — 3)® + d, ahonnan d = —6.

Osszefoglalva tehat a = —3, b="7, c=3 és d = —6, igy f(z) = -3z + 7 és
2
g(z) = (x —3)" —6.
b) Meghatdrozzuk a két fiiggvény metszéspontjait.
324+7=(x+3)*-6

A négyzetre emelést elvégezve és nulldra rendezve: 0 = 22 + 3z — 4. Ennek az egyen-
letnek a gyokei 1 =1 és xo = —4.

Mivel a két fiiggvény grafikonja koziil az f grafikonja helyezkedik el a g grafi-
1
konja fol6tt, ezért a keresett teriiletet a [ (f(x) — g(x)) dx integrél adja meg:
4

f@)—g(x) =Bz +7) —[(2+3)° -6 =32 +7— (2 + 62 +3) = —a® — 3z +4,

3 2

Y ) Y E TR T) R S
3 2 3 6 3 6

A sikidom teriilete tehat % teriiletegység.

1
3 2 1
—22—3z+4)dx = —x——3i+4:v =
(
—4

II. rész

5. Egy felmérésben azt vizsgdltdk, az autosok hogyan viszonyulnak a téli gu-
miabroncsok haszndlatihoz. A felmérésben 1800 autdst kérdeztek meg. Azok, akik
haszndlnak téli gumiabroncsokat, 1320-szal tobben voltak, mint akik nem. Azok ko-
26tt, akik nem haszndlnak téli gumiabroncsot, 40%-kal kevesebben voltak azok, akik
ezt nem is tartjak fontosnak, mint azok, akik ugyan fontosnak tartjdk, de anyagi
okokbal lemondanak rdla.

a) Abrézoljuk a felmérés eredményét kérdiagramon. (6 pont)
Egyes személyautokban az auto dltal megtett tdvolsdgot az auto miiszerei ugy

szamitjak ki, hogy a gumiabroncs ismert keriletét és a kerék dltal megtett fordulatok
szamdt dsszeszorozzak.

Vera észrevette, hogy néhdny év haszndlat utin az auté miszerei mdr pontat-
lanul mutattik a megtett tavolsagot: amig az it melletti kilométerkovek tanisdga
szerint pontosan 100 km-t tett meg, addig a miiszerfal 101,2 km megtett utat jelzett.
Ennek az volt az oka, hogy az autdé gumiabroncsai a néhdny év haszndlat alatt kicsit
elkoptak, igy a keriletik csokkent. A kataldgusok szerint a Vera autdjin haszndlt
gumiabroncesok gydrtdskori dtmérdje 632 mm volt. A miszerek — a kopdst figyel-
men kivil hagyva — mindvégig ebbdl az adatbol hatdroztak meg az auto dltal megtett
tavolsdgot.
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b) Hdany millimétert kopott eddig Vera autdja gumiabroncsdnak felilete?
(5 pont)
A renddrség koziti ellendrzés-sorozaton vizsgalja az autdk gumiabronesdt. Eqy
nydri gumiabroncs ugynevezett profilmélysége gydrtdaskor kb. 8 mm. Az érvényes
jogszabalyok szerint nem lehet kozlekedni olyan gumiabronccsal, melynek a kopdsa
olyan mértékd, hogy profilmélysége 1,6 mm ald csékken. Felmérések alapjan fel-
tételezhetd, hogy minden tizendtodik auton a gumiabroncsok kopdsa ezt az értéket
meghaladja. (Ezt dgy tekinthetjik, hogy minden egyes autd esetén 1/15 annak a va-
l6szintisége, hogy a kopds 1,6 mm ald csékkent.)

¢) Egy jdrérpdros egy napi szolgdlat alatt 80 autd gumiabroncsainak kopdsdt
ellendrzi. Hatdrozzuk meg annak valdsziniségét, hogy legaldbb 5 olyan autdt taldlnak
az ellendrzés sordn, melynél a gumiabroncsok kopdsa meghaladja a jogszabdlyban
eléirt hatdrértéket. (5 pont)

Megoldas. a) w = 240 autés nem hasznal téli gumiabroncsot, 1800 —
— 240 = 1560 autés igen. Legyen n 240 téli gumiabroncsot nem hasznalé autds
koziil azoknak a szama, akik anyagi okbdl mondanak le a hasznalatarol, ekkor azok
szama, akik nem is tartjak fontosnak a hasznalatat, 0,6n. 0,6n = 240 — n, ahonnan
n = 150.

nem tartja Tehat 150-en anyagi okokbdl mondanak le
anyagi okbgl fontosnak a téli gumiabroncs haszndlatdrdl, 90-en pedig
nem hasznal - s (ot s
nem tartjak fontosnak a haszndlatat.

1800
360

A kordiagramon 1° = 5 autodsnak fe-

lel meg.
A téli gumiabroncsot hasznalékhoz tartozd
kozépponti szog tehat @ = 312 fokos, a hasz-

haszgél télit nalatrél anyagi okokbdl lemonddkhoz tartozéd
LTAbIONCso kozépponti szog % = 30 fokos, a haszndla-

tot fontosnak nem tartékhoz tartozd kézépponti
szog pedig % = 18 fokos.

b) I. megoldds. A gumiabroncs gyartdskori keriilete K = dm &~ 1985,5 mm.

Ekkor 100 km megtétele alatt a kerék % ~ 50 365-6t fordul.

A kopott gumiabronccsal futé auté miiszerei 101,2 km it megtételét

101200 000

10855 ~ 50970

fordulat érzékelése utan jelzik. Ekkor azonban az autd ténylegesen még csak
100 km-t tett meg, tehat az abroncs keriilete % ~ 1961,9 mm, sugara

19619 312,92 mm.

2m
Mivel az abroncs gyartdskori sugara 316 mm volt, ezért a feliileti kopds kb.
3,8 mm volt.

II. megoldds. A miiszerek a ténylegesen megtett it 1,012-szeresét érzékelték, te-
hét a kerék 1,012-szer annyi fordulatot tett meg, mint amennyit Gjkori allapotaban
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100 km-en fordult volna. Azaz keriilete 1,012-ed részére csokkent. Mivel a keriilet
és a sugar egyenesen aranyos, ezért a kerék sugara is 1,012-ed részére csokkent, te-
héat a gumi kopott allapotaban 316 : 1,012 ~ 312,3 mm-es. A feliileti kopas igy kb.
3,7 mm (az I. megolddsban a kerekitések miatt jott ki 3,8 mm).

¢) P(legaldbb 5) = 1 — P(legfeljebb 4) =
=1-[P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4)].

Azn=80ésp= 1—15 paraméterd binomidlis eloszlas segitségével:

14 80
P(0) = <15> ~ 0,0040,

80 14 76 1 4
P(4) = =) (=) ~o0,1650.
0= (V) () (s) =

fgy P(legaldbb 5) = 1— [P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4)] ~ 1—0,3765 = 0,6235.

6. A valds szamokon értelmezett f(x) = 223 + 322 + b + ¢ fiigguénynek lokdlis
mazimuma van £ = —2-nél.

a) Igazoljuk, hogy ekkor b = —12. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg c lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy az f-nek hdrom ki-
lonbozd zérushelye van. (7 pont)
¢) Hatdrozzuk meg az f zérushelyeit abban az esetben, ha ¢ = 0. (4 pont)

Megoldas. a) A fiiggvénynek ott lehet lokdlis maximuma, ahol az elsé§ deri-
valtja nulla. f/(z) = 6224 62 4 b, f'(—2) = 124 b = 0, azaz valéban csak b = —12
lehetséges.

Ellendrizni kell még, hogy valéban lokdlis maximumhely-e ekkor a —2. f"(x) =
=12z 46, f"”"(—2) = —18, mivel a méasodik derivilt itt negativ, ezért a —2 valéban
lokalis maximumbhely.

b) A harmadfoki fiiggvény alakjat figyelembe véve akkor lesz az f-nek hdrom
kiilonb6z6 zérushelye, ha a lokdlis maximuma pozitiv, lokdlis minimuma negativ

értéket vesz fel.
f'(x) = 62% + 62 — 12.
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A derivaltfiiggvény zérushelyei a —2 és az 1, melyek koziil a —2 lokdlis maximum-
hely, az 1 pedig lokalis minimumbhely.

f(=2)=2-(-2)*+3-(=2)> —=12-(=2) +¢=20+c¢ >0, ahonnan ¢ > —20,
f()y=2-1343.12-12-14+c=-T+c<0, ahonnan ¢ < 7.

Osszevetve: —20 < ¢ < 7 esetén lesz f-nek harom kiilonbozé zérushelye.

c) ¢ = 0 esetén: f(x) = 223 + 322 — 120 = 2(22° + 3z — 12). Ennek a fiiggvény-
nek egyik zérushelye x; = 0, mésik két zérushelyét a 22 + 3z — 12 = 0 egyenlet
megolddsai adjdk. Ezek (a médsodfoki egyenlet megoldSképletébél) xq 3 = % v 105
(azaz harom tizedesjegy pontossdggal —3,312 és 1,812).

7. A kanaszta nevi kdrtyajatékot két csomag francia kdrtydval jdtsszak. Egy
csomay francia kartydban 55 lap taldlhatd: négy szin (pikk, kdrd, kér, treff) mind-
egyikében 13-13 lap (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Bubi, Dama, Kirdly, Asz) van. Ezeken
a lapokon kivil mindegyik csomagban van hdarom Joker is. A pikk és treff szind lapok
feketék, a kdro és kér szint lapok pirosak.

A jdték elején az eqyik jatékos kettévdlasztja a jol megkevert kdrtyacsomagot, és
a csomayg eqyik felében az also hdarom lapot megnézheti: ez az ugynevezett emelés. Ha
a hdrom lap kozott van ,szerencsés” lap, akkor ezeket a szerencsés lapokat a jdtékos
megkapja. Szerencsés lapnak szdmit a hat darab Joker, a nyolc darab 2-es (amit
a kanasztaban szintén Jokernek haszndlnak) és a négy darab piros 3-as.

a) Hatdrozzuk meg annak a valdszindiségét, hogy az emelést végzd jatékos nulla,
eqy, kettd, illetve harom szerencsés lapot kap. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy a kezdd jatékosnak kiosztott
elsd négy lap kozott mind a négy szin eléfordul. (4 pont)

Egy szerencsejatékban 4 Kirdly és 4 Asz kéziil visszatevés nélkil hiz lapokat
a jatékos, egészen addig, amig az elséd Aszt kihizza. Ha az elsé Asz kihizdsa eldtt
k darab Kirdlyt hizott ki, akkor a jdtékos nyereménye 100k? forint.

¢) Hatdrozzuk meg ebben a jatékban a nyeremény vdrhatd értékét. (7 pont)

Megoldas. a) A kérdezett valdszinliségeket hipergeometrikus eloszlds segit-
ségével hatarozhatjuk meg. Osszesen van a két csomagban 110 lap, ezek kozott
18 szerencsés, és 3 lapot hiizunk ki visszatevés nélkiil.

(%) 125580 2093
(1;0) 215820 3597

P(0) = ~ 0,582,

(%) _ 75318 2003
(1 0) 215820 5995

~ 0,349,

() 14076 301
% = 215820 5995 - 065
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(') s16 68

P 3 - = =
3) (1;)0) 215820 17985

~ 0,0038.

b) Annak a val6szin(isége, hogy példdul az elsé négy lap sorban pikk, kdrd, kér
és treff:
26 26 26 26

110 100 108 107 0033

A négy kiilonboz6 szin azonban 4! = 24-féle sorrendben keriilhet eld, ez 24 kiilon-
boz6 (diszjunkt) lehetdség, tehat a kérdezett valdsziniliség az el6z6 érték 24-szerese,

azaz 0,079.
¢) Annak a valészintisége, hogy 0, 1, 2, 3, illetve 4 Kirdlyt hiz a jatékos az els§
Asz elbtt:
4 1
PO)=-=—
O=5=5
4 4 2
Ply==--==
D=g7=7
4 3 4 1
pP2y==.2.2 ==
2) 8 76 T
4 3 2 4 2
P3)==-.2.2.2_ 2
3) 8 7 6 5 35
4 2 1 1
P4) =- 321 _1

A kérdezett varhato érték igy

! 1 2 1 2 1
P(i)- 1002 = [ = -0+ ) = - 100 + = - 400 + — - 900 + — - 1600 = 160 F.
; (i) - 100i (2 +>7 g A0t gy 0

8. Az ABC egyenlbszari hdromszig alapja AB, beirt kirének kozéppontja O,
a beirt kor sugara 9 cm. A hdromszdégben olyan kért irunk, mely érinti a beirt kort
€s a hdromszog két szdrdt. Ennek a kérnek a kdzéppontja Os, sugara pedig 4 cm.

a) Hatdrozzuk meg az egyik szdron keletkezd, a két kor érintési pontjai dltal

meghatdrozott szakasz hosszdt. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy O2C = 10,4 cm. (4 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a hdromszdg teriiletét. (7 pont)
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Megoldas. a) Jelolje az AC' széron a be-
irt kor érintési pontjat E7, a masodik kor érin-
tési pontjat pedig Fs. Bocsassunk merdlegest
05-b6l O1 F;-re, a mer6leges talppontjat je-
I6lje T. A derékszogii O105T haromszogben
010=944=13cm, OT=9—-4=5cm.
Igy a Pitagorasz-tétellel OoT = /132 — 52 =

=12 cm.
Mivel TOsFEsFEq téglalap, ezért E1FEy =
= 0T =12 cm.

b) Az O1CE; és az O3CEs hiromszo-
gek hasonldéak, mivel megfeleld oldalaik pér-
huzamosak. Az O,C szakasz hosszat jelolje x.
Ekkor a két haromszog megfelel6 oldalainak
B ardnya: 13;93 = 7, ahonnan z = 10,4, az O5C

szakasz hossza tehat valéban 10,4 cm.

¢) I. megoldds. Az AB szakasz felez6pontjat jelolje F. CF =9+9+4+10,4 =
= 32,4 cm.

Az AFC és az O3 E5C haromszogek hasonléak, mert egyik hegyesszogiik kozos,
és mindkettonek van egy derékszoge, igy szogeik megegyeznek. Az AF szakasz

hosszat jeldlje y. Ekkor a két haromszog megfelelé oldalainak ardnya: % = %—gj
A Pitagorasz-tételbdl CEy = /10,42 — 42 = 9,6 cm. 337 = %, ahonnan y = 13,5,
az AF szakasz hossza tehat 13,5 cm.
A haromszog teriilete tehdt
AB-CF 2AF-CF 27-324
T = cF _ CF _27-3% = 4374 cm?.

2 2 2

11 m%qoldcis. Jelolje a haromszog szarai altal bezart szoget 2«.. Ekkor sina =

= 16% = 13 (= 0,385). Mivel a hegyesszog, azért
. . 5 5
te o = sina sin o _ 13 13 i
- = — = T =
cosa /1 _sina \/1_% = 12

(igy 2a =~ 45,24°).
[gy AF = CF -tga =324 - % = 13,5 cm. A Pitagorasz-tételbol

AC = /13,52 + 32,42 = 35,1 cm.

A haromszog félkeriilete:

2742 35,1
Ss= -

5 = 48,6 cm,

teriilete T = os = 9 - 48,6 = 437,4 cm?.
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9. Egy nyolcponti dsszefiiggd, egyszeri grdf csucsai A, B, C, D, E, F,G és H.
Az A, B, C és D csucsok fokszamai (ebben a sorrendben) egy novekvd szdmtani
sorozat eqgymast kovetd tagjai. Ehhez hasonléan az E, F, G és H cstucsok fokszamai
(ebben a sorrendben) egy mdsik névekvd szdmtani sorozat egymdst kévetd tagjai.
A nyolc csics fokszdmai kézott két egyenld van, a tobbi fokszdm mind kiilonbozd,
tovabbd A fokszdma kisebb E fokszamdndl.

a) Rajzoljuk fel ezt a grdfot. (6 pont)

Eqgy szabdlyos nyolcszdg két szomszédos csiucsa a derékszogi koordindta-rend-
szerben A(0;0) és B(10;0). A nyolcszég az I. és a II. siknegyedben helyezkedik el.

b) Irjuk fel a szabdlyos nyolcszég beirhatd kérének egyenletét. (4 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a P(17;17) pont a nyolcszognek belsd, beirhatd korének
viszont kiilsé pontja. (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a graf osszefiiggé és egyszer(i, a csucsok fokszédmai 1, 2,
3, 4,5, 6 és 7 lehetnek.

E szamokbdl a kovetkezd novekvd szamtani sorozatokat lehet osszeallitani:

1, 3, 5 T
1, 2, 3, 4;
2, 3, 4, b
3, 4, 5, 6;
4, 5, 6, T.

) )

Az 6t sorozat kozott csak kettd olyan van, amelyeknek csak egy kozos elemiik van,
ezért a graf fokszdmsorozata (A-tél H-ig) 1, 2, 3,4, 4, 5, 6, 7.

Ha H fokszama 7, akkor ez a cstcs az Gsszes tobbivel 6ssze van kotve. Mivel
A fokszdma 1, ezért A-bdl H-n kiviil més csicsba nem vezet él.

G fokszama 6, ezért G az A-n kiviil az 6sszes tobbi csticesal 6ssze van kotve.

Mivel B fokszama 2, ezért B-bol a G-n és H-n kiviil

, , , B A
mas csucsba nem vezet él.

F fokszdma 5, ezért F' az A-n és B-n kiviil az 6sszes C H
tobbi cstccesal dssze van kotve.

Mivel C fokszédma 3, ezért C-bél az F-en, G-n és H-n
kiviil més csicsba nem vezet él.

D G

Végiil D és E fokszama 4, ezért ezek egymassal, va- B P
lamint az F, G és H csicsokkal vannak 6sszekotve.

b) A szabdlyos nyolcszog egy belsd szoge 135 fokos, igy kiils6 szogei 45 fokosak.
Ezért BC oldala egy +1 meredekségli egyenes egy szakasza.

A 10 egység hosszii BC oldal egy olyan egyenld szaru, derékszogi haromszog
atfogdja, melynek befogéi igy 5v/2 egység hossziiak. Ezért C’(lO +5v/2; 5\/5)

A nyolcszog tovdbbi oldalai is vagy parhuzamosak valamelyik koordinata-
tengellyel, vagy pedig egy +1 vagy —1 meredekségli egyenesen helyezkednek el.
Igy a tovabbi cstcsok koordindtdi: D (10 +5v/2;10 +5v/2), E(10;10 +10v2),
F(0;10+10v2), G(—5v2;10+5v2) és H( —5V2;5v2).
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A nyolcszogbe irhaté kor kozéppontja az AFE szakasz felezOpontja:
K(5;5+5\/§). A kor sugara megegyezik a K pont mdsodik koordinatdjaval:
r =5+ 5v2. A kor egyenlete:

(@ -5+ (y— (5+5v2)) = (5+5v2)° (= 75+ 50v2).

¢) PE? = (17-5)*+ (17— (5 +5v2)) =122+ (12— 5v2)" =

=338 — 120V/2.

Megmutatjuk, hogy ez nagyobb, mint a kor sugardnak a négyzete, és ekkor P
valoban kiilsé pontja a kornek:

263
338 — 120V2 > 75+ 50v/2, 263 > 170v2, azaz 0> V2.

Ez utébbi egyenldtlenség igaz, mert a bal oldal nagyobb, a jobb oldal pedig kisebb
1,5-nél.

Miésrészt 17 < 10+ 5+/2 ekvivalens 1,4 < v/2-vel, ami (példaul a négyzetre eme-
léssel kapott 1,96 < 2 miatt) szintén igaz. Ezért P elsé koordindtdja kisebb a C' és
D csticsok elsé koordingtdjanal (de nagyobb a tobbi csics elsd koordindtdjandl),
valamint kisebb a D és G csticsok mésodik koordindtdjandl (de nagyobb a C' és
H csticsok mésodik koordindtdjéndl), ezért P a CDGH téglalapnak, igy a nyolc-
szognek is bels6 pontja.

Koncz Levente
Budapest

59. Ratz Laszlé Vandorgyitilés
Go6dolls, 2019. julius 3—6.
OLYAI

TARSULAT

Az idei véndorgytilést Godollon rendezte meg a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat. A kérnyezet gyonyori volt, az eléadasokhoz kozeli szallds is minden igényt
kielégitett, és ismét lehetett egymédssal sokat beszélgetni.

A vandorgytilésrol szol6 részletes beszamold a tervek szerint az Erinté Elektro-
nikus Matematikai Lapok decemberi szdmdban (http://www.ematlap.hu) lesz ol-
vashaté. Az eldaddsok anyagai megtekinthetdk a vandorgytilés honlapjan (http://
www.bolyai.hu/rlv2019.htm).

A 2020-as vandorgytilés helyszine Eger lesz.
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