ﬁ} 2020.1.3 — 13:06 — 10. oldal — 10. lap KoMalL, 2020. januar gf

— P

Hi1301 __ r9 _ 12 _ H2309

3 Hy1303 = r3 — rg  HysOs 7
a Hy3Hys egyenes parhuzamos a 0105 egyenessel. De akkor k1 és ko hasonlésagi

atméréje parhuzamos O10z-vel és Hy3 Hoz-mal, tehat az O Hi3Ho3 sikban van.

létre. Ha a békaszemek sugara ry = ry és r3, akkor miatt

Végiil, ha mindharom koérvonal sugara ugyanakkora, akkor mindharom hason-
16sdgi atmér6 parhuzamos az 0102053 sikkal, igy ilyenkor is egy sikban, vagyis egy
f6koron vannak.

Feladatok

1. Két pontbdl rajzoljunk harom-harom
félegyenest ugy, hogy barmely két, kiilonb6zo
pontbdl induld egyenes elmetssze egymast.
Ezek a félegyenesek négy négyszoget hataroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha ezek koziil vala-
melyik harom érinténégyszog, akkor a negye-
11. dbra dik is az (11. dbra).

2. Bizonyitsuk be a Ceva-tételt kdzvetleniil, térbe kilépéssel.
3. frjuk fel és bizonyitsuk be a Ceva- és a Menelaosz-tétel gombi megfelel6it.

4. Az ABCD négysz6g AB oldalan adott egy P pont. Legyen w a CPD
héromszog beirt kore, a kozéppontja I. Tegyiik fel, hogy w érinti az APD és
BPC haromszogekbe irt koroket a K, illetve az L pontban. Legyen az AC és BD
egyenesek metszéspontja F, és legyen az AK és BL egyenesek metszéspontja F.
Bizonyitsuk be, hogy E, I és F egy egyenesre esik. (IMO Shortlist, 2007/G8)

Koés Géza
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire
I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazén:
a) cos2x +3-cosx —1 =0, (7 pont)

b) V6 —x —+/5— 2z =1. (6 pont)

2. A nem is olyan téavoli jovében a fizika fakultaciésok online szimuldciéban
vizsgalhatjak toltott részecskék viselkedését mégneses mezdben, ahol a részecskék
helyzetét derékszogli koordinata-rendszer segitségével irjak le. Két fizika fakulté-
ci6s didk, Hacé és Kacé fontos kisérletet tervez: egy haromszog cstcsaiba (A(—Q; 1);
B(10;6); C(4;9)) Kécé harom detektort helyez. Hacé ekkor egy t6ltott részecskét
juttat a hdromszog sulypontjiba. A toltott részecske tomege peti-ben (peti: témeg-
egység a szimuldcidéban) a hdromszog teriiletének és a BAC< cosinusanak szorzata.
Hatarozzuk meg a haromszog silypontjanak koordinatéit és a részecske tomegének
pontos értékét. (12 pont)
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3. Pébé tandr ur, a C' osztily osztdlyfénoke lelkesen érkezett a reggeli érara.

— Képzeljétek, megdlmodtam a matematika emelt szintii érettségi atlagunkat!

— Es mennyi volt, tandr tr?

— Azt sajnos elfelejtettem, de emlékszem, hogy a D-sek atlaga szabalyos koze-
litéssel 84,3, az E-seké 85,1, a harom osztaly atlaga pedig 87,9 volt. Tudjuk, hogy
a D-bol 11-en, az E-bél 14-en, téliink pedig 24-en {rnak emelt szintl érettségit.
Ebbdl mar ki lehet szamolni az osztalyatlagot.

a) Mennyi a C-sek osztdlyatlaga egy tizedesjegyre kerekitve, ha minden didk
érettségl eredménye csak egész szdzalék lehet? (8 pont)

A Szalagavaté nyitétancdban a C-sek 20%-a, a D-sek 25%-a vesz részt. Az
egyik sziinetben 4 f6 C osztalyos és 2 {6 D osztalyos tanul6 vaséarolt pizzat a biifé-

ben.
b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy koziiliik pontosan ketten tdncolnak
a nyitétancban? (6 pont)
4. Adottak az f: R— R, f(z) =2 -8ésag: R — R, g(z) =4 — 2z fiige-
vények.
a) Adjuk meg a go f fiiggvény = = 2 abszcisszdji pontjidba hizott érintd
egyenletét. (7 pont)
b) Adjuk meg a lim L hatarértéket. (5 pont)
z—2 9

II. rész

5. Két birkdzo egyesiilet kozos bajnoksdgra késziil. A felkésziilés soran el6-
irds a napi 8 dra alvds. A korabbi felkésziilések soran kideriilt, hogy a felkésziilés
hatékonysagat jelentésen befolyasolja a regeneralédasra forditott id6. A szakembe-
rek megallapitottak, hogy a hatékonysagot az E(t) = 3 - (3,2 — t) fiiggvénnyel lehet
leirni, ahol ¢ a regeneralédéasra forditott ido.

a) Mennyi id6t forditsanak a regenerdléddsra, hogy a felkésziilés a lehetd
leghatékonyabb legyen? (8 pont)

A bajnoksagot kieséses rendszerben folytatjék le, a parokat minden egyes mér-
kézés el6tt véletlenszertien sorsoljak. Az elsé par sorsolasakor % a valdszintisége
annak, hogy mindkét versenyzé az A egyesiilet tagja. Két mérkézés utén, ahol egy
résztvevot az A, harom résztvevit pedig a B egyesiiletbdl sorsoltak ki, ugyanakkora

valésziniiséggel sorsoljak mindkét versenyzot az A egyesiiletbél, mint a B egyesii-
letbél.

b) Hanyan indultak a bajnoksdgon az egyes egyesiiletekbé&l? (8 pont)

6. Egy paralelogramma alaku fiives teriilet oldalai 50 m és 34 m, az oldalak
végpontjait 6sszekotd at16 56 m hosszi. Az atl6 egy pontjaba egy 6nmiikdds locsold
berendezést helyeziink, amely a teriilet barmely pontjabdl eléri barmely masik
pontjat, és ha a tavolsagot beallitottuk, akkor egy korén beliill mindent lelocsol.

a) Legaldbb mekkora teriiletet kell kézzel locsolni, ha a locsold berendezés
a teriilet hataran tul nem locsolhat? (10 pont)
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A fiives teriileten egy kor alaku virdgagyast alakitanak ki. A virdgagyast két
egyenes gyalogit szeli at, amelyek egy a koron kiviili P pontban metszik egymast.
A virdgagyast az egyik gyalogit az A és B, a masik gyalogit a C' és D pontokban
metszi. Tudjuk, hogy PA =3 m, AB = 5 m, valamint PD = PC + 10 m.

b) Mekkora a PD tavolsg? (6 pont)

7. a) Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos péaratlan szdmok reciprokainak kii-

l6nbsége egyenl6 a szdmok szorzata reciprokdanak kétszeresével. (4 pont)
1 1 1

Adott az 7 + 77 + 775

b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik részletosszeg:

+ ... végtelen sor.

n
Sy =
3n+1
(8 pont)
¢) Adjuk meg a lim (S,) hatérértéket. (4 pont)
n—oo
8. Az abran egy nemzetkozi fogdsz kongresszus emblémaéja
©_© lathato.

Az alakzatot az aldbbi fliggvények grafikonjai hataroljék:

1 1
f:R—=R, x»—>1m4—2x2+2 és g: R—R, xH%xQ—&—éL

a) Hatérozzuk meg a fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait. (2 pont)

b) Mekkora az embléma teriilete, ha a koordindta-rendszer 1 egysége a vald-
sagban 1 cm-nek felel meg?

A konferencidn egy asztalhoz keriilt hat fogorvos, akik érommel dllapitottdk
meg, hogy valamennyien részt vesznek egy programban, amelyben hasznos keze-
lési eljarasokat osztanak meg egymaédssal. Ennek keretében a hat fogorvos is kap-
csolatban &ll egymdssal, mindegyik mindegyikkel. A kapcsolattartds két hélézaton
keresztiil folyik, de két fogorvos egymas kozott mindig ugyanazon a hélézaton kom-
munikél. (8 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy az asztalndl helyet foglalé hat fogorvos kozott van
hérom olyan, aki egymas kozt ugyanazon a halézaton kommunikal. (6 pont)

9. Egy fiiggonytarté rad kupban végzodik. Rogzité elemként egy R sugard
gdmbot kiposan atfurunk dgy, hogy pontosan illeszkedjen a rud végére, majd az igy
kapott testet rahtzzuk gy, hogy a kip tengelye atmenjen a gémb koézéppont-
jan. A rogzitéelem magassdga 7 cm, a fels§ alapkore r; = 3 cm, az alsé alapkore
ro = 4 cm sugar.

a) Hatérozzuk meg a rogzitGelem felszinét és térfogatat. (10 pont)

Az druhdzban a fiiggonytarté rudakat négyféle szinben (arany, eziist, fehér,
fekete), a rogzitéelemet haromféle szinben (arany, zold és piros), a fiiggonyoket
otféle szinben (arany, eziist, fehér, zold, piros) druljdk.
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b) Héanyféle kombindciét lehet sszedllitani, ha az az eléirds, hogy legaldabb
az egyik elem aranyszini legyen és a rud két végén 1évé rogzitéelem azonos szinii?
(6 pont)

Balga Attila
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/9. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan négyjegyil pozitiv egész szdm wvan, amelyben a szdmjegyek

osszege legfeljebb 47 (7 pont)
b) Hdany olyan lesz ezek kozitt a szamok kozott, amely oszthaté 60-nal?

(5 pont)

Megoldas. a) A sorrendre vald tekintet nélkiil 11-féleképpen tudjuk el6alli-
tani a 4-et, a 3-at, a 2-t vagy az 1-et négy nemnegativ egész szam Osszegeként:
4=4404040=34+1404+0=2+24040=24+1+140=14+1+1+1(51e-
hetdség);
3=34+0+0+0=24+1404+0=1+1+1+0 (3 lehetdség);
2=2404+04+0=1+1+0+0 (2 lehetsség);
1=14+0+0+0 (1 lehet8ség).

Az X000 tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyii szamot, mert a 0
nem allhat a legnagyobb helyiértéken.

Az XY00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, a maradék
két helyre 2-féleképpen varidlhatjuk a masik két szamjegyet, tehat ezekbdl egyarant
(3-2 =) 6 négyjegyli szdmot képezhetiink.

Az X X00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, igy ezekbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Az XYYO tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, ezutan
3-féleképpen vdlaszthatjuk ki az X helyét, {gy ebbdl (3 -3 =) 9-féle négyjegyti szdm
képezhetd.

Az XX X0 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, igy ebbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Végiil az X X X X tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyti szamot.

Osszesen tehdt (14+6+3+9+1+1+6+3+1+3+1=) 35, a feltételeknek
megfelel6 négyjegyli szam van.

b) 60-nal pontosan akkor oszthaté egy szdm, ha 3-mal, 4-gyel, és 5-tel is oszt-
haté. 3-mal csak akkor oszthaté a szam, ha szamjegyeinek 6sszege 3-mal oszthato,
tehéat esetiinkben a szdmjegyek Osszege 3. 5-tel akkor oszthatd, ha O-ra vagy 5-re
végzbdik, de 5-re végz0d6 szam nincs a szdba jovo szamok kozott, a szamnak tehat
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