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% Térbe kilép6 bizonyitasok IV.

Kupok és hasonldéségi pontok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ebben a részben korck hasonldsigi pontjainak viselkedését fogjuk vizsgalni.
Legyen ky és ko két kor a sikon. Mint jol tudjuk, a két kor kiilsé hasonldsdgi pontja
az a Hj pont, ahonnan alkalmas, pozitiv ardanyi kozéppontos nagyitassal a két kor
atvihetd egymasba. A kiils6 hasonldségi
pont csak akkor 1étezik, ha a korock su-
gara kiillonboz6. A két kor belsd hason-
l0sagi pontja pedig az a Hy, pont, ahon-
nan a korok negativ ardanyd kozéppon-
tos nagyitassal viheték at egymésba. Ha
a koroknek 1éteznek a kiils6 kozos, illetve
a bels6 kozos érintoi, akkor ezek dtmen-
nek a hasonldsdgi pontokon (1. dbra).

1. dbra

A hasonlésagi pontok szerkesztése kupokkal

Most foglalkozzunk egy kicsit a kiilsé6 hasonlésagi ponttal. Legyen kq és ko
két kiilonb6z6 sugaru kor, amelyeknek 1éteznek kiils6 kozos érinté egyenesei, a ko-
zéppontjaik legyenek O; és Os. Az egyik kozos érinté érintési pontjai legyenek 77,
illetve T5, a masik érint6 egyenes érintési pontjai Uy, illetve Us; a két érinté metszés-
pontja legyen H. A térben illessziink a korokre egy-egy korkipot, amelyek alkotdi
ugyanakkora, ¢ szoget zarnak be a korok X sikjaval. A kupok csicsai legyenek
az Ay és A, pontok (2. dbra).

A H pontbdl nem csak a két kort, hanem a két kipot is egymaéasba nagyithatjuk,
ezért az A1 Ay egyenes atmegy a H ponton. Ezt a tényt most hasonlésdg nélkiil is
igazoljuk. A kapok ATy, illetve AT alkotéit megkaphatjuk gy, hogy a korok
T104, illetve ToOs sugarat ¢ szoggel elforgatjuk a T1To H érintd koriil. Ezért ezek
az alkotdk és a H pont egy @7 sikban vannak. Hasonléan 1atjuk, hogy az AU, és
AU, alkotodk is egy @y sikban vannak a H ponttal. A &5 és Oy sikoknak Ap, A
és H is kozos pontja, ezért ez a harom pont egy egyenesen van.

Monge tétele (a hdrom hasonlésdgi pont tétele)

Monge' tétele: Ha adott a sikon hdrom kilonbozé sugard kor, eqymds kiilse-
jében, és vessziik pdronként a kiilsd kozds érintdik metszéspontjait, akkor ez a hdrom
pont egy egyenesre esik.

!Gaspard Monge francia matematikus (1746-1818)
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2. dbra

Vilagos, hogy itt a kiils6 hasonlésagi pontokrol van szd, ezért mondjuk ki ebben
az altaldanosabb forméban:

Monge tétele, Altaldnosabb véaltozat: A sikon bdarmely harom kilonbozd
sugariy kor pdronként vett kiilsé hasonlosdgi pontjai egy egyenesre esnek.

A tételt az el6bb latott kipokkal bizonyitjuk. Legyen a harom kor kq, ko és k3
a X sikban, és minden ¢, j indexpérra jelolje k; és k; kiils6 hasonlésagi pontjat H;;.
Valasszunk egy ¢ hegyesszoget, és illessziink egy-egy kiupot a korckre, amelyeknek
alkotdi ¢ szoget zdrnak be X-val. A kiipok csticsai legyek A, As, illetve Az (3. dbra).

3. dbra

Barmely 4, j indexek esetén az A;A; egyenes atmegy a H;; ponton. Ezért
mindegyik H;; hasonlésagi pont az Ay Az As sikban van. Ezzel mar két kiilonbozo
sikot is ismeriink, amely tartalmazza a Hio, Hi3 és Hoz pontot, tehdt ezek egy
egyenesen, a Y és az A As A sik metszésvonalan vannak.
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Mi legyen a belsé hasonléségi pontokkal?

A bels6 hasonlésagi pontokat is nehézség nélkiil megszerkeszthetjiik kupokkal,
csak most a kupokat a sik ellentétes oldaldra kell épiteniink. Ha harom korvonalra
illesztiink kipokat, és ezek koziil ketto a sik egyik, a harmadik a sik mésik oldalan
van, akkor a Monge-tételnek egy olyan véltozatat kapjuk, amikor az egyik korpar-
nak a kiilsé, a masik két parnak a belsé hasonlésigi pontjat vessziik (4. dbra).

Ay

Ag

Hog
ks Hip

Az

4. dbra

A Monge-tételnek ezeket a kiilonbozo valtozatait egységesen kezelhetjiik, ha
a korvonalaknak és érinté egyeneseknek irdnyitast adunk, vagyis nyilacskékat raj-
zolunk rijuk. Egy irdanyitott kérvonalnak csak az olyan irdnyitott érint6it vessziik
figyelembe, amelyeknél a kitiintetett irdny megegyezik. Két irdnyitott korvonal ha-
sonlosdgi pontja azonos iranyitasu korok esetén az eddigi kiilso, ellentétes iranyitasu
korok esetén a belsé hasonlésagi pont. A | pozitiv” irdnyitdsu korokre a sik egyik
oldalan, a ,negativ” irdnyitdsu korokre a sik mésik oldaldn illesztiink kupokat.

A Ceva- és a Menelaosz-tétel

Tanulsagos lerajzolni egy dbran hirom kornek mind a hat belsé és kiilsé
hasonlésdgi pontjat. Az 5. dbrdn a harom kor kozéppontja A, B és C, a belsd
hasonldsagi pontok Ay, By és Cy, a kiilsé hasonlésigi pontok pedig As, By és Co.
A Monge-tétel szerint egy egyenesre esnek az As, Bs, Cs pontok, tovabba az As, By,
C1 pontok, az Ay, By, Cy pontok, és az Ay, By, Cy pontok is. Az ABC és az A1 B1C4
haromszogek megfelel6 oldalainak metszéspontjai, Ay, Bs és Cy egyenesre esnek,
ezért a Desargues-tétel szerint a megfelel§ csicsokat osszekoté AA;, BBy és CCy
egyenesek egy ponton mennek at.

Ha a korok sugarai r,, 1 és e, akkor a korok kozott a hasonlésagok eldjeles

aranyai
E__ClA_OQA E__AlB_AQB és E__Blc_BQC
Tp o ClB - CQB’ Te o AlC o AQC Ta - BlA o .BQA7

a szorzatuk 1. Ezek az ardnyok két hires tételben is szerepelnek:

4 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1



ﬁ} 2020.1.3 — 13:06 — 5. oldal — 5. lap KoMalL, 2020. januar gf

— P

5. dbra

Ceva? tétele: Legyenek az ABC hdromszog BC, CA, illetve AB oldalegye-
nesein A1, By, Cy a csicsoktdl kilonbozd pontok. Az AAy, BBy és CCy egyenesek
akkor és csak akkor mennek dt eqy ponton vagy pdrhuzamosak, ha

ACy BA, CB;

) . = 1.
CiB A C BA

Az dllitasban szerepld aranyok eldjelesek: az ardny pozitiv, ha a két szakasz ugyan-
abba az iranyba mutat, és negativ, ha ellentétes irdnyuak. Az is megengedett, hogy
Ay, Bi, C1 az egyenesek végtelen tdvoli pontjai legyenek, ilyenkor a megfeleld
ardny —1.

Menelaosz® tétele: Legyenek az ABC hdromszig BC, CA, illetve AB ol-
dalegyenesein Ag, Bo, Cy a cstcsoktdl kiilonbozé pontok. Az Aa, By és Co pontok
akkor €s csak akkor esnek eqy egyenesre, ha

ACy BA; CBy _
CoB A,C ByA

A Ceva-tételhez hasonléan az aranyok most is eldjelesek, és As, Ba, Cy az egyenesek
végtelen tavoli pontjai is lehetnek.

Lathatjuk, hogy a Monge- és a Menelaosz-tétel egyik iranya lényegében ugyan-
az, illetve hogy a Ceva- és a Menelaosz-tétel kozott az 6sszekoto kapocs a Desargues-
tétel.

,»Hasonlésagi pontok” nemeuklideszi geometridkban

A gombi és a hiperbolikus geometridkban nincs hasonlésdg. Vicces mddon
azonban a korok hasonlésagi pontjainak szerkesztése elmondhaté ilyenkor is.

Ha adott két kor a hiperbolikus sikban, vannak kiilsé kozos érint6ik, és ezek
el is metszik egymast, akkor a metszéspontot nevezhetjiik a két kor ,hasonlésagi
pontjanak”. A két korre egy-egy kupot illesztve, a kupok csicsait 6sszekoté egyenes
atmegy a hasonldsagi ponton. Ha harom koriink van, barmelyik kettonek vannak

2Giovanni Ceva (ejtsd: Cseva) olasz matematikus, 16471734
3 Alexandriai Menelaosz gorég matematikus csillagész, Kr.u. kb. 70-140
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kiilsé kozos érintéi, és ezek metszik egymast, akkor a Monge-tétel bizonyitasat
véltoztatas nélkiil elmondhatjuk. Tehdt a Monge-tétel (az eredeti, specidlis formé-
jéban) igaz hiperbolikus geometridaban is.

Ha barmely két kor ,hasonlésdgi pontjat” szeretnénk definidlni, kozos érinték
felhasznaldsa nélkiil, akkor megtehetjiik, hogy a két korre kupokat illesztiink, és
a stkot atdofjiik a kipok csticsait osszekotd egyenessel. (Ha a csicsokat dsszekotd
egyenes nem dofi a sikot, akkor nincs hasonlésdgi pont.) Azt viszont mindenképpen
meg kell indokolunk, hogy a szerkesztésiink kiilonb6z6 meredekségii kipok esetén
is mindig ugyanazt a doféspontot produkalja. Ez igazabdl sikbeli feladat; a kiupok
tengelyein keresztiil fektethetiink egy sikot, és csak ezzel a sikkal vett metszetet
vizsgaljuk (6. dbra).

6. dabra

Vegyiink tehat két tetszoleges kort, ki-et és ko-t a X sikban; ezekhez szeretnénk
igazolni, hogy a hasonldsagi pont nem fiigg a 3 és a kipok alkotoi kozotti ¢ szogtol.
Vegyiink fel egy harmadik kort, ks-at, amely kisebb, mint az els6 kettd, ugy, hogy
a harom kor kozéppontja ne essen egy egyenesre, kz-nak a ki-gyel és kso-vel is
legyenek kiilsé kozos érintéi és ezek el is metsszék egymést a Hig, illetve a Hog
pontban.

Most illessziink tetszélegesen egy-egy kupot a kq és ko korokre, amelyek alkotoi
ugyanakkora ¢ szbget zarnak be a X sikkal; ezek csicsai legyenek Aj, illetve As.
Illessziink egy harmadik kipot a k3 korre ugyanazzal a ¢ szoggel, ennek csicsa
legyen As (7. dbra). (Megjegyzés: hiperbolikus geometridban nem lehet bérmilyen
korre barmilyen ¢ szoggel kupot szerkeszteni, mert az alkoték nem feltétleniil
metszik el a kup tengelyét; de az igaz, hogy ha a ki és ko korokhoz létrejon
a megfelel6 kup, akkor a naluk kisebb ks-hoz is.)

Mar lattuk, hogy az A, A3 egyenes atmegy a Hi3 ponton, és az As Az egyenes
atmegy Hoz-n. Az A1 As egyenes benne van a kipok tengelyére fektetett O A102 A5
sikban és a H,3H23 A3 sikban is. Ezeknek a metszésvonala a X sikkal az O10s, illetve
a Hy3Hyg egyenes, egyik sem fiigg a ¢ sz6g nagysagatol.

Ha az 010, és Hi3Hs3 egyenesek metszik egymast egy His pontban, akkor
His a harom siknak kozos pontja, tehat rajta van a harmadik metszésvonalon,
az A1 A egyenesen is. Ilyenkor tehdt a doféspont mindig létrejon és ugyanaz. Ha
pedig az 0109 és Hi3Hos egyenesek parhuzamosak (nem metszik egymadst), akkor
a harom siknak nincs k6z6s pontja, és igy A; Ao metszésvonalnak nem lehet pontja
a X sikban.
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7. dabra

Tehat, a ¢ nagysagatdl fiiggetleniil, az A; A, egyenes vagy mindig dofi a X sikot,
és mindig ugyanabban a Hjo pontban, vagy pedig semmilyen ¢ esetén sem dofi, és
ilyenkor nem jon létre a ,hasonldsagi” pont.

GOmbon: hasonlésagi atméro

A gombfeliileten két korvonal kozos érintéi f6korok, amelyek a gomb két egy-
maéssal atellenes pontjaban metszik egymast. Ezért hasonlésagi pontok helyett , ha-
sonlésagi atmérékrol” fogunk beszélni.

Eloszor vizsgdljuk azt az esetet, amikor a korok sugara kiilonbozo, és a kozos
érinték 1éteznek. Legyen ki és ko két, f6kornél kisebb kérvonal az O kdzépponta B
gombfeliileten, amelyekhez 1étezik két fokor, amely érinti mindkét kort ugy, hogy
k1 és ko a f6koroknek ugyanazon az oldalain van. A két érint6 f6koér metszéspontjait
jelolje Hy és Hs, az érintési pontokat az egyik kozos érinton 17, illetve Th, a masik
érint6 f6koron Uy és Us. A két korvonalra illessziink egy-egy ,,békaszemet”, azaz
olyan G, illetve Go gdémbot, amely merSlegesen metszi B-t, és legyen H a két
békaszem kiilsé hasonlésdgi pontja (8. dbra).

8. dbra
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Vegyiik észre, hogy a szemgolydkat érinti a H,T1T5H, fokor és a gomb OTh,
illetve OT, sugara is, ezért a szemgolyokat az H1T1T»H, sik is érinti, és a két
szemgolyd a siknak ugyanazon az oldaldn van. Ezért a H hasonlésdgi pont ebben
a sikban van; sot, a két érintési pontot 6sszekoté T1Ts egyenes atmegy a H ponton.
Ugyanigy lathatjuk, hogy a H U UsHs sik, és benne az U;U; egyenes is dtmegy
H-n.

A H\T\TyH5 és a HiU,UsHs siknak O, Hy, Hy és H is kozos pontja, tehat
ez a négy pont egy egyenesen van. Azt kaptuk, hogy a két korvonal , kiils6 hason-
16sdgi atmérdjének” egyenese atmegy a korvonalakhoz tartozd békaszemek kiilsé
hasonlésagi pontjan.

Az dltalanos esetben nem feltétleniil 1éteznek a kdrvonalak kozos érinté fékorei.
Szerencsére a békaszemek most is segitenek, és 3-dimenzids gémbi geometria helyett
elég a kupok tengelyére illeszkeds ,,sikon”, azaz gombfeliileten beliil dolgoznunk.

Legyen ¢ a két kor centralisa, vagyis az a f6kor, amely atmegy a ki és ko
kozéppontjan; a két korrel vett metszéspontok legyenek A és B, illetve C és D. Va-
lasszunk egy tetszOleges ¢ hegyesszoget, és a 6. dbrahoz hasonléan, az AB és C'D
szakaszokra, a c-nek ugyanazon az oldalan, rajzoljunk olyan egyenlé szard ABFE és
CDF gombharomszogeket, amelyekben FAB<t = ABE<t = FCD< = CDF< = g
ezek a haromszogek felelnek meg a két korvonalra emelt kipoknak. A kupokat
Osszekoto egyenesnek az FF {6kor felel meg; legyen az EF f6kor és ¢ két metszés-
pontja Hy és Ho.

Vegyiik fel ismét a Gy és Go békaszemeket, a kozéppontjuk legyen Oy, illetve
Os. Metssziik el a békaszemeket a ¢ sikjaval, és a metszetkorokre emeljiink olyan
kupokat, amelyek alkotdi a c sikjaval ¢ szoget zarnak be. A két kup csicsai legyenek
E’, illetve F”.

Az AFE’ szakasz érinti az AE fékorivet, ezért O, A, E és E’ egy sikban van.
Hasonléan O, B, E és E' is egy sikban van; ennek a két stknak O, E és E' kozos
pontjai, tehdt egy egyenesen vannak. Ugyanigy ldtjuk, hogy O, F és F’ is egy
egyenesen van (9. dbra).
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Tekintsiik ezek utan az 0109, H1 Hy és E'F’ egyeneseket. Mint 1attuk, az E'F’
egyenes és a HiHo egyenes is az EF fokor sikjaban van; az O105 és a HiHs is
a c sikjdban, végiil az 0105 és az E'F’ is a két kip tengelyére illesztett sikban.
A harom egyenes tehat vagy egy ponton megy &t, vagy parhuzamosak.

Ha kq és ko kiilonboz6 sugarti, akkor a két kip is kiilénbozd méretii, és az E'F’
és 0107 egyenesek a két kup, egyben a Gy és Go békaszemek kiilsé hasonlésagi
pontjaban metszik egymast, tehat a H; Ho egyenes is atmegy ezen a ponton.

Ha ky és ko sugara ugyanakkora, akkor a két kup is ugyanakkora, tehdt E’F’
parhuzamos az O105 egyenessel. Ebben az esetben HiHs is parhuzamos a Gy és
Go békaszemek centralisaval.

Tehat a Hy Ho 4tméro nem fligg a ¢ véalasztasatdl; a hasonlésdgi atmérd kiilon-
b6z6 sugart korok esetén atmegy a békaszemek kiils6 hasonlésagi pontjan, egyenld
sugaru korok esetén parhuzamos a békaszemek centralisaval.

A Monge-tétel a gobmbodn

Most mar minden készen &all ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Monge-tétel gombi
megfelelGjét.

Monge-tétel a gbmboén. A gimbfelileten bdrmely hdrom (a fékornél rovi-
debb) kiérvonal hasonldsdgi dtmérdi egy fékorin vannak.

El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a harom korvonal sugara kiilonbozo.
A gdomb kozéppontjat jeloljiik O-val. Legyen k1, ko és ks harom tetszéleges korvonal,
a hozzajuk tartozé békaszemek legyenek Gy, Go, illetve G3, a kozéppontjaik O, Oo,
illetve O3, a paronként vett kiils§ hasonldsdgi pontjaik Hia, Hiz és Hagz (10. dbra).

10. dabra

Ha a szemeket elmetssziikk az 010203 sikkal, éppen a Monge-tétel abréajat
kapjuk; a Monge-tétel szerint Hio, Hy3 és Hog egy egyenesre esik. Akkor viszont
a BB gombnek a harom hasonlésagi ponton atmend atméréi, az OHq2, OHi3s, illetve
OHs3 egyenesek, mind az OH5Hy3Hos sikban, vagyis egy f6korén vannak.

Ha a harom korvonal koziil valamelyik ketto, példaul ki és ko ugyanakkora,
akkor a hozzajuk tartozé békaszemek is ugyanakkordk, és a Hpo pont nem jon

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1 9
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Hi1301 __ r9 _ 12 _ H2309

3 Hy1303 = r3 — rg  HysOs 7
a Hy3Hys egyenes parhuzamos a 0105 egyenessel. De akkor k1 és ko hasonlésagi

atméréje parhuzamos O10z-vel és Hy3 Hoz-mal, tehat az O Hi3Ho3 sikban van.

létre. Ha a békaszemek sugara ry = ry és r3, akkor miatt

Végiil, ha mindharom koérvonal sugara ugyanakkora, akkor mindharom hason-
16sdgi atmér6 parhuzamos az 0102053 sikkal, igy ilyenkor is egy sikban, vagyis egy
f6koron vannak.

Feladatok

1. Két pontbdl rajzoljunk harom-harom
félegyenest ugy, hogy barmely két, kiilonb6zo
pontbdl induld egyenes elmetssze egymast.
Ezek a félegyenesek négy négyszoget hataroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha ezek koziil vala-
melyik harom érinténégyszog, akkor a negye-
11. dbra dik is az (11. dbra).

2. Bizonyitsuk be a Ceva-tételt kdzvetleniil, térbe kilépéssel.
3. frjuk fel és bizonyitsuk be a Ceva- és a Menelaosz-tétel gombi megfelel6it.

4. Az ABCD négysz6g AB oldalan adott egy P pont. Legyen w a CPD
héromszog beirt kore, a kozéppontja I. Tegyiik fel, hogy w érinti az APD és
BPC haromszogekbe irt koroket a K, illetve az L pontban. Legyen az AC és BD
egyenesek metszéspontja F, és legyen az AK és BL egyenesek metszéspontja F.
Bizonyitsuk be, hogy E, I és F egy egyenesre esik. (IMO Shortlist, 2007/G8)

Koés Géza
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire
I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazén:
a) cos2x +3-cosx —1 =0, (7 pont)

b) V6 —x —+/5— 2z =1. (6 pont)

2. A nem is olyan téavoli jovében a fizika fakultaciésok online szimuldciéban
vizsgalhatjak toltott részecskék viselkedését mégneses mezdben, ahol a részecskék
helyzetét derékszogli koordinata-rendszer segitségével irjak le. Két fizika fakulté-
ci6s didk, Hacé és Kacé fontos kisérletet tervez: egy haromszog cstcsaiba (A(—Q; 1);
B(10;6); C(4;9)) Kécé harom detektort helyez. Hacé ekkor egy t6ltott részecskét
juttat a hdromszog sulypontjiba. A toltott részecske tomege peti-ben (peti: témeg-
egység a szimuldcidéban) a hdromszog teriiletének és a BAC< cosinusanak szorzata.
Hatarozzuk meg a haromszog silypontjanak koordinatéit és a részecske tomegének
pontos értékét. (12 pont)
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