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% Térbe kilép6 bizonyitasok IV.

Kupok és hasonldéségi pontok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ebben a részben korck hasonldsigi pontjainak viselkedését fogjuk vizsgalni.
Legyen ky és ko két kor a sikon. Mint jol tudjuk, a két kor kiilsé hasonldsdgi pontja
az a Hj pont, ahonnan alkalmas, pozitiv ardanyi kozéppontos nagyitassal a két kor
atvihetd egymasba. A kiils6 hasonldségi
pont csak akkor 1étezik, ha a korock su-
gara kiillonboz6. A két kor belsd hason-
l0sagi pontja pedig az a Hy, pont, ahon-
nan a korok negativ ardanyd kozéppon-
tos nagyitassal viheték at egymésba. Ha
a koroknek 1éteznek a kiils6 kozos, illetve
a bels6 kozos érintoi, akkor ezek dtmen-
nek a hasonldsdgi pontokon (1. dbra).

1. dbra

A hasonlésagi pontok szerkesztése kupokkal

Most foglalkozzunk egy kicsit a kiilsé6 hasonlésagi ponttal. Legyen kq és ko
két kiilonb6z6 sugaru kor, amelyeknek 1éteznek kiils6 kozos érinté egyenesei, a ko-
zéppontjaik legyenek O; és Os. Az egyik kozos érinté érintési pontjai legyenek 77,
illetve T5, a masik érint6 egyenes érintési pontjai Uy, illetve Us; a két érinté metszés-
pontja legyen H. A térben illessziink a korokre egy-egy korkipot, amelyek alkotdi
ugyanakkora, ¢ szoget zarnak be a korok X sikjaval. A kupok csicsai legyenek
az Ay és A, pontok (2. dbra).

A H pontbdl nem csak a két kort, hanem a két kipot is egymaéasba nagyithatjuk,
ezért az A1 Ay egyenes atmegy a H ponton. Ezt a tényt most hasonlésdg nélkiil is
igazoljuk. A kapok ATy, illetve AT alkotéit megkaphatjuk gy, hogy a korok
T104, illetve ToOs sugarat ¢ szoggel elforgatjuk a T1To H érintd koriil. Ezért ezek
az alkotdk és a H pont egy @7 sikban vannak. Hasonléan 1atjuk, hogy az AU, és
AU, alkotodk is egy @y sikban vannak a H ponttal. A &5 és Oy sikoknak Ap, A
és H is kozos pontja, ezért ez a harom pont egy egyenesen van.

Monge tétele (a hdrom hasonlésdgi pont tétele)

Monge' tétele: Ha adott a sikon hdrom kilonbozé sugard kor, eqymds kiilse-
jében, és vessziik pdronként a kiilsd kozds érintdik metszéspontjait, akkor ez a hdrom
pont egy egyenesre esik.

!Gaspard Monge francia matematikus (1746-1818)
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2. dbra

Vilagos, hogy itt a kiils6 hasonlésagi pontokrol van szd, ezért mondjuk ki ebben
az altaldanosabb forméban:

Monge tétele, Altaldnosabb véaltozat: A sikon bdarmely harom kilonbozd
sugariy kor pdronként vett kiilsé hasonlosdgi pontjai egy egyenesre esnek.

A tételt az el6bb latott kipokkal bizonyitjuk. Legyen a harom kor kq, ko és k3
a X sikban, és minden ¢, j indexpérra jelolje k; és k; kiils6 hasonlésagi pontjat H;;.
Valasszunk egy ¢ hegyesszoget, és illessziink egy-egy kiupot a korckre, amelyeknek
alkotdi ¢ szoget zdrnak be X-val. A kiipok csticsai legyek A, As, illetve Az (3. dbra).

3. dbra

Barmely 4, j indexek esetén az A;A; egyenes atmegy a H;; ponton. Ezért
mindegyik H;; hasonlésagi pont az Ay Az As sikban van. Ezzel mar két kiilonbozo
sikot is ismeriink, amely tartalmazza a Hio, Hi3 és Hoz pontot, tehdt ezek egy
egyenesen, a Y és az A As A sik metszésvonalan vannak.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1 3



— P

ﬁ} 2020.1.3 — 13:06 — 4. oldal — 4. lap KoMalL, 2020. januar QF

Mi legyen a belsé hasonléségi pontokkal?

A bels6 hasonlésagi pontokat is nehézség nélkiil megszerkeszthetjiik kupokkal,
csak most a kupokat a sik ellentétes oldaldra kell épiteniink. Ha harom korvonalra
illesztiink kipokat, és ezek koziil ketto a sik egyik, a harmadik a sik mésik oldalan
van, akkor a Monge-tételnek egy olyan véltozatat kapjuk, amikor az egyik korpar-
nak a kiilsé, a masik két parnak a belsé hasonlésigi pontjat vessziik (4. dbra).

Ay

Ag

Hog
ks Hip

Az

4. dbra

A Monge-tételnek ezeket a kiilonbozo valtozatait egységesen kezelhetjiik, ha
a korvonalaknak és érinté egyeneseknek irdnyitast adunk, vagyis nyilacskékat raj-
zolunk rijuk. Egy irdanyitott kérvonalnak csak az olyan irdnyitott érint6it vessziik
figyelembe, amelyeknél a kitiintetett irdny megegyezik. Két irdnyitott korvonal ha-
sonlosdgi pontja azonos iranyitasu korok esetén az eddigi kiilso, ellentétes iranyitasu
korok esetén a belsé hasonlésagi pont. A | pozitiv” irdnyitdsu korokre a sik egyik
oldalan, a ,negativ” irdnyitdsu korokre a sik mésik oldaldn illesztiink kupokat.

A Ceva- és a Menelaosz-tétel

Tanulsagos lerajzolni egy dbran hirom kornek mind a hat belsé és kiilsé
hasonlésdgi pontjat. Az 5. dbrdn a harom kor kozéppontja A, B és C, a belsd
hasonldsagi pontok Ay, By és Cy, a kiilsé hasonlésigi pontok pedig As, By és Co.
A Monge-tétel szerint egy egyenesre esnek az As, Bs, Cs pontok, tovabba az As, By,
C1 pontok, az Ay, By, Cy pontok, és az Ay, By, Cy pontok is. Az ABC és az A1 B1C4
haromszogek megfelel6 oldalainak metszéspontjai, Ay, Bs és Cy egyenesre esnek,
ezért a Desargues-tétel szerint a megfelel§ csicsokat osszekoté AA;, BBy és CCy
egyenesek egy ponton mennek at.

Ha a korok sugarai r,, 1 és e, akkor a korok kozott a hasonlésagok eldjeles

aranyai
E__ClA_OQA E__AlB_AQB és E__Blc_BQC
Tp o ClB - CQB’ Te o AlC o AQC Ta - BlA o .BQA7

a szorzatuk 1. Ezek az ardnyok két hires tételben is szerepelnek:

4 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1
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5. dbra

Ceva? tétele: Legyenek az ABC hdromszog BC, CA, illetve AB oldalegye-
nesein A1, By, Cy a csicsoktdl kilonbozd pontok. Az AAy, BBy és CCy egyenesek
akkor és csak akkor mennek dt eqy ponton vagy pdrhuzamosak, ha

ACy BA, CB;

) . = 1.
CiB A C BA

Az dllitasban szerepld aranyok eldjelesek: az ardny pozitiv, ha a két szakasz ugyan-
abba az iranyba mutat, és negativ, ha ellentétes irdnyuak. Az is megengedett, hogy
Ay, Bi, C1 az egyenesek végtelen tdvoli pontjai legyenek, ilyenkor a megfeleld
ardny —1.

Menelaosz® tétele: Legyenek az ABC hdromszig BC, CA, illetve AB ol-
dalegyenesein Ag, Bo, Cy a cstcsoktdl kiilonbozé pontok. Az Aa, By és Co pontok
akkor €s csak akkor esnek eqy egyenesre, ha

ACy BA; CBy _
CoB A,C ByA

A Ceva-tételhez hasonléan az aranyok most is eldjelesek, és As, Ba, Cy az egyenesek
végtelen tavoli pontjai is lehetnek.

Lathatjuk, hogy a Monge- és a Menelaosz-tétel egyik iranya lényegében ugyan-
az, illetve hogy a Ceva- és a Menelaosz-tétel kozott az 6sszekoto kapocs a Desargues-
tétel.

,»Hasonlésagi pontok” nemeuklideszi geometridkban

A gombi és a hiperbolikus geometridkban nincs hasonlésdg. Vicces mddon
azonban a korok hasonlésagi pontjainak szerkesztése elmondhaté ilyenkor is.

Ha adott két kor a hiperbolikus sikban, vannak kiilsé kozos érint6ik, és ezek
el is metszik egymast, akkor a metszéspontot nevezhetjiik a két kor ,hasonlésagi
pontjanak”. A két korre egy-egy kupot illesztve, a kupok csicsait 6sszekoté egyenes
atmegy a hasonldsagi ponton. Ha harom koriink van, barmelyik kettonek vannak

2Giovanni Ceva (ejtsd: Cseva) olasz matematikus, 16471734
3 Alexandriai Menelaosz gorég matematikus csillagész, Kr.u. kb. 70-140
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kiilsé kozos érintéi, és ezek metszik egymast, akkor a Monge-tétel bizonyitasat
véltoztatas nélkiil elmondhatjuk. Tehdt a Monge-tétel (az eredeti, specidlis formé-
jéban) igaz hiperbolikus geometridaban is.

Ha barmely két kor ,hasonlésdgi pontjat” szeretnénk definidlni, kozos érinték
felhasznaldsa nélkiil, akkor megtehetjiik, hogy a két korre kupokat illesztiink, és
a stkot atdofjiik a kipok csticsait osszekotd egyenessel. (Ha a csicsokat dsszekotd
egyenes nem dofi a sikot, akkor nincs hasonlésdgi pont.) Azt viszont mindenképpen
meg kell indokolunk, hogy a szerkesztésiink kiilonb6z6 meredekségii kipok esetén
is mindig ugyanazt a doféspontot produkalja. Ez igazabdl sikbeli feladat; a kiupok
tengelyein keresztiil fektethetiink egy sikot, és csak ezzel a sikkal vett metszetet
vizsgaljuk (6. dbra).

6. dabra

Vegyiink tehat két tetszoleges kort, ki-et és ko-t a X sikban; ezekhez szeretnénk
igazolni, hogy a hasonldsagi pont nem fiigg a 3 és a kipok alkotoi kozotti ¢ szogtol.
Vegyiink fel egy harmadik kort, ks-at, amely kisebb, mint az els6 kettd, ugy, hogy
a harom kor kozéppontja ne essen egy egyenesre, kz-nak a ki-gyel és kso-vel is
legyenek kiilsé kozos érintéi és ezek el is metsszék egymést a Hig, illetve a Hog
pontban.

Most illessziink tetszélegesen egy-egy kupot a kq és ko korokre, amelyek alkotoi
ugyanakkora ¢ szbget zarnak be a X sikkal; ezek csicsai legyenek Aj, illetve As.
Illessziink egy harmadik kipot a k3 korre ugyanazzal a ¢ szoggel, ennek csicsa
legyen As (7. dbra). (Megjegyzés: hiperbolikus geometridban nem lehet bérmilyen
korre barmilyen ¢ szoggel kupot szerkeszteni, mert az alkoték nem feltétleniil
metszik el a kup tengelyét; de az igaz, hogy ha a ki és ko korokhoz létrejon
a megfelel6 kup, akkor a naluk kisebb ks-hoz is.)

Mar lattuk, hogy az A, A3 egyenes atmegy a Hi3 ponton, és az As Az egyenes
atmegy Hoz-n. Az A1 As egyenes benne van a kipok tengelyére fektetett O A102 A5
sikban és a H,3H23 A3 sikban is. Ezeknek a metszésvonala a X sikkal az O10s, illetve
a Hy3Hyg egyenes, egyik sem fiigg a ¢ sz6g nagysagatol.

Ha az 010, és Hi3Hs3 egyenesek metszik egymast egy His pontban, akkor
His a harom siknak kozos pontja, tehat rajta van a harmadik metszésvonalon,
az A1 A egyenesen is. Ilyenkor tehdt a doféspont mindig létrejon és ugyanaz. Ha
pedig az 0109 és Hi3Hos egyenesek parhuzamosak (nem metszik egymadst), akkor
a harom siknak nincs k6z6s pontja, és igy A; Ao metszésvonalnak nem lehet pontja
a X sikban.

6 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1
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7. dabra

Tehat, a ¢ nagysagatdl fiiggetleniil, az A; A, egyenes vagy mindig dofi a X sikot,
és mindig ugyanabban a Hjo pontban, vagy pedig semmilyen ¢ esetén sem dofi, és
ilyenkor nem jon létre a ,hasonldsagi” pont.

GOmbon: hasonlésagi atméro

A gombfeliileten két korvonal kozos érintéi f6korok, amelyek a gomb két egy-
maéssal atellenes pontjaban metszik egymast. Ezért hasonlésagi pontok helyett , ha-
sonlésagi atmérékrol” fogunk beszélni.

Eloszor vizsgdljuk azt az esetet, amikor a korok sugara kiilonbozo, és a kozos
érinték 1éteznek. Legyen ki és ko két, f6kornél kisebb kérvonal az O kdzépponta B
gombfeliileten, amelyekhez 1étezik két fokor, amely érinti mindkét kort ugy, hogy
k1 és ko a f6koroknek ugyanazon az oldalain van. A két érint6 f6koér metszéspontjait
jelolje Hy és Hs, az érintési pontokat az egyik kozos érinton 17, illetve Th, a masik
érint6 f6koron Uy és Us. A két korvonalra illessziink egy-egy ,,békaszemet”, azaz
olyan G, illetve Go gdémbot, amely merSlegesen metszi B-t, és legyen H a két
békaszem kiilsé hasonlésdgi pontja (8. dbra).

8. dbra

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1 7
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Vegyiik észre, hogy a szemgolydkat érinti a H,T1T5H, fokor és a gomb OTh,
illetve OT, sugara is, ezért a szemgolyokat az H1T1T»H, sik is érinti, és a két
szemgolyd a siknak ugyanazon az oldaldn van. Ezért a H hasonlésdgi pont ebben
a sikban van; sot, a két érintési pontot 6sszekoté T1Ts egyenes atmegy a H ponton.
Ugyanigy lathatjuk, hogy a H U UsHs sik, és benne az U;U; egyenes is dtmegy
H-n.

A H\T\TyH5 és a HiU,UsHs siknak O, Hy, Hy és H is kozos pontja, tehat
ez a négy pont egy egyenesen van. Azt kaptuk, hogy a két korvonal , kiils6 hason-
16sdgi atmérdjének” egyenese atmegy a korvonalakhoz tartozd békaszemek kiilsé
hasonlésagi pontjan.

Az dltalanos esetben nem feltétleniil 1éteznek a kdrvonalak kozos érinté fékorei.
Szerencsére a békaszemek most is segitenek, és 3-dimenzids gémbi geometria helyett
elég a kupok tengelyére illeszkeds ,,sikon”, azaz gombfeliileten beliil dolgoznunk.

Legyen ¢ a két kor centralisa, vagyis az a f6kor, amely atmegy a ki és ko
kozéppontjan; a két korrel vett metszéspontok legyenek A és B, illetve C és D. Va-
lasszunk egy tetszOleges ¢ hegyesszoget, és a 6. dbrahoz hasonléan, az AB és C'D
szakaszokra, a c-nek ugyanazon az oldalan, rajzoljunk olyan egyenlé szard ABFE és
CDF gombharomszogeket, amelyekben FAB<t = ABE<t = FCD< = CDF< = g
ezek a haromszogek felelnek meg a két korvonalra emelt kipoknak. A kupokat
Osszekoto egyenesnek az FF {6kor felel meg; legyen az EF f6kor és ¢ két metszés-
pontja Hy és Ho.

Vegyiik fel ismét a Gy és Go békaszemeket, a kozéppontjuk legyen Oy, illetve
Os. Metssziik el a békaszemeket a ¢ sikjaval, és a metszetkorokre emeljiink olyan
kupokat, amelyek alkotdi a c sikjaval ¢ szoget zarnak be. A két kup csicsai legyenek
E’, illetve F”.

Az AFE’ szakasz érinti az AE fékorivet, ezért O, A, E és E’ egy sikban van.
Hasonléan O, B, E és E' is egy sikban van; ennek a két stknak O, E és E' kozos
pontjai, tehdt egy egyenesen vannak. Ugyanigy ldtjuk, hogy O, F és F’ is egy
egyenesen van (9. dbra).

8 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1
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Tekintsiik ezek utan az 0109, H1 Hy és E'F’ egyeneseket. Mint 1attuk, az E'F’
egyenes és a HiHo egyenes is az EF fokor sikjaban van; az O105 és a HiHs is
a c sikjdban, végiil az 0105 és az E'F’ is a két kip tengelyére illesztett sikban.
A harom egyenes tehat vagy egy ponton megy &t, vagy parhuzamosak.

Ha kq és ko kiilonboz6 sugarti, akkor a két kip is kiilénbozd méretii, és az E'F’
és 0107 egyenesek a két kup, egyben a Gy és Go békaszemek kiilsé hasonlésagi
pontjaban metszik egymast, tehat a H; Ho egyenes is atmegy ezen a ponton.

Ha ky és ko sugara ugyanakkora, akkor a két kup is ugyanakkora, tehdt E’F’
parhuzamos az O105 egyenessel. Ebben az esetben HiHs is parhuzamos a Gy és
Go békaszemek centralisaval.

Tehat a Hy Ho 4tméro nem fligg a ¢ véalasztasatdl; a hasonlésdgi atmérd kiilon-
b6z6 sugart korok esetén atmegy a békaszemek kiils6 hasonlésagi pontjan, egyenld
sugaru korok esetén parhuzamos a békaszemek centralisaval.

A Monge-tétel a gobmbodn

Most mar minden készen &all ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Monge-tétel gombi
megfelelGjét.

Monge-tétel a gbmboén. A gimbfelileten bdrmely hdrom (a fékornél rovi-
debb) kiérvonal hasonldsdgi dtmérdi egy fékorin vannak.

El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a harom korvonal sugara kiilonbozo.
A gdomb kozéppontjat jeloljiik O-val. Legyen k1, ko és ks harom tetszéleges korvonal,
a hozzajuk tartozé békaszemek legyenek Gy, Go, illetve G3, a kozéppontjaik O, Oo,
illetve O3, a paronként vett kiils§ hasonldsdgi pontjaik Hia, Hiz és Hagz (10. dbra).

10. dabra

Ha a szemeket elmetssziikk az 010203 sikkal, éppen a Monge-tétel abréajat
kapjuk; a Monge-tétel szerint Hio, Hy3 és Hog egy egyenesre esik. Akkor viszont
a BB gombnek a harom hasonlésagi ponton atmend atméréi, az OHq2, OHi3s, illetve
OHs3 egyenesek, mind az OH5Hy3Hos sikban, vagyis egy f6korén vannak.

Ha a harom korvonal koziil valamelyik ketto, példaul ki és ko ugyanakkora,
akkor a hozzajuk tartozé békaszemek is ugyanakkordk, és a Hpo pont nem jon
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Hi1301 __ r9 _ 12 _ H2309

3 Hy1303 = r3 — rg  HysOs 7
a Hy3Hys egyenes parhuzamos a 0105 egyenessel. De akkor k1 és ko hasonlésagi

atméréje parhuzamos O10z-vel és Hy3 Hoz-mal, tehat az O Hi3Ho3 sikban van.

létre. Ha a békaszemek sugara ry = ry és r3, akkor miatt

Végiil, ha mindharom koérvonal sugara ugyanakkora, akkor mindharom hason-
16sdgi atmér6 parhuzamos az 0102053 sikkal, igy ilyenkor is egy sikban, vagyis egy
f6koron vannak.

Feladatok

1. Két pontbdl rajzoljunk harom-harom
félegyenest ugy, hogy barmely két, kiilonb6zo
pontbdl induld egyenes elmetssze egymast.
Ezek a félegyenesek négy négyszoget hataroz-
nak meg. Igazoljuk, hogy ha ezek koziil vala-
melyik harom érinténégyszog, akkor a negye-
11. dbra dik is az (11. dbra).

2. Bizonyitsuk be a Ceva-tételt kdzvetleniil, térbe kilépéssel.
3. frjuk fel és bizonyitsuk be a Ceva- és a Menelaosz-tétel gombi megfelel6it.

4. Az ABCD négysz6g AB oldalan adott egy P pont. Legyen w a CPD
héromszog beirt kore, a kozéppontja I. Tegyiik fel, hogy w érinti az APD és
BPC haromszogekbe irt koroket a K, illetve az L pontban. Legyen az AC és BD
egyenesek metszéspontja F, és legyen az AK és BL egyenesek metszéspontja F.
Bizonyitsuk be, hogy E, I és F egy egyenesre esik. (IMO Shortlist, 2007/G8)

Koés Géza
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire
I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazén:
a) cos2x +3-cosx —1 =0, (7 pont)

b) V6 —x —+/5— 2z =1. (6 pont)

2. A nem is olyan téavoli jovében a fizika fakultaciésok online szimuldciéban
vizsgalhatjak toltott részecskék viselkedését mégneses mezdben, ahol a részecskék
helyzetét derékszogli koordinata-rendszer segitségével irjak le. Két fizika fakulté-
ci6s didk, Hacé és Kacé fontos kisérletet tervez: egy haromszog cstcsaiba (A(—Q; 1);
B(10;6); C(4;9)) Kécé harom detektort helyez. Hacé ekkor egy t6ltott részecskét
juttat a hdromszog sulypontjiba. A toltott részecske tomege peti-ben (peti: témeg-
egység a szimuldcidéban) a hdromszog teriiletének és a BAC< cosinusanak szorzata.
Hatarozzuk meg a haromszog silypontjanak koordinatéit és a részecske tomegének
pontos értékét. (12 pont)
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3. Pébé tandr ur, a C' osztily osztdlyfénoke lelkesen érkezett a reggeli érara.

— Képzeljétek, megdlmodtam a matematika emelt szintii érettségi atlagunkat!

— Es mennyi volt, tandr tr?

— Azt sajnos elfelejtettem, de emlékszem, hogy a D-sek atlaga szabalyos koze-
litéssel 84,3, az E-seké 85,1, a harom osztaly atlaga pedig 87,9 volt. Tudjuk, hogy
a D-bol 11-en, az E-bél 14-en, téliink pedig 24-en {rnak emelt szintl érettségit.
Ebbdl mar ki lehet szamolni az osztalyatlagot.

a) Mennyi a C-sek osztdlyatlaga egy tizedesjegyre kerekitve, ha minden didk
érettségl eredménye csak egész szdzalék lehet? (8 pont)

A Szalagavaté nyitétancdban a C-sek 20%-a, a D-sek 25%-a vesz részt. Az
egyik sziinetben 4 f6 C osztalyos és 2 {6 D osztalyos tanul6 vaséarolt pizzat a biifé-

ben.
b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy koziiliik pontosan ketten tdncolnak
a nyitétancban? (6 pont)
4. Adottak az f: R— R, f(z) =2 -8ésag: R — R, g(z) =4 — 2z fiige-
vények.
a) Adjuk meg a go f fiiggvény = = 2 abszcisszdji pontjidba hizott érintd
egyenletét. (7 pont)
b) Adjuk meg a lim L hatarértéket. (5 pont)
z—2 9

II. rész

5. Két birkdzo egyesiilet kozos bajnoksdgra késziil. A felkésziilés soran el6-
irds a napi 8 dra alvds. A korabbi felkésziilések soran kideriilt, hogy a felkésziilés
hatékonysagat jelentésen befolyasolja a regeneralédasra forditott id6. A szakembe-
rek megallapitottak, hogy a hatékonysagot az E(t) = 3 - (3,2 — t) fiiggvénnyel lehet
leirni, ahol ¢ a regeneralédéasra forditott ido.

a) Mennyi id6t forditsanak a regenerdléddsra, hogy a felkésziilés a lehetd
leghatékonyabb legyen? (8 pont)

A bajnoksagot kieséses rendszerben folytatjék le, a parokat minden egyes mér-
kézés el6tt véletlenszertien sorsoljak. Az elsé par sorsolasakor % a valdszintisége
annak, hogy mindkét versenyzé az A egyesiilet tagja. Két mérkézés utén, ahol egy
résztvevot az A, harom résztvevit pedig a B egyesiiletbdl sorsoltak ki, ugyanakkora

valésziniiséggel sorsoljak mindkét versenyzot az A egyesiiletbél, mint a B egyesii-
letbél.

b) Hanyan indultak a bajnoksdgon az egyes egyesiiletekbé&l? (8 pont)

6. Egy paralelogramma alaku fiives teriilet oldalai 50 m és 34 m, az oldalak
végpontjait 6sszekotd at16 56 m hosszi. Az atl6 egy pontjaba egy 6nmiikdds locsold
berendezést helyeziink, amely a teriilet barmely pontjabdl eléri barmely masik
pontjat, és ha a tavolsagot beallitottuk, akkor egy korén beliill mindent lelocsol.

a) Legaldbb mekkora teriiletet kell kézzel locsolni, ha a locsold berendezés
a teriilet hataran tul nem locsolhat? (10 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1 11



ﬁ} 2020.1.3 — 13:06 — 12. oldal — 12. lap KoMalL, 2020. januar gf

— P

A fiives teriileten egy kor alaku virdgagyast alakitanak ki. A virdgagyast két
egyenes gyalogit szeli at, amelyek egy a koron kiviili P pontban metszik egymast.
A virdgagyast az egyik gyalogit az A és B, a masik gyalogit a C' és D pontokban
metszi. Tudjuk, hogy PA =3 m, AB = 5 m, valamint PD = PC + 10 m.

b) Mekkora a PD tavolsg? (6 pont)

7. a) Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos péaratlan szdmok reciprokainak kii-

l6nbsége egyenl6 a szdmok szorzata reciprokdanak kétszeresével. (4 pont)
1 1 1

Adott az 7 + 77 + 775

b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik részletosszeg:

+ ... végtelen sor.

n
Sy =
3n+1
(8 pont)
¢) Adjuk meg a lim (S,) hatérértéket. (4 pont)
n—oo
8. Az abran egy nemzetkozi fogdsz kongresszus emblémaéja
©_© lathato.

Az alakzatot az aldbbi fliggvények grafikonjai hataroljék:

1 1
f:R—=R, x»—>1m4—2x2+2 és g: R—R, xH%xQ—&—éL

a) Hatérozzuk meg a fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait. (2 pont)

b) Mekkora az embléma teriilete, ha a koordindta-rendszer 1 egysége a vald-
sagban 1 cm-nek felel meg?

A konferencidn egy asztalhoz keriilt hat fogorvos, akik érommel dllapitottdk
meg, hogy valamennyien részt vesznek egy programban, amelyben hasznos keze-
lési eljarasokat osztanak meg egymaédssal. Ennek keretében a hat fogorvos is kap-
csolatban &ll egymdssal, mindegyik mindegyikkel. A kapcsolattartds két hélézaton
keresztiil folyik, de két fogorvos egymas kozott mindig ugyanazon a hélézaton kom-
munikél. (8 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy az asztalndl helyet foglalé hat fogorvos kozott van
hérom olyan, aki egymas kozt ugyanazon a halézaton kommunikal. (6 pont)

9. Egy fiiggonytarté rad kupban végzodik. Rogzité elemként egy R sugard
gdmbot kiposan atfurunk dgy, hogy pontosan illeszkedjen a rud végére, majd az igy
kapott testet rahtzzuk gy, hogy a kip tengelye atmenjen a gémb koézéppont-
jan. A rogzitéelem magassdga 7 cm, a fels§ alapkore r; = 3 cm, az alsé alapkore
ro = 4 cm sugar.

a) Hatérozzuk meg a rogzitGelem felszinét és térfogatat. (10 pont)

Az druhdzban a fiiggonytarté rudakat négyféle szinben (arany, eziist, fehér,
fekete), a rogzitéelemet haromféle szinben (arany, zold és piros), a fiiggonyoket
otféle szinben (arany, eziist, fehér, zold, piros) druljdk.
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b) Héanyféle kombindciét lehet sszedllitani, ha az az eléirds, hogy legaldabb
az egyik elem aranyszini legyen és a rud két végén 1évé rogzitéelem azonos szinii?
(6 pont)

Balga Attila
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/9. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan négyjegyil pozitiv egész szdm wvan, amelyben a szdmjegyek

osszege legfeljebb 47 (7 pont)
b) Hdany olyan lesz ezek kozitt a szamok kozott, amely oszthaté 60-nal?

(5 pont)

Megoldas. a) A sorrendre vald tekintet nélkiil 11-féleképpen tudjuk el6alli-
tani a 4-et, a 3-at, a 2-t vagy az 1-et négy nemnegativ egész szam Osszegeként:
4=4404040=34+1404+0=2+24040=24+1+140=14+1+1+1(51e-
hetdség);
3=34+0+0+0=24+1404+0=1+1+1+0 (3 lehetdség);
2=2404+04+0=1+1+0+0 (2 lehetsség);
1=14+0+0+0 (1 lehet8ség).

Az X000 tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyii szamot, mert a 0
nem allhat a legnagyobb helyiértéken.

Az XY00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, a maradék
két helyre 2-féleképpen varidlhatjuk a masik két szamjegyet, tehat ezekbdl egyarant
(3-2 =) 6 négyjegyli szdmot képezhetiink.

Az X X00 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a két nulla helyét, igy ezekbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Az XYYO tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, ezutan
3-féleképpen vdlaszthatjuk ki az X helyét, {gy ebbdl (3 -3 =) 9-féle négyjegyti szdm
képezhetd.

Az XX X0 tipusban 3-féleképpen valaszthatjuk ki a nulla helyét, igy ebbél
3 kiilonboz6 négyjegyii szam adddik.

Végiil az X X X X tipusbdl csak egyféleképpen alkothatunk négyjegyti szamot.

Osszesen tehdt (14+6+3+9+1+1+6+3+1+3+1=) 35, a feltételeknek
megfelel6 négyjegyli szam van.

b) 60-nal pontosan akkor oszthaté egy szdm, ha 3-mal, 4-gyel, és 5-tel is oszt-
haté. 3-mal csak akkor oszthaté a szam, ha szamjegyeinek 6sszege 3-mal oszthato,
tehéat esetiinkben a szdmjegyek Osszege 3. 5-tel akkor oszthatd, ha O-ra vagy 5-re
végzbdik, de 5-re végz0d6 szam nincs a szdba jovo szamok kozott, a szamnak tehat
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0-ra kell végzodnie. 4-gyel akkor oszthatd, ha az utolsé két szamjegyébol képzett
szam oszthatoé 4-gyel, tehat a széba johetd lehetOségek koziil az utolsd két szamjegy
00 vagy 20 lehet (12 nem lehet, mert az 5-tel oszthatésdg miatt O-ra kell végzddnie).

Azok a négyjegyli szamok, melyek 00-ra vagy 20-ra végzédnek, és szamjegyeik
Osszege 3, a kovetkezok: 3000, 2100, 1200, 1020.

Tehat 4, a feltételeknek megfelel szam van.

2. a) Egy osztdlyban egy matematika dolgozatndl a 6 kékszemd tanuld dtlaga
pontosan 3, a tobbi, nem kékszemi tanuld dtlaga pontosan 4 lett. A 21 fid dtlaga
pontosan 3,5, a lanyok dtlaga pontosan 4,5 lett. Hatdrozzuk meg a dolgozat dtlagdt
a teljes osztdlyban. (5 pont)

b) Az iskolai tiraszakosztdly a hétvégi kiranduldsra kilonbuszt rendelt. A busz-
koltséget a résztvevdk kozott egyenld ardnyban osztjak szét. A kitlizott jelentkezési
hatdridé egy hétféi napon jdrt le. Mivel maradt még szabad hely a buszban, ezért ked-
den még két jelentkezést elfogadtak, igy az eqy résztvevdre jutd buszkiltség 175 Ft-tal
csokkent. Szerddn aztdn még hdrom jelentkezést elfogadtak, igy az egy résztvevdre
juto buszkoltség tovabbi 225 Ft-tal csokkent. fgy mar megtelt a megrendelt autobusz.

Hdny jelentkezést fogadtak el dsszesen a kirdnduldsra, €s mennyibe kerilt
a megrendelt kiilonbusz? (8 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az osztédly létszamat x. Az osztalyzatok Osszegét kétfé-
leképpen felirva:

6-3+(x—6)-4=21-35+ (x—21)-4,5,
4r — 6 = 4,52 — 21,
x = 30.

Az osztaly 1étszama 30 volt.

A dolgozat atlaga a teljes osztdlyban % = 3,8 volt.

Ellenorzés: %

= 3,8, ami megegyezik az el6z0leg kiszamitott atlaggal.
b) I. megoldds. Jeldlje x a szerddig elfogadott jelentkezések szémat. Ekkor
hétféig x — 5, keddig = — 3 jelentkezést fogadtak el. Jelolje y a teljes buszkoltséget.

Ekkor megoldandé az aldbbi egyenletrendszer:

Yy
= — 400
x—5 ’

— Y995

r—3

I |

Beszorozva a nevezokkel:
y(x —5) = yr — 400z(x — 5),

y(z — 3) = yzr — 225z(x — 3).
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Elvégezve a kijelolt miiveleteket és rendezve:
5y = 400x(z — 5),
3y = 225z(x — 3).
Az els6 egyenletbdl y = 80x(z — 5), ezt a mésodikba beirva:
240z (x — 5) = 225x(x — 3).

Mivel z # 0, oszthatunk vele, és rendezés utdn kapjuk, hogy x = 35. Visszahe-
lyettesitve y = 84000 adddik. Tehat 35 jelentkezést fogadtak el szerddig, a teljes
buszkoltség pedig 84 ezer Ft volt.

Ellendrzés: hétfoig 30 ember jelentkezett, nekik (% = ) 2800 Ft-ot kellett
volna fizetni.

Keddig 32 ember jelentkezett, igy egy embernek (84 000 _ ) 2625 Ft-ot kellett
volna fizetni. 2625 = 2800 — 175 valéban.

Szerdéig 35 ember jelentkezett, igy egy embernek (84 000 _ ) 2400 Ft-ot kellett
fizetni. 2400 = 2625 — 225 valdban.

II. megoldds. Jelolje n a hétféig elfogadott jelentkezések szdmat, és b (Ft)
az egy fore es6 buszkoltséget n jelentkezd esetén. Ekkor keddig n + 2 £6 jelentkezett,
akiknek b — 175 Ft-ot kellett volna fizetni, szerdaig pedig végiil n + 5 f6 jelentkezett,
akiknek b — 400 Ft-ot kellett fizetni. Ekkor megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

nb = (n+2)(b—175),

nb = (n+5)(b— 400).

Mindkét egyenletben elvégezve a kijelolt miiveleteket, és nb-t kivonva az egyenletek
mindkét oldalabol:

0 =2b—175n — 350,
0 = 5b — 400n — 2000.

A maésodik egyenletb6l b = 80n + 400, ezt az els6be beirva:
0 = 2(80n + 400) — 175n — 350,

ahonnan rendezés utan kapjuk, hogy n = 30. Visszahelyettesitve b = 2800 adddik.

Tehat (3045 =) 35 jelentkezést fogadtak el szerddig, a teljes buszkoltség pedig
(30 - 2800 =) 84000 Ft volt.

Ellen6rzés mint az I. megolddsban.
3. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlbtlenséget a valds szamok halmazdn:
4" +2<9.2°7 1 (6 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

3 1
i—sinz—Qcoszx =5 (7 pont)
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Megoldas. a) Legyen 2% = a. Ekkor 4% = a? és 2271 = %. fgy az egyenlGt-
lenség a kovetkezéképpen irhaté fel: a? + 2 < 9—2“ Kettével beszorozva és nullara
rendezve:

2a® —9a +4 < 0.

A 2a% — 9a + 4 = 0 egyenlet gyokei 4 és 0,5. Mivel a féegyiitthaté pozitiv, az egyen-
16tlenség 0,5 < a = 2% < 4 esetén teljesiil.

Mivel a 2-es alapti exponencidlis fiiggvény szigortian monoton né, 27! < 27 <
< 22 pontosan akkor teljesiil, ha —1 < z < 2.

3 1
b) 3 —sinx —2cos’x = 3 —sinz — 2(1 —sin? ) = 2sin’ x — sinx — —.

2

Az abszolutértéket figyelembe véve két eset lehetséges:

. . 1
2sin?z —sinz — =

1
5 = 3’ vagy 2sin’z —sinz — 3= "5

2
Nulldra rendezve az egyenleteket kapjuk, hogy

2sinx —sinz —1=0 vagy 2sin’z —sinz =0.

A sin z-ben mésodfoku egyenleteket megoldva adédik, hogy sin x értéke négy-
féle lehet: 1, —%, 0 vagy % Ezekbdl kapjuk az egyenlet megoldasait: %—l— 2km,

+5 T kméskm (keZ).

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

4. a) Az
fR=>R, f(x)=ax+b

g:R=R, g@)=@—0c)’+d

figgvények grafikonjai az My(—1;10) és az Ma(4; —5) pontokban metszik egymdst.
Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ és d értékét. (7 pont)

b) Hatdrozzuk meg az

f:R=R, f(x)=3z+7

g:R=R, gx)=(@x+3)°-6
fiigguények dltal kozrezdrt sikidom teriiletét. (6 pont)
Megoldas. a) My és M, illeszkednek f grafikonjdra, ezért 10 = —a + b és

—5 =4a+b. Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodikat 15 = —5a adédik, innen pedig
a = —3. Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy b = 7.

My és M, illeszkednek g grafikonjara is, ezért 10 = (—1 —¢)> 4+d és —5 =
= (4 — ¢)® +d. Az elsb egyenletbdl kivonva a mésodikat a 15 = (=1 — ¢)® — (4 — ¢)?
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egyenlet adédik. A négyzetre emeléseket elvégezve a masodfoku tag kiesik, és kap-
juk, hogy 15 = 10c — 15, innen pedig ¢ = 3. Ezt visszahelyettesitve példaul az els6
egyenletbe 10 = (—1 — 3)® + d, ahonnan d = —6.

Osszefoglalva tehat a = —3, b="7, c=3 és d = —6, igy f(z) = -3z + 7 és
2
g(z) = (x —3)" —6.
b) Meghatdrozzuk a két fiiggvény metszéspontjait.
324+7=(x+3)*-6

A négyzetre emelést elvégezve és nulldra rendezve: 0 = 22 + 3z — 4. Ennek az egyen-
letnek a gyokei 1 =1 és xo = —4.

Mivel a két fiiggvény grafikonja koziil az f grafikonja helyezkedik el a g grafi-
1
konja fol6tt, ezért a keresett teriiletet a [ (f(x) — g(x)) dx integrél adja meg:
4

f@)—g(x) =Bz +7) —[(2+3)° -6 =32 +7— (2 + 62 +3) = —a® — 3z +4,

3 2

Y ) Y E TR T) R S
3 2 3 6 3 6

A sikidom teriilete tehat % teriiletegység.

1
3 2 1
—22—3z+4)dx = —x——3i+4:v =
(
—4

II. rész

5. Egy felmérésben azt vizsgdltdk, az autosok hogyan viszonyulnak a téli gu-
miabroncsok haszndlatihoz. A felmérésben 1800 autdst kérdeztek meg. Azok, akik
haszndlnak téli gumiabroncsokat, 1320-szal tobben voltak, mint akik nem. Azok ko-
26tt, akik nem haszndlnak téli gumiabroncsot, 40%-kal kevesebben voltak azok, akik
ezt nem is tartjak fontosnak, mint azok, akik ugyan fontosnak tartjdk, de anyagi
okokbal lemondanak rdla.

a) Abrézoljuk a felmérés eredményét kérdiagramon. (6 pont)
Egyes személyautokban az auto dltal megtett tdvolsdgot az auto miiszerei ugy

szamitjak ki, hogy a gumiabroncs ismert keriletét és a kerék dltal megtett fordulatok
szamdt dsszeszorozzak.

Vera észrevette, hogy néhdny év haszndlat utin az auté miszerei mdr pontat-
lanul mutattik a megtett tavolsagot: amig az it melletti kilométerkovek tanisdga
szerint pontosan 100 km-t tett meg, addig a miiszerfal 101,2 km megtett utat jelzett.
Ennek az volt az oka, hogy az autdé gumiabroncsai a néhdny év haszndlat alatt kicsit
elkoptak, igy a keriletik csokkent. A kataldgusok szerint a Vera autdjin haszndlt
gumiabroncesok gydrtdskori dtmérdje 632 mm volt. A miszerek — a kopdst figyel-
men kivil hagyva — mindvégig ebbdl az adatbol hatdroztak meg az auto dltal megtett
tavolsdgot.
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b) Hdany millimétert kopott eddig Vera autdja gumiabroncsdnak felilete?
(5 pont)
A renddrség koziti ellendrzés-sorozaton vizsgalja az autdk gumiabronesdt. Eqy
nydri gumiabroncs ugynevezett profilmélysége gydrtdaskor kb. 8 mm. Az érvényes
jogszabalyok szerint nem lehet kozlekedni olyan gumiabronccsal, melynek a kopdsa
olyan mértékd, hogy profilmélysége 1,6 mm ald csékken. Felmérések alapjan fel-
tételezhetd, hogy minden tizendtodik auton a gumiabroncsok kopdsa ezt az értéket
meghaladja. (Ezt dgy tekinthetjik, hogy minden egyes autd esetén 1/15 annak a va-
l6szintisége, hogy a kopds 1,6 mm ald csékkent.)

¢) Egy jdrérpdros egy napi szolgdlat alatt 80 autd gumiabroncsainak kopdsdt
ellendrzi. Hatdrozzuk meg annak valdsziniségét, hogy legaldbb 5 olyan autdt taldlnak
az ellendrzés sordn, melynél a gumiabroncsok kopdsa meghaladja a jogszabdlyban
eléirt hatdrértéket. (5 pont)

Megoldas. a) w = 240 autés nem hasznal téli gumiabroncsot, 1800 —
— 240 = 1560 autés igen. Legyen n 240 téli gumiabroncsot nem hasznalé autds
koziil azoknak a szama, akik anyagi okbdl mondanak le a hasznalatarol, ekkor azok
szama, akik nem is tartjak fontosnak a hasznalatat, 0,6n. 0,6n = 240 — n, ahonnan
n = 150.

nem tartja Tehat 150-en anyagi okokbdl mondanak le
anyagi okbgl fontosnak a téli gumiabroncs haszndlatdrdl, 90-en pedig
nem hasznal - s (ot s
nem tartjak fontosnak a haszndlatat.

1800
360

A kordiagramon 1° = 5 autodsnak fe-

lel meg.
A téli gumiabroncsot hasznalékhoz tartozd
kozépponti szog tehat @ = 312 fokos, a hasz-

haszgél télit nalatrél anyagi okokbdl lemonddkhoz tartozéd
LTAbIONCso kozépponti szog % = 30 fokos, a haszndla-

tot fontosnak nem tartékhoz tartozd kézépponti
szog pedig % = 18 fokos.

b) I. megoldds. A gumiabroncs gyartdskori keriilete K = dm &~ 1985,5 mm.

Ekkor 100 km megtétele alatt a kerék % ~ 50 365-6t fordul.

A kopott gumiabronccsal futé auté miiszerei 101,2 km it megtételét

101200 000

10855 ~ 50970

fordulat érzékelése utan jelzik. Ekkor azonban az autd ténylegesen még csak
100 km-t tett meg, tehat az abroncs keriilete % ~ 1961,9 mm, sugara

19619 312,92 mm.

2m
Mivel az abroncs gyartdskori sugara 316 mm volt, ezért a feliileti kopds kb.
3,8 mm volt.

II. megoldds. A miiszerek a ténylegesen megtett it 1,012-szeresét érzékelték, te-
hét a kerék 1,012-szer annyi fordulatot tett meg, mint amennyit Gjkori allapotaban
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100 km-en fordult volna. Azaz keriilete 1,012-ed részére csokkent. Mivel a keriilet
és a sugar egyenesen aranyos, ezért a kerék sugara is 1,012-ed részére csokkent, te-
héat a gumi kopott allapotaban 316 : 1,012 ~ 312,3 mm-es. A feliileti kopas igy kb.
3,7 mm (az I. megolddsban a kerekitések miatt jott ki 3,8 mm).

¢) P(legaldbb 5) = 1 — P(legfeljebb 4) =
=1-[P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4)].

Azn=80ésp= 1—15 paraméterd binomidlis eloszlas segitségével:

14 80
P(0) = <15> ~ 0,0040,

80 14 76 1 4
P(4) = =) (=) ~o0,1650.
0= (V) () (s) =

fgy P(legaldbb 5) = 1— [P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4)] ~ 1—0,3765 = 0,6235.

6. A valds szamokon értelmezett f(x) = 223 + 322 + b + ¢ fiigguénynek lokdlis
mazimuma van £ = —2-nél.

a) Igazoljuk, hogy ekkor b = —12. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg c lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy az f-nek hdrom ki-
lonbozd zérushelye van. (7 pont)
¢) Hatdrozzuk meg az f zérushelyeit abban az esetben, ha ¢ = 0. (4 pont)

Megoldas. a) A fiiggvénynek ott lehet lokdlis maximuma, ahol az elsé§ deri-
valtja nulla. f/(z) = 6224 62 4 b, f'(—2) = 124 b = 0, azaz valéban csak b = —12
lehetséges.

Ellendrizni kell még, hogy valéban lokdlis maximumhely-e ekkor a —2. f"(x) =
=12z 46, f"”"(—2) = —18, mivel a méasodik derivilt itt negativ, ezért a —2 valéban
lokalis maximumbhely.

b) A harmadfoki fiiggvény alakjat figyelembe véve akkor lesz az f-nek hdrom
kiilonb6z6 zérushelye, ha a lokdlis maximuma pozitiv, lokdlis minimuma negativ

értéket vesz fel.
f'(x) = 62% + 62 — 12.
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A derivaltfiiggvény zérushelyei a —2 és az 1, melyek koziil a —2 lokdlis maximum-
hely, az 1 pedig lokalis minimumbhely.

f(=2)=2-(-2)*+3-(=2)> —=12-(=2) +¢=20+c¢ >0, ahonnan ¢ > —20,
f()y=2-1343.12-12-14+c=-T+c<0, ahonnan ¢ < 7.

Osszevetve: —20 < ¢ < 7 esetén lesz f-nek harom kiilonbozé zérushelye.

c) ¢ = 0 esetén: f(x) = 223 + 322 — 120 = 2(22° + 3z — 12). Ennek a fiiggvény-
nek egyik zérushelye x; = 0, mésik két zérushelyét a 22 + 3z — 12 = 0 egyenlet
megolddsai adjdk. Ezek (a médsodfoki egyenlet megoldSképletébél) xq 3 = % v 105
(azaz harom tizedesjegy pontossdggal —3,312 és 1,812).

7. A kanaszta nevi kdrtyajatékot két csomag francia kdrtydval jdtsszak. Egy
csomay francia kartydban 55 lap taldlhatd: négy szin (pikk, kdrd, kér, treff) mind-
egyikében 13-13 lap (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Bubi, Dama, Kirdly, Asz) van. Ezeken
a lapokon kivil mindegyik csomagban van hdarom Joker is. A pikk és treff szind lapok
feketék, a kdro és kér szint lapok pirosak.

A jdték elején az eqyik jatékos kettévdlasztja a jol megkevert kdrtyacsomagot, és
a csomayg eqyik felében az also hdarom lapot megnézheti: ez az ugynevezett emelés. Ha
a hdrom lap kozott van ,szerencsés” lap, akkor ezeket a szerencsés lapokat a jdtékos
megkapja. Szerencsés lapnak szdmit a hat darab Joker, a nyolc darab 2-es (amit
a kanasztaban szintén Jokernek haszndlnak) és a négy darab piros 3-as.

a) Hatdrozzuk meg annak a valdszindiségét, hogy az emelést végzd jatékos nulla,
eqy, kettd, illetve harom szerencsés lapot kap. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy a kezdd jatékosnak kiosztott
elsd négy lap kozott mind a négy szin eléfordul. (4 pont)

Egy szerencsejatékban 4 Kirdly és 4 Asz kéziil visszatevés nélkil hiz lapokat
a jatékos, egészen addig, amig az elséd Aszt kihizza. Ha az elsé Asz kihizdsa eldtt
k darab Kirdlyt hizott ki, akkor a jdtékos nyereménye 100k? forint.

¢) Hatdrozzuk meg ebben a jatékban a nyeremény vdrhatd értékét. (7 pont)

Megoldas. a) A kérdezett valdszinliségeket hipergeometrikus eloszlds segit-
ségével hatarozhatjuk meg. Osszesen van a két csomagban 110 lap, ezek kozott
18 szerencsés, és 3 lapot hiizunk ki visszatevés nélkiil.

(%) 125580 2093
(1;0) 215820 3597

P(0) = ~ 0,582,

(%) _ 75318 2003
(1 0) 215820 5995

~ 0,349,

() 14076 301
% = 215820 5995 - 065
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(') s16 68

P 3 - = =
3) (1;)0) 215820 17985

~ 0,0038.

b) Annak a val6szin(isége, hogy példdul az elsé négy lap sorban pikk, kdrd, kér
és treff:
26 26 26 26

110 100 108 107 0033

A négy kiilonboz6 szin azonban 4! = 24-féle sorrendben keriilhet eld, ez 24 kiilon-
boz6 (diszjunkt) lehetdség, tehat a kérdezett valdsziniliség az el6z6 érték 24-szerese,

azaz 0,079.
¢) Annak a valészintisége, hogy 0, 1, 2, 3, illetve 4 Kirdlyt hiz a jatékos az els§
Asz elbtt:
4 1
PO)=-=—
O=5=5
4 4 2
Ply==--==
D=g7=7
4 3 4 1
pP2y==.2.2 ==
2) 8 76 T
4 3 2 4 2
P3)==-.2.2.2_ 2
3) 8 7 6 5 35
4 2 1 1
P4) =- 321 _1

A kérdezett varhato érték igy

! 1 2 1 2 1
P(i)- 1002 = [ = -0+ ) = - 100 + = - 400 + — - 900 + — - 1600 = 160 F.
; (i) - 100i (2 +>7 g A0t gy 0

8. Az ABC egyenlbszari hdromszig alapja AB, beirt kirének kozéppontja O,
a beirt kor sugara 9 cm. A hdromszdégben olyan kért irunk, mely érinti a beirt kort
€s a hdromszog két szdrdt. Ennek a kérnek a kdzéppontja Os, sugara pedig 4 cm.

a) Hatdrozzuk meg az egyik szdron keletkezd, a két kor érintési pontjai dltal

meghatdrozott szakasz hosszdt. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy O2C = 10,4 cm. (4 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a hdromszdg teriiletét. (7 pont)
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Megoldas. a) Jelolje az AC' széron a be-
irt kor érintési pontjat E7, a masodik kor érin-
tési pontjat pedig Fs. Bocsassunk merdlegest
05-b6l O1 F;-re, a mer6leges talppontjat je-
I6lje T. A derékszogii O105T haromszogben
010=944=13cm, OT=9—-4=5cm.
Igy a Pitagorasz-tétellel OoT = /132 — 52 =

=12 cm.
Mivel TOsFEsFEq téglalap, ezért E1FEy =
= 0T =12 cm.

b) Az O1CE; és az O3CEs hiromszo-
gek hasonldéak, mivel megfeleld oldalaik pér-
huzamosak. Az O,C szakasz hosszat jelolje x.
Ekkor a két haromszog megfelel6 oldalainak
B ardnya: 13;93 = 7, ahonnan z = 10,4, az O5C

szakasz hossza tehat valéban 10,4 cm.

¢) I. megoldds. Az AB szakasz felez6pontjat jelolje F. CF =9+9+4+10,4 =
= 32,4 cm.

Az AFC és az O3 E5C haromszogek hasonléak, mert egyik hegyesszogiik kozos,
és mindkettonek van egy derékszoge, igy szogeik megegyeznek. Az AF szakasz

hosszat jeldlje y. Ekkor a két haromszog megfelelé oldalainak ardnya: % = %—gj
A Pitagorasz-tételbdl CEy = /10,42 — 42 = 9,6 cm. 337 = %, ahonnan y = 13,5,
az AF szakasz hossza tehat 13,5 cm.
A haromszog teriilete tehdt
AB-CF 2AF-CF 27-324
T = cF _ CF _27-3% = 4374 cm?.

2 2 2

11 m%qoldcis. Jelolje a haromszog szarai altal bezart szoget 2«.. Ekkor sina =

= 16% = 13 (= 0,385). Mivel a hegyesszog, azért
. . 5 5
te o = sina sin o _ 13 13 i
- = — = T =
cosa /1 _sina \/1_% = 12

(igy 2a =~ 45,24°).
[gy AF = CF -tga =324 - % = 13,5 cm. A Pitagorasz-tételbol

AC = /13,52 + 32,42 = 35,1 cm.

A haromszog félkeriilete:

2742 35,1
Ss= -

5 = 48,6 cm,

teriilete T = os = 9 - 48,6 = 437,4 cm?.
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9. Egy nyolcponti dsszefiiggd, egyszeri grdf csucsai A, B, C, D, E, F,G és H.
Az A, B, C és D csucsok fokszamai (ebben a sorrendben) egy novekvd szdmtani
sorozat eqgymast kovetd tagjai. Ehhez hasonléan az E, F, G és H cstucsok fokszamai
(ebben a sorrendben) egy mdsik névekvd szdmtani sorozat egymdst kévetd tagjai.
A nyolc csics fokszdmai kézott két egyenld van, a tobbi fokszdm mind kiilonbozd,
tovabbd A fokszdma kisebb E fokszamdndl.

a) Rajzoljuk fel ezt a grdfot. (6 pont)

Eqgy szabdlyos nyolcszdg két szomszédos csiucsa a derékszogi koordindta-rend-
szerben A(0;0) és B(10;0). A nyolcszég az I. és a II. siknegyedben helyezkedik el.

b) Irjuk fel a szabdlyos nyolcszég beirhatd kérének egyenletét. (4 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a P(17;17) pont a nyolcszognek belsd, beirhatd korének
viszont kiilsé pontja. (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a graf osszefiiggé és egyszer(i, a csucsok fokszédmai 1, 2,
3, 4,5, 6 és 7 lehetnek.

E szamokbdl a kovetkezd novekvd szamtani sorozatokat lehet osszeallitani:

1, 3, 5 T
1, 2, 3, 4;
2, 3, 4, b
3, 4, 5, 6;
4, 5, 6, T.

) )

Az 6t sorozat kozott csak kettd olyan van, amelyeknek csak egy kozos elemiik van,
ezért a graf fokszdmsorozata (A-tél H-ig) 1, 2, 3,4, 4, 5, 6, 7.

Ha H fokszama 7, akkor ez a cstcs az Gsszes tobbivel 6ssze van kotve. Mivel
A fokszdma 1, ezért A-bdl H-n kiviil més csicsba nem vezet él.

G fokszama 6, ezért G az A-n kiviil az 6sszes tobbi csticesal 6ssze van kotve.

Mivel B fokszama 2, ezért B-bol a G-n és H-n kiviil

, , , B A
mas csucsba nem vezet él.

F fokszdma 5, ezért F' az A-n és B-n kiviil az 6sszes C H
tobbi cstccesal dssze van kotve.

Mivel C fokszédma 3, ezért C-bél az F-en, G-n és H-n
kiviil més csicsba nem vezet él.

D G

Végiil D és E fokszama 4, ezért ezek egymassal, va- B P
lamint az F, G és H csicsokkal vannak 6sszekotve.

b) A szabdlyos nyolcszog egy belsd szoge 135 fokos, igy kiils6 szogei 45 fokosak.
Ezért BC oldala egy +1 meredekségli egyenes egy szakasza.

A 10 egység hosszii BC oldal egy olyan egyenld szaru, derékszogi haromszog
atfogdja, melynek befogéi igy 5v/2 egység hossziiak. Ezért C’(lO +5v/2; 5\/5)

A nyolcszog tovdbbi oldalai is vagy parhuzamosak valamelyik koordinata-
tengellyel, vagy pedig egy +1 vagy —1 meredekségli egyenesen helyezkednek el.
Igy a tovabbi cstcsok koordindtdi: D (10 +5v/2;10 +5v/2), E(10;10 +10v2),
F(0;10+10v2), G(—5v2;10+5v2) és H( —5V2;5v2).
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A nyolcszogbe irhaté kor kozéppontja az AFE szakasz felezOpontja:
K(5;5+5\/§). A kor sugara megegyezik a K pont mdsodik koordinatdjaval:
r =5+ 5v2. A kor egyenlete:

(@ -5+ (y— (5+5v2)) = (5+5v2)° (= 75+ 50v2).

¢) PE? = (17-5)*+ (17— (5 +5v2)) =122+ (12— 5v2)" =

=338 — 120V/2.

Megmutatjuk, hogy ez nagyobb, mint a kor sugardnak a négyzete, és ekkor P
valoban kiilsé pontja a kornek:

263
338 — 120V2 > 75+ 50v/2, 263 > 170v2, azaz 0> V2.

Ez utébbi egyenldtlenség igaz, mert a bal oldal nagyobb, a jobb oldal pedig kisebb
1,5-nél.

Miésrészt 17 < 10+ 5+/2 ekvivalens 1,4 < v/2-vel, ami (példaul a négyzetre eme-
léssel kapott 1,96 < 2 miatt) szintén igaz. Ezért P elsé koordindtdja kisebb a C' és
D csticsok elsé koordingtdjanal (de nagyobb a tobbi csics elsd koordindtdjandl),
valamint kisebb a D és G csticsok mésodik koordindtdjandl (de nagyobb a C' és
H csticsok mésodik koordindtdjéndl), ezért P a CDGH téglalapnak, igy a nyolc-
szognek is bels6 pontja.

Koncz Levente
Budapest

59. Ratz Laszlé Vandorgyitilés
Go6dolls, 2019. julius 3—6.
OLYAI

TARSULAT

Az idei véndorgytilést Godollon rendezte meg a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat. A kérnyezet gyonyori volt, az eléadasokhoz kozeli szallds is minden igényt
kielégitett, és ismét lehetett egymédssal sokat beszélgetni.

A vandorgytilésrol szol6 részletes beszamold a tervek szerint az Erinté Elektro-
nikus Matematikai Lapok decemberi szdmdban (http://www.ematlap.hu) lesz ol-
vashaté. Az eldaddsok anyagai megtekinthetdk a vandorgytilés honlapjan (http://
www.bolyai.hu/rlv2019.htm).

A 2020-as vandorgytilés helyszine Eger lesz.
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A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. Hény lapja van annak a hasdbnak, amelynek 2019 éle van?  (A) 673; (B) 675;
(C) 1346; (D) 1348; (E) 2019.

2. Gazdélkoddé Gerzsonnak 11 lova, 12 tehene, 13 libdja, 14 kacsdja és 15 tyukja van.
Hannyal t6bb ldba van 6sszesen az §llatainak, mint feje?  (A) 65; (B) 94; (C) 111;
(D) 137; (E) 141.

3. Mennyi az xy szorzat értéke, ha 2% = 15 és 15Y = 327
(A) 5; (B) log,15+1og,532; (C) log,47; (D) 7; (E) v4T.

4. A csalddot apa, anya és a gyerekek alkotjak. A csaldd atlagéletkora 18 év. A 38 éves
apa nélkiil a csaldd atlagéletkora csak 14 év. Hény gyerek van a csalddban? (A)1; (B) 2;
(©)3 D)4 (E)5.

5. Hany valds gyoke van az |‘|x +7) - 3! — 2| =1 egyenletnek? (A) 4; (B) 5;
©e6 D)7 (E)S8.

6. A kecskeiskolaban egy szdm kecskerekitésének hivjdk a szdmegyenesen hozzé legko-
zelebb esé olyan egész szamot, amely kiilonb6z6 szdmjegyekbdl all, és ha ezeket a szamje-
gyeket csokkend sorrendbe rendezziik, akkor az egymast kdvetd szamjegyek kiilonbsége 1.
(Példdul a 27 kecskerekitése a 23, a 4817 kecskerekitése a 4765.) A 2019 és a 848 szi-
mok kecskerekitéseit 6sszeadtuk, majd az Osszeget kecskerekitettiik. Melyik szamjegy allt
a szézas helyi értéken az igy kapott szdmban? (A)0; (B)1; (C)2; (D)8 (E)9.

7. Az y = 2 — Tz + 10 egyenleti parabola 6sszesen hdrom pontban metszi a koordi-
nata-rendszer tengelyeit. Hany teriiletegység a metszéspontok altal meghatarozott harom-
szog teriilete?  (A) 10; (B) 12; (C) 13; (D) 14; (E) 15.

8. Gombdc Artir zsebpénzének 36%-4t étcsokolddéra, 24%-4t tejecsokoladéra koltdtte.
Megmaradt pénzének a 35%-4n vésdrolt egy konyvet ,,Edes fogydkura csak csokival”
cimmel, {gy mér csak 221 garasa maradt. Hiny garast koltott étcsokolddéra? — (A) 204;
(B) 306; (C) 408; (D) 510; (E) 612.

9. Egy éllatsimogatoban a gyerekeknek és a pénilovaknak Osszesen 37 fejiik és 112
ldbuk van. Hany gyerek van az dllatsimogatéban?  (A) 14; (B) 18; (C) 19; (D) 23;
(E) 28.

10. Az ABCD trapéz AB és CD oldala parhuzamos, AB = 50 ¢cm és CD = 20 cm.
Az E pont az AB alap azon bels6 pontja, amelyre a DE szakasz a trapézt két egyenld
teriilet{l részre osztja. Hany centiméterre van az E pont a trapéz A csticsdtol?  (A) 25;
(B) 30; (C) 35; (D) 40; (E) 45.

11. A Kerge Birka rockzenekar koncertjén a kozonség % része magyar. A kiilfoldiek
% része férfi. A nék 1 része magyar. A kozonségnek hdny szdzaléka férfi?  (A) 35;
(B) 40; (C) 45; (D) 50; (E) 55.

12. Egy 20 cm oldalhosszusagu négyzetet az dbrdan lathaté médon
négy téglalap alaku részre osztottunk. Tudjuk, hogy az A jelii rész te- B
rillete 48 cm?, a B jelli rész keriilete 52 cm. Hany négyzetcentiméter
a teriilete a betiivel nem jelolt két rész koziil annak, amelyiknek kisebb A
a keriilete? (A) 36; (B) 48; (C)64; (D) 72; (E) 80.
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13. Egy mértani sorozat elsé két tagja /7 és +/7. Mi a sorozat negyedik tagja?
W) VT B ¥ (VR (D) VT (B)L
14. Zséfinak harom testvére van: két béatyja és egy higa. A négy kiilonb6z6 kori

gyermek életkoranak szorzata 882. Mennyi Zséfi hdrom testvére életkoranak az Gsszege,
ha egyik batyja sincs még 18 éves? (A) 15; (B) 17; (C)22; (D) 24; (E) 31.

15. Egy szokéévben januar elseje péntekre esett. Ebben az évben a vilaszokban fel-
sorolt hénapok koziil az egyikben 5 vasarnap volt. Melyikben?  (A) februdr; (B) prilis;
(C) junius; (D) julius; (E) augusztus.

16. Egy derékszogli hdromszog két befogdjanak hossza 10 cm és 24 cm. A haromszog
beirt kore az atfogét az F pontban érinti, az atfogdt érinté hozzéirt kor érintési pontja F'.
Hény centiméter az EF szakasz hossza? (A) 11; (B) 11; (C)12; (D) 13; (E) 14.

17. Mekk Elek ismét tigykodott. Kapott egy téglatestet, melynek egy csiicsbél induléd
élei 5 cm, 6 cm és 7 cm hosszuak voltak. Azt kérték téle, hogy minden lapjat fesse be
pirosra, majd darabolja fel a lapjaival parhuzamos vagasokkal 1 cm éli kockdkra. Mekk
Elek a testet valamelyik lapjara allitva az asztalra tette, majd az 6t lathato lapjat pirosra
festettiik. A hatodikrdl, amin &llt a test, sajnos megfeledkezett. A jol elvégzett feldarabolas
utan megszamolta, hogy hany kockanak van legaldabb egy piros lapja. Mennyi a legnagyobb
eredmény, amit kaphatott, ha a szdmolds sordn nem hibdzott?  (A) 126; (B) 130;
(C) 135; (D) 138; (E) 150.

18. Mennyi a kovetkezd kifejezés értéke:

(2 4 3) . (22 4 32) . (24 4 34) R (2128 4 3128) 4 2256

?
3128 :

(A) 2'28, (B) 22°6;  (C) 3'%®; (D) 3%°%; (E) miés érték.

19. Timike kicsit hazudds. Amidta beszélni kezdett, minden harmadik &llitdsa hamis,
a tobbi igaz. Nem tudjuk, hany &allitassal ezel6tt hazudott utoljara. Egy kétjegyl szdmrol
a kovetkez6 hat allitast fogalmazta meg, ebben a sorrendben: ,Van benne 2-es szdmjegy.”
»2Nagyobb 50-nél.” | Péros.” ,Kisebb 30-ndl.” ,Oszthaté 3-mal.” ,Tartalmaz 7-es szdmje-
gyet.” Mennyi a szamjegyek Gsszege abban a kétjegyii szamban, amirél Timike megfogal-
mazta allitdsait? (A) 12; (B) 13; (C)14; (D) 15; (E) 16.

20. Az dbran lathaté négyzetet nyolc részre osztottuk. A ré-
szek koziil néhdnyba beirtuk, hogy hany cm? a teriilete. Hany
2 négyzetcentiméter a kérddjellel jelolt, négyszog alaku rész terii-
lete? (A) 13; (B)17; (C)21; (D)24; (E)27.

10

5 12

7

21. Az aldbbiak koziill melyik dbrdn léthaté a (z — [z])* + (y — |y|)° = 4 egyenlet
igazsdghalmaza?

A | B v 0 4 D) Yy, B |V
2! 2
-1\ 0 T 0 1T -2 0 T -2 0 T -1 0‘ z
—1 71‘
-2 -2
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22. Az n pozitiv egész szamnak 2019 pozitiv osztéja van, melyek koziil az egyik
a 2019. Hany olyan k pozitiv egész szdm van, amelynek 6t6dik hatvanya osztéja az n-nek?
(A) 135; (B) 268; (C) 405; (D) 667; (E) més érték.

23. Egy 4 X 4-es tablara elhelyeziink 4 fehér és 4 fekete babut dgy, hogy minden
sorba és minden oszlopba 1 fehér és 1 fekete babu keriiljon. Hanyféleképpen tehetjiik meg
ezt, ha két elhelyezést akkor is kiilonbozének tekintiink, ha tiikrozéssel vagy forgatassal
egymésba viheték? (A) 72; (B) 144; (C) 216; (D) 288; (E) mds érték.

24. Az ABC héromszog C-nél 1év6 szoge derékszog, a C-bdl huzott magassiganak
talppontja D. A B csticsbdl indulé szogfelezd a C'D magassdgot az M, az AC befogét
az F pontban metszi. Tudjuk, hogy a DME szbg nagysdga 120°, és a DME hdrom-
sz0g teriilete 71 cm?. Hény négyzetcentiméter az ABC héromszog teriilete?  (A) 637;
(B) 781; (C) 852; (D) 923; (E) 994.

25. Jdnos gazda bédrdnyainak tobb, mint 47%-a, de kevesebb, mint 50%-a fekete.
Minimum hény bédrdnya van Jédnos gazddnak? (A) 8 (B) 13; (C) 21; (D) 33;
(E) més érték.

26. Adott a sikon az A1A2A3 ... Azp1sA2019 szabdlyos 2019 oldali sokszog. Hény
olyan kiilonboz6 szabalyos haromszog rajzolhaté a sokszog sikjan, amelynek legaldbb két
csticsa a sokszdg csucesai koziil valé?  (A) 2035171;  (B) 4072996;  (C) 4074 342;
(D) 2037171; (E) 2035825.

27. Az iskolai kosdrlabda bajnoksdgban 5 csapat indult. A bajnoksdg sordn minden
csapat minden csapattal egyszer mérkozik meg. Eddig 6sszesen 4 mérkozést bonyolitot-
tak le. Tudjuk, hogy nincs hdrom olyan csapat, akik mar az 6sszes egymas kozti mérkézé-
siiket lejatszottdk. Hany kiilonboz6é mddon lehetséges ez, ha a mérkozések sorrendje nem
szamit?  (A) 60; (B) 75; (C)90; (D) 120; (E) 140.

28. A pozitiv egész szamokat az dbrdn ldthaté mintat kovetve

héromszog alakban irtuk be egy tabldzatba. A téblazat kitoltését !

addig folytattuk, amig el nem jutottunk a 63. sor utolsé, azaz 63. cel- 419

14jéig. (A sorok vizszintesek, az oszlopok fiiggélegesek.) Hanyadik 415
oszlopban a legnagyobb a szdmok ésszege? (A)1; (B)5; (C)10; 7181910
(D) 14;  (E) 19. 11(12|13|14(15

29. Az ABC héromszog BC oldalanak felez6pontja D. Tudjuk, hogy az ACB szog
30°, az ADB szog pedig 45°. Hany fokos az ABC héaromszog legkisebb kiils6 szoge?
(A) 45; (B) 60; (C)90; (D) 105; (E) maés érték.

30. A kecske nyelvben csak 4 beti(it haszndlnak: egy magdnhangzét (e), illetve hdrom
méssalhangzdt (k; ¢; s). A kecske nyelvben egyetlen egybetiis értelmes szé van, az e. Egy
egynél tobb betlis sz6 akkor értelmes a kecske nyelvben, ha tartalmaz magédnhangzét, és
az utolsé betiijét elhagyva olyan szét kapunk, amely nem értelmes a kecske nyelvben.
Hany 5 betlis értelmes sz6 van a kecske nyelvben?  (A) 325; (B) 393; (C) 437;
(D) 481; (E) 543.

A feladatsort Erdés Gabor allitotta dssze és Kiss Géza lektordlta
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A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

1. Fridrik Richard (Szeged, Magister Universitas) ......................... 124 pont
2. Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.) ................. 120 pont
3. Fony6 Lajos (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.) ........................... 111 pont
4. Horvath Eszter (Budapest, Kempelen Farkas Gimn.) ................... 109 pont
5. Fony6né Németh Ildiké (Keszthelyi Vajda Jénos Gimn.) .............. 105 pont
6. Csanddy Gaborné (Budapest, Badr-Madas Reformatus Gimn.) ......... 104 pont
7. Székely Péter (Budapest, Estvis Jézsef Gimn.) ......................... 100 pont
8. Laczik Istvan (Budapest, Bair-Madas Reformétus Gimn.) ............... 95 pont
9. Barati Akos (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn.) ................... 94 pont
10. Bukorné Both Emdke (Rév-Komdrom, Selye Jdnos Gimn.) ............ 92 pont.

Az altalanos iskolai tanarok versenyének® eredménye
. Nagy Tibor (Kecskemét, NJE Petéfi Sandor Gyak. Alt. Isk.)
. Egyed L&szlé (Bajai III. Béla Gimn.)
. Rézsané Motké Edit (Ocsa, Bolyai Janos Gimn.)
. Téth Gabriella (Csantavér, Hunyadi Janos Alt. Isk.)
. Csordds Mihdly (Kecskemét, Kodaly Zoltan Enek-zenei Alt. Isk., Gimn., Szakgimn.
és AMI).

CUh W N+

A 2019. évi Beke Mané Emlékdijasok

A Beke Mané Emlékdij Bizottsdg dontése alapjan 2019-ben a dij maésodik
fokozatdban részesiilt Balga Attila, Gajarszki Rozalia, Palovicsné Tusnady
Katalin, Reg6sné Jancsovics Julianna, Takacs Sandor, Toérskné
Dr. Bodzsar Maria és Varga Vince.

A K pontversenyben Kkitiliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(644-648.)

K. 644. Egy dobozban kék és zold kockdk vannak, Gsszesen 70 darab. Ki-
vesziink négyszer annyi kék kockat, mint zoldet, igy a dobozban maradt kockédk
kozott 7-szer annyi a zold, mint a kék. Hany kék és hany zold kocka volt a doboz-
ban eredetileg?

K. 645. Milyen maradékot kapunk, ha az 1 +4 47+ ... 4 2020 6sszeget 8-cal
elosztjuk?

*Az altalanos iskolai tandrok versenyének feladatait nem kozoljiik.

28 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1



ﬁ} 2020.1.3 — 13:06 — 29. oldal — 29. lap KoMalL, 2020. januar QF

— P

K. 646. Van hirom gépiink, amelyek két-két be-
menettel, és egy-egy kimenettel rendelkeznek. A gépek
a bemeneteken keresztiill megadott szamokkal egy meg-
hatarozott miiveletsort végeznek el, és ennek eredménye
jelenik meg a kimeneten. A hdrom gép tehat az dbra sze-
rint néz ki. / $

Az A gép kimenetén z - y jelenik meg, a B gép kime- #
netén 22 + g, a C gép kimenetén pedig 5-x + 3 -y (v és
y jeldli az egyik, illetve a mésik bemeneten beadott szdmokat). Osszekotjiik az A,
B és C gépeket olyan mddon, hogy az egyik kivalasztott gép egy-egy bemenetére
a masik két gép kimenetét kotjiik rda. Mennyi lesz az utolsé gépbdl kijovo lehetd
legnagyobb eredmény, ha a két els6é gépbe egyarant az © =4 és y =7 értékeket
taplaljuk be?

<8
=

K. 647. Egy papirbdl késziilt ikozaédert néhany él
mentén felvagunk dgy, hogy széthajtva a test valamelyik

/JAX (sikban fekvé) haléjdhoz jussunk. Hény élt kell felvdgni
i ehhez?

K. 648. Egy négyzet bels6 pontjat Osszekotottiik
minden oldalon az egyik oldalharmadolé ponttal az dbra
szerint, és igy négy négyszoget kaptunk. Ismerjiik az egyik
ilyen négyszog teriiletét (lasd az abrét). Hatdrozzuk meg 24
a tobbi négyszog teriiletét.

%

Bekiildési hatarids: 2020. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1581-1587.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1581. Adjuk meg n azon pozitiv egész értékeit, amelyekre n! pontosan
19531 darab 0-ra végzédik.
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C. 1582. Az ABCD paralelogramma oldalaira kifelé az ABP, BCQ, CDR,
DAS szabélyos haromszogeket rajzoltuk. Milyen feltételnek kell teljesiilnie a para-
lelogrammara ahhoz, hogy PQRS négyzet legyen?

Feladatok mindenkinek

C. 1583. Abrézoljuk a derékszogli koordinatarendszerben azokat a pontokat,
melyeknek koordinatai kielégitik az aldbbi egyenl6tlenséget:

lz| + |y + |z + y|] < 2.

Mekkora teriiletii sikidomot kaptunk?
(Horvdt feladat)

C. 1584. Legfeljebb mekkora teriiletli négyzetet lehet legfeljebb harom egye-
nes vagassal kivagni egy haromszog alaka papirlapbdl, amelynek oldalai 3 cm, 4 cm
és 5 cm hosszuak?

C. 1585. Melyek azok a p és g egymaéstol kiillonboz6é pozitiv primszamok,
melyekre p — 4p? 4 p3 = ¢ — 4¢% + ¢*?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1586. Az ABC haromszog AB oldaldnak harmadolépontjai D és E. A DE
szakasz egy tetszOleges bels6 pontja P. Hiuzzunk parhuzamost a PC egyenessel a D,
illetve E pontokon keresztiil. Ezek az egyenesek az AC és BC oldalakat rendre a )
és R pontokban metszik.

Mutassuk meg, hogy a PRCQ négyszog teriilete az APQ haromszog teriiletével
egyenld nagysagu.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
C. 1587. Oldjuk meg az

z—1  r = Vx
Vr o oz—-2 2z-1

egyenletet a valés szdmok halmazan.
Javasolta: Bird Balint (Eger)

*

Bekiildési hatarid6: 2020. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A B pontversenyben kitiiz6tt feladatok
(5070-5077.)

B. 5070. Egy szigeten kétféle ember él. Az igazmondék mindig igazat monda-
nak, a hazudésok mindig hazudnak. Tiz szigetlakd kozott kiosztottuk az 1,2,...,10
szdmokat. Mindenki egy-egy kiilonb6z6 szamot kapott. Ezutdn mindenkinek feltet-
ték a kovetkez6 hdarom kérdést: ,A te szamod paros?”’, ,A te szamod oszthatd
4-gyel?”, A te szamod oszthatd 5-tel?”. Az els6 kérdésre harman, a masodikra
hatan, a harmadikra pedig ketten valaszoltak igennel. Mely szamok vannak hazu-
doésoknal?

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5071. Legyen az ABC haromszog BC oldaldnak B-hez kézelebbi harma-
dolépontja Ay, a C-hez kozelebbi harmadolépontja Ay, a C'A oldal C-hez kozelebbi
harmadolépontja By, az A-hoz kidzelebbi harmadolépontja B, végiil az AB oldal
A-hoz kozelebbi harmadolépontja C1, a B-hez kidzelebbi harmadolépontja Cs. Bi-
zonyitsuk be, hogy az Ay B,C és Bo(CyAs haromszogek egybevagdk és teriiletiik
az ABC haromszog teriiletének harmadaval egyenlé.

(3 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

B. 5072. Igazoljuk, hogy [\/ﬁ—I— vn + 3] = [\/471 + 5} barmely pozitiv egész
n esetén.

(3 pont) Javasolta: Imre Tamds (Marosvasarhely)

B. 5073. Az ABC haromszogbe irt kornek a hdromszogoldalakkal parhuzamos
érintéi a haromszogbol harom kis haromszoget vagnak le, az ezekbe irt korok sugara
2, 3 és 10 egység. Mutassuk meg, hogy az ABC haromszog derékszogii.

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5074. Mely pozitiv egész n-ekre és kiilonb6z6 (pozitiv) p, g, r primsza-

mokra teljesiil, hogy
1 1 1 1
4 4T 9
pa P @ n

(5 pont) Javasolta: Hollé Gabor (Budapest)
B. 5075. Az ABCD konvex négyszog AD és BC oldalainak felezOpontja F,

illetve F. Az EF szakasz az AC 4tlét a P pontban, a BD atlét Q-ban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy az AEP és BF(Q korok az AB egyenesen metszik egymast.

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)
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B. 5076. Oldjuk meg az
z+y+z+v=0,
2?4y 422 0% =12,
B+ 0P =2

egyenletrendszert a valds szamnégyesek halmazan.

(6 pont)

E B. 5077. Egy kocka két irdnypontos perspektiv
képét szeretnénk elkésziteni az dbra szerint. A két
irdnypont I; = (—9;0) és Iy = (10;0); a kocka hdrom

| ] | cstcsdnak képe A = (—3;0), B = (0;0) és C' = (4;0).
L A B C I,  Mekkora legyen az F' pont y-koordinatdja?
(6 pont)

Bekiildési hatarids: 2020. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(767-768.)

A. 767. Egy n x n-es tablazat mez6i mind kiilonb6z6 szintire vannak szinezve.
Egy 1épés abbdl all, hogy kivalasztunk egy sort, abban minden mezét eggyel jobbra
tolunk, a sor jobb széls6 mezbjét pedig berakjuk a sor bal szélén 1év6 mezé helyére;
vagy kivalasztunk egy oszlopot, abban minden mez&t eggyel lefelé tolunk, és az
oszlop legalsé mezgjét berakjuk az oszlop tetején 1évé mez6 helyére. Milyen n esetén
lehet ilyen lépésekkel az n? darab mezd Gsszes lehetséges elrendezését megkapni?

Javasolta: Schweitzer Addm
A. 768. Legyen S egy olyan sikbeli alakzat, melyet néhdny (véges sok) egység-

négyzet unidjaként allitottunk elé. Bizonyitandd, hogy S keriiletének és teriiletének
az aranya legfeljebb 8.

*

Bekiildési hatarids: 2020. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvasdjaként bizonyara szivesen foglal-
kozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélya-
dul ennek a szép tudoméanynak a mivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazdasaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiillonbozo teriiletein.
Egy amerikai felmérés évrél évre a legjobb foglalkozdsok kozott tartja szdmon a ma-
tematikust és a szintén matematikai el6képzettséget igényld aktuariust és statiszti-
kust (https://www.careercast.com/jobs-rated/best-jobs-0f-2019). Ez Ma-
gyarorszagra is igaz, hiszen nemcsak a kutatdintézetek, egyetemek, hanem szdmos
cég is tart karokkal és igen jo fizetéssel varja az ELTE-n végzett matematikusokat.
Az alkalmazott matematika ma mar az élet szinte minden teriiletén nélkiilézhetet-
len, és az ilyen képzettségli munkaerd irant egyre novekszik az igény.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabdl folytatnal felséfoku
tanulmanyokat? Minderre kitiing lehetéség nyilik az orszdg egyik legnagyobb multd
egyetemén, az E6tvos Lorand Tudoményegyetem Természettudoméanyi Karén, ahol
vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatéktol tanulhatsz. Pezsgo di-
akélet var rad az ELTE korszert szamitogépparkkal felszerelt, a KéMalL szerkesz-
toségének is otthont adé modern lagyményosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté hdroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatdi és oktatéi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és talaljon elGismereteinek, képességeinek és
tanulasi sebességének megfeleld nehézségili feladatokat. Az els6 év végén donthetsz
arrél, hogy milyen témakkal szeretnél a tovabbiakban behatébban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrél hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatasok méltan vildghiri hagyomanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
téinkat a leend6 kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazasok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utdn olyan modern témakkal is foglalkozzon, mint az adattudomény vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajdnljuk a matematika
alapképzési szakot, akik ismereteiket késobb inkdbb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolcstztetni. Itt szerzett tuddsukat hasznosithatjak példaul gazda-
sagi teriileten, médidban, a matematika népszerisitésében, a kozmiivelodésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddsmod mindvégig segiteni fogja ket a mun-
kédjukban.

A képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhaték. Ajanljuk a kozépiskoldsoknak
sz6l16 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjuk is lathatdk.
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A legkiemelkedébb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhat-
nak, és vildgszerte j6 eséllyel palydzhatnak oOsztondijakra, kiilfoldi részképzésre
(pl. az Erasmus+ program keretében).

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatéink természetesen més (bel- és kiilfoldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjdk tanulményaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivdlébbak szamaéra biztositjuk az egyetemen a doktori fokozat megszer-
zésének lehetéségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomény, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolddnak a tudomanyos kutatéasba. A leg-
kivalobb hallgatok matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmult tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatanak versenyében —
olyan nagyhiri egyetemeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudoméanyi Karan sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskolak részérdl mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok irant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat els6sorban azoknak a kozépiskolas didkok-
nak ajanljuk, akik sziméra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megolddsokra masokat is ravezetni, méasokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tandrképzés osztatlan formaban zajlik. Tandari szakképzettséget kétszakos
forméban lehet szerezni 4 + 1 vagy 5+ 1 éves képzés keretében, amelyben a plusz
egy év szakmai gyakorlat teljesitésére szolgal. A tandrképzésre vald jelentkezés so-
ran a leend6 hallgatoknak egy szakpart kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomdanyos szakokon és az informatikan kiviil valasztani le-
het a bolesész szakok (példdul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A tandrképzés els6 harom évében szakparonként egységes képzésben részesiilnek
hallgatéink. A matematika szakteriileti targyaknal az oktatds szemléletében mar
az els6 harom évben is nagy hangsilyt kap az iskolai matematikatanitassal valo
kapcsolat. A harmadik év végén a hallgaté dont arrdl, hogy altalanos iskolai vagy
kozépiskolai tandari végzettséget kivan szerezni a két szakjabdl. Ezen dontéstol fiig-
gben vagy egy 2 féléves, vagy pedig egy 4 féléves képzési programot kell elvégezni.
Ekkor keriil sor a szaktargyi tanitasi gyakorlatok teljesitésére, melyekre az ELTE
hallgatéinak a legjobb budapesti iskolakban, kivalé vezetOtanarok irdnyitasa mel-
lett nyilik lehet&ségiik. A szakteriileti zardvizsgéak letétele utan a hallgatéknak még
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egy egyéves szakmai gyakorlatot kell elvégezniiik egy iskolaban, melynek soran
modjuk lesz begyakorolni a tanari munka mesterfogasait.

Azaz batran dllithatjuk, hogy a K6Mal minden olvaséjdnak testhezdllg képzést
tudunk nytjtani az ELTE Matematikai Intézetében. Ha személyesen is szeretnél
talalkozni leendé oktatoiddal, beszélgetni a mostani egyetemistakkal, akkor gyere
el az ELTE TTK nyilt napjara januar 17-én!

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 499. A bet@i-szamrejtvény fejtorék klasszikus matematikafeladatok. Ilyen-
kor azokat a szamjegyeket keressiik, amelyeket a megfelel6 betiik helyére irva a sza-
mitasi eljaras teljesiil.

Példaul:
oT SOK SEND
+OT SOK +MORE
TiZ KIS MONEY
+KOS
OKOS

Oldjuk meg a fenti hdrom feladatot a brute force (nyers erdé) moddszerével,
azaz vizsgaljuk meg a betiik minden lehetséges értékét, amig az dsszes megolddst
meg nem kapjuk. Ugyeljiink arra, hogy a kiilonboz6 betfik kiilonboz6 szdmjegyeket
jelentenek.

A kapott Gsszes megoldast irjuk ki a képerny6re a betiik helyett a megfelelé
szamjegyek megjelenitésével az aldbbi formatumban. Példaul a harmadik feladat-

ban:
9567
+1085
10652

Bekiildendd egy i499.zip tomoritett allomdnyban a program forrdaskddja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithaté.

I. 500. A Technikai Mtzeumban Armin bacsi a villanymotor-gy{ijtemény mu-
zeolégusa. Feladatai kozé tartozik minden nap a muizeum nyitasa utdn a motorok
beinditasa, hogy ezaltal fenntartsa a miikodéképességiiket. Fontos, hogy a moto-
rokat egyesével inditsa be, hogy a bekapcsolasi aramlokések ne addédjanak Ossze.
A motorokat egy ideig jaratja, majd lekapcsolja 6ket 6, vagy ebben mar mas is se-
githet neki (egy idépontban t&bb motort is ledllithatnak). Minden motort egy nap
csak egyszer kapcsolnak be.
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Rendelkezésiinkre 411 Armin bécsi napldja a motorok bekapcsolasi és leallitasi
idopontjardl. Az adatokat a nyitas ota eltelt masodpercek szaméval rogzitette.
A napi jelentés az els6 motor bekapcsolasatol az utolsé motor ledllitasig tart.

A villanymotorok szdma legfeljebb 50, de dltaldban ennél kevesebb van a mu-
zeumban, mert vagy néhanyat kikolcsonoztek maés kiallitasra, vagy elvitték Sket
javitdsra. A napi jelentésben az éppen bent 1év6 motorok egymaés utdn felsorolva
szerepelnek.

Rendelkezésre 4llnak a naplo.txt tabuldtorokkal tagolt, UTF-8 kédolasu &l-
loményban egy olyan nap adatai, amikor kevés motor volt bent.

A mizeumigazgat6 a napléba pillantva két kérdést tett fel és egy kérést fogal-
mazott meg. A kérdések megvélaszolasat és a kérés teljesitését segitsiik téabldzat-
kezel6vel.

1. Armin bécsi napldja alapjan adjuk meg a leghosszabb idGintervallum hosszat,
amikor legalabb egy motor bekapcsolt dllapotban volt.

2. Adjuk meg a leghosszabb id6éintervallum hosszat, amikor nem miikodott egy
motor sem.

3. Az A:C oszlop celldiban allitsuk be feltételes formazas hasznélatival a leg-
hosszabb ideig bekapcsolt motorok koziil az els6 harom soranak cellakitoltését
harom kiilénb6z6 szintre.

A | B | C D E
Sorszim Kezdés Lellés Leghosszabt: i(.i.6,nam|’g Leglrosszabb idé, 'amig

o motor miikodott minden motor allt

2 | 1 100 120 50 13

3| 2 80 130

4| 3 10 50

5| 4 9% | 100

6 | 5 110 130

7| 6 15 40

8| 7 20 40

9| 8 0 6

0| 9 60 67

11 10 55 60

A megoldast ugy készitsiik el, hogy az igazgatd kérdéseire a maximalis 50 vil-
lanymotor esetén is valaszt kapjunk. Hasznaljunk hivatkozasokat, hogy a vélasz
a naplozott adatok médositdsait kovesse. Segédszamitdsokat az E oszloptdl jobbra
végezhetiink, melyek értelmezését feliratokkal segitsiik.

Bekiildendd egy tomoritett i500.zip dllomanyban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezelé neve és verzidszama.
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I. 501 (E). A https://trends.google.hu/trends/?geo=HU (utols letsltés:
2018. 12. 14.) oldalon 2001-té] napjainkig megtaldlhatéak az adott évben legnépsze-
riibb keresések kiilonbozo kategoridkban a Google szerint. Feladatunk ezen adatok
egy részének feldolgozasa adatbazis-kezel§ program segitségével.

Az adatok a keresesek.txt és tipusok.txt allomanyokban allnak rendelke-
zéstinkre. Az dllomanyok tabuldtorral tagolt, UTF-8 kddolasu szovegfijlok, az elsé
sorok a mezoneveket tartalmazzak.

1. Készitsiink 1j adatbédzist keresesek néven. A mellékelt adatalloményokat im-
portaljuk az adatbazisba a fdjlnévvel azonos nevii tablakba.

2. Beolvasaskor allitsuk be a megfelel6 tipusokat és kulcsokat, valamint alakitsuk
ki a kapcsolatokat.

T4blak:

keresesek (id, tipus id, megnevezes, helyezes, ev id)
id az adott keresés azonositéja (szdm), ez a kulcs;
tipus id a tipushoz tartozé azonosité (szém);
megnevezes a keresési listdn megjelend megnevezés (szoveg);
helyezes az elért helyezés (szdm);
ev az adott év (szdm).

tipusok (tipus id, tipus megnevezes)
tipus id az adott tipus azonositdja (szdm), ez a kulcs;

tipus megnevezes az adott tipus megnevezése (szoveg).

Készitsiik el a kovetkezd feladatok megoldasat. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jlink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és més adatok ne. Meg-
oldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

3. Hatarozzuk meg, hogy melyik az az év, amelyikbdl a legtobb keresés szerepel
az adatbédzisban. (3legtobbadat)

4. Trassuk ki azon tv-miisorok nevét, amelyekben szerepel szam. (4tvmusorok)

5. A megadott adatok kozott tobb recept is taldlhaté. Mindegyik megnevezésének
végén szerepel a ,recept” szd. Készitsiink frissité lekérdezést, melynek segitsé-
gével a nevek végérdl a ,recept” szét elhagyjuk. A lekérdezést futtassuk is le
az adatok médositasahoz. (5receptek)

6. Altaldban minden évben 10 elem szokott egy-egy kategériaban felkeriilni a lis-
tara. Egy év volt, amikor csak 5 keriilt fel. Hatdrozzuk meg a kategériat és
az évet, amikor ez eléfordult. (6hiany)

7. Adjuk meg egész szamra kerekitve, hogy atlagosan az egyes szinhazak hanyadik
helyen végeztek a rangsorban. Jelenitsiik meg a szinhdz nevét és az atlagot.”
(Tszinhazak)

8. Készitsiink lekérdezést, mely megadja azon magyar személyek vezeték- és ke-
resztnevét (kiilon mezében), akik 2015-ben a kategéridjukban felkeriiltek a lis-

*Mivel nem minden szinhdz szerepel minden évben, ezért a kapott eredmények nem
Osszehasonlithaték egymdssal.
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tara. Figyeljiink ra, hogy a vezeték- és a keresztnév nagybetiivel kezdddjon.
(8nagybetusnevek)

9. Jelenitsiik meg minden személy eddigi Gsszes helyezését az évszammal egyiitt
a helyezések szerinti névekvé sorrendben. (9szemelyek)
10. Az el6z6 lekérdezést felhasznélva készitsiink {irlapot, melyen segitjiik a sze-
mélyek sziiletési évének és nemének bevitelét. Figyeljiink ra, hogy a sziiletési
évhez csak szdmot tudjunk beirni. (10bevitel)

Szemelyek
]
Név Eminem
Ennyi éve | 16) Helyezése [
Sziletési év !
N né
= Ofeérfi

Bekiildend6 egy tomoritett 1501 .zip allomanyban az adatbéazis, valamint egy
révid dokumentacio, amelybél kideriil az alkalmazott adatbazis-kezelé neve és ver-
zi6szama.

A feladat forrésai:
https://trends.google.hu/trends/yis/20xy/HU/ (ahol xy a 11-17 szamjegyek)
és
https://trends.google.hu/trends/yis/20uv/GLOBAL/ (ahol uv a 01-10 szdm-
jegyek).

I/S. 41. Lapfoldén haromféle sikidom él: korok, haromszogek és deltoidok.
Egy nap K darab kér, H darab haromszog és D darab deltoid fut egy réten. Ha
kett6 kiilonbozé tipusu sikidom futas kozben egymaéshoz ér, akkor dsszeolvadnak
egy harmadik tipusi sikidomma. Az nem lehetséges, hogy ketténél tobb sikidom
ér Ossze egyszerre. A nap végén azt latjuk, hogy mar csak egy tipusu sikidom van
a réten. Hanyféleképpen fejezOdhetett be a nap, ha csak az szamit, hogy melyik
stkidombdl és hany darab van a réten a nap végén?

Standard bemenet: az els6 sor tartalmazza a K, H és D egész szamokat ebben
a sorrendben.

Standard kimenet: adjunk meg egyetlen szamot, a nap végén lehetséges kime-
netelek szamat.
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Példa:

Bemenet Kimenet
221 2

Korldtok: 1 < K + H + D < 10*3, pozitiv egészek. Idékorlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha K + H + D < 1000.

Bekiildendo egy is41.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 140. Egy titkosszolgdlatnak N db szamitégépe van, melyek koéziil néhé-
nyat kétirdnyd adatatvitelt biztositd kabelek kétnek ossze, melyekbdl legfeljebb
M db van. Az i-edik kdbelnek 6t fontos tulajdonsaga van: a;, b;, t;, x;, y;, mely azt
jelenti, hogy az a; és b; sorszamu szamitogépek kozott egy informéaciécsomag atkiil-
dése t; id6ébe telik. Hogy biztonsdgosabbd tegyék a rendszert a hackertdmadasokkal
szemben, felvaltva z; ideig engedélyezik, majd y; ideig megtiltjak az adatatvitelt
az i-edik kdbelen. Kezdetben minden kabelen engedélyezve van az adatatvitel. Két
szamitogép kozott csak akkor kiildhetiink at egy informaciécsomagot, ha a kiil-
déstol a megérkezésig minden idopillanatban engedélyezve van az adott kabelen
az adatétvitel. A K-adik szamitégéprél szeretnénk egy csomagot kiildeni a V-edik
szamitogépre. Adjuk meg, hogy a csomag leghamarabb mikor érhet oda.

Standard bemenet: az elsé sor tartalmazza a szamitégépek N szamat, a kabelek
M szamat, valamint a K és V szamitogépsorszamokat. Ezutan M sor kovetkezik,
ahol az i-edik sor tartalmazza az a;, b;, t;, x;, y; szdmokat ebben a sorrendben.

Standard kimenet: adjuk meg, hogy leghamarabb mikor juthat el egy informa-
ciécsomag a K-adik szamitogéprol a V-edik szamitégépre. Ha nem juttathatd el
az informaciécsomag, akkor -1-et irjunk ki.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
3213/12233/23333 9

Korldtok: 2 < N <10°,1 < M <108, 1 < t;, 24, y: <10°,1 < a3, b;, K,V < N.
Idokorlat: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 1000.

Bekiildendd egy s140.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2020. februar 10.
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Mérési feladat megoldasa

M. 389. Erdsitsiink vékony fonalat eqy tojdshoz, és helyezziik bele egy hengeres
edénybe. Ontsiink a tojdsra annyi vizet, hogy ellepje a tojdst, majd a fondlndl fogua
ovatosan emeljiik ki a tojdst a vizbdl.

Mérjiik meg, hogyan fiigg a fonalat feszité erd a tojds elmozduldsdtol! Hatdroz-
zuk meg a kiemelés sordan végzett munkdat! Fiigg-e ez a munka az edény keresztmet-
szetétdl?

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

1. megoldés. I. A felhaszndlt eszkozok: kb. 50 g tomegii f6tt tojas, 28 cm? ke-
resztmetszet{t méréhenger, 75 cm? keresztmetszet(i konyhai méréedény, mérészalag,
eréméré (1 N-os), cérna (a tojdsnak az er6mérére torténd erdsitéséhez), sziikséges
mennyiségii viz.

II. A mérés menete. Miutan megféztiik a tojast, egy celluxdarabbal egy cérnat
erbsitettiink rd, aminek a mdsik végére egy hurkot kotottiink (a mérés sordn ebbe
akasztottuk az erémérét). A tojast belehelyeztiik elészor a mérShengerbe, és annyi
vizet 6ntottiink ra, hogy teljesen ellepte. Megemeltiik a tojdst addig a pontig, amig
teljes terjedelmével még éppen benne volt a vizben, és leolvastuk az er6mérot.
Ezutdn a mérdszalagot a henger mellé éllitva lassan kiemeltiik a tojast a vizbdl
gy, hogy cm-enként leolvastuk az er6mérd altal mutatott F értékeket. A mérés
soran végig a cérnaszal egy kiszemelt pontjdnak Al elmozduldséat kovettiik (példdul
a tojas tetejének és a cérna taldlkozdsi pontjanak elmozduldsdt).

III. A mérési adatok. A mérést haromszor végeztiik el, majd ugyancsak ha-
romszor a masik edénnyel is, ugyanezzel a médszerrel. Az adatokat és az azokbdl
szamolt atlagos eréket tablazatba foglaltuk:

méréhengerrel
Al fcm] | Fy [N] | F5 [N] | F5 [N] | Figag [N]
0 0,02 0,02 0,02 0,02
1 0,12 0,10 0,08 0,10
2 0,22 0,20 0,22 0,21
3 0,54 0,50 0,48 0,51
4 0,58 0,58 0,58 0,58
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méréedénnyel
A/ [Cm] F1 [N] F2 [N] F3 [N] Fétlag [N}
0 0,02 0,02 0,02 0,02
1 0,08 0,12 0,10 0,10
2 0,20 0,22 0,2 0,21
3 0,32 0,33 0,34 0,33
4 0,50 0,46 0,46 0,47
5 0,58 0,58 0,58 0,58

1V. Grafikon. A mérési adatok alapjan milliméterpapiron grafikont készitet-

tiink:
FN]
0,6 = R
e
0,4 :
9 —— mérdhenger
0.2 . - --0-- mérdedény
e At fom]
-7 cm
o=

V. A kiemelés sordn végzett munka kiszdmitdsa. A kis elmozduldsokra érvényes
AW = F - Al képlet alapjan kimondhatjuk, hogy az er6-elmozdulds grafikonon
a gorbe alatti teriilet szamértéke megegyezik a végzett munka szamértékével. Ezt
jo kozelitéssel viszonylag konnyen megkaphatjuk, ha a cm-enként egy-egy atlagos
er6vel kiszamoljuk a munkakat, majd ezeket tsszeadjuk. Az eredmény:

Wméréhenger =112 mJ; Wméréedény = 1471 mJ.

Léthat6, hogy a nagyobb keresztmetszeti méréedénybdl nehezebben (tobb munké-
val) tudjuk kiemelni a tojdst, mint a szlikebb méréhengerbél.

VI. A mérési eredmény értelmezése. A végzett munkak kozotti eltérés a kiszo-
ritott viz energiavaltozasaval magyardazhatd. Amikor kiemeljiik a tojast, a kiszori-
tott viz térfogata folyamatosan csokken, helyére az edény tobbi részébdl aramlik
at a viz, és ekdzben a vizszint valamennyit lesiillyed. Egy kisebb keresztmetszet
edényben a vizszint csokkenése jelentosebb, mint a nagyobb keresztmetszetii edény
esetében. A kiilonbséget a mérési adatok jol mutatjdk: a méréhengernél a tojas mar
4 cm-es emelés utan kikeriilt a vizbol, a méréedénynél ugyanez csak 5 cm-es emelés
utdn kovetkezett be. A végzett munka azért nagyobb a nagyobb alapteriiletii edény-
nél, mert ott hosszabb iton torténik az erdkifejtés, jéllehet az adott elmozduldshoz
tartozé eré a nagyobb edénynél kisebb, mint a kisebb edény esetében.
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VII. Hibaforrdsok

1. A mérészalagrdl és az er6mérérol leolvasott értékek bizonyos mértékben pon-
tatlanok. A mért adatok pontossigardl a mérdeszkoz skaldjanak beosztédsa, illetve
a tobbszor megismételt mérés eredményeinek ingadozdsa (szérdsa) ad — szdmsze-
riisithetd — felvilagositast.

2. A konyhai mérdedény nem tiil pontos kisérleti eszkoz, egyrészt nem tokéletes
henger (az oldalai kissé kifelé d6lnek), valamint nem teljesen atlatszo, és a fénytorés
is nehezebbé teszi az elmozdulds leolvasasat.

3. A mérés sordn (f6leg a szlikebb mérShenger esetében) a tojis néha ,oda-
tapadt” az edény oldaldhoz, ami torzithatott az eredményen.

A felsoroltak koziil az utébbi ketté a mérésben szisztematikus hibaként jelent-
kezik, ennek mértékét igen nehéz lenne szamszeriisiteni.

Jeszendi Sara (Kecskemét, Katona J. Gimn., 9. évf.)

I1. megoldas. Fszkozok

— allvéany,

— konyhai mérleg,

— vonalzé,

— tojés,

— cérna,

— hengeres edények (miianyag edény, iivegkorsd).

Elrendezés és a mérés menete. A tojasra egy cérnat rogzitettem. A cérna végét
egy allvanyhoz erdsitettem 1igy, hogy a tojast lehessen emelni, illetve siillyeszteni.
A cérnara egy rovid szigetelOszalagot ragasztottam, majd a kés6bbiekben a szige-
telOszalag és a felfiiggesztési pont d tavolsdgdnak valtozasabdl szamoltam a tojas
x elmozdulasat.

Az edénybe vizet toltottem, és ratettem a mérlegre. A mérleget ekkor ,taraz-
tam”, majd beleeresztettem a tojast. Ekkor a mérleg a tojas m tomegét mérte, mert
a mérleg tanyérjdra (a térdzott helyzethez viszonyitva) mg erd hatott.

Ha a tojést részben kiemeljiik a vizbdl, és a cérnat K erd fesziti, akkor a mérleg
tanyérjara csak mg — K = m’g er6 hat, a mérleg ezt az m’ fiktiv témeget méri. A két
mért tomegértékbdl a fonalat feszité erd konnyen kiszamithato:

K= (m-m)g.

Megjegyzés. Ha a mérleget az edény + viz + tojds dllapotban tardzzuk, majd a cérnat
felfelé huzzuk, akkor a mérleg éppen az m —m’' tomegkiilonbséget méri, azt adja meg
negativ eléjellel.

Mért és abbdl szamitott adatok

A tojas tomege: m = 58 g.

A tojas kiemelése sordn végzett munkat kozelitoleg a grafikon alatti teriiletbol
szamitjuk. A sikidomot felbontjuk trapézokra, és a teriiletiiket Gsszeadjuk.
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A kisebb edény dtméréje: Di = 5,0 cm.

KoMalL, 2020. januar ﬁ}
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A nagyobb edény datméréje: Do =~ 8,3 cm.
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A trapézok teriilete:

Kn + Kn+1

Tn - ('rn-l-l - -Tn) 2

A szamolést elvégezve a keskenyebb edénynél a W = 11,1 mJ, a szélesebb edénynél
pedig Wy = 13,3 mJ eredményt kapjuk. Megéllapithatjuk, hogy a munka filigg
az edény keresztmetszetétol, a nagyobb keresztmetszetii edénynél nagyobb.

Megjegyzés. A folyamathoz egy egyszeri modellt készithetiink. Ha a szabalytalan
alaki és tomegeloszlasu tojas helyett valamilyen homogén hasdbot vagy hengert vizsga-
lunk, akkor az eré6—elmozdulés fiiggvényt és a végzett munkat részletesen, kozelitésmen-
tesen ki lehet szdmitani. A ,modell-tojas” kiemelése ugyancsak aldtdmasztja azt a meg-
figyelésiinket, hogy a szélesebb edénybdl konnyebben lehet a viz felszine f6lé emelni egy
— a viznél nagyobb siirliségii — testet. (Ezt a szdmoldst azonban itt nem koézoljiik, mert
csak kozvetve kapcsolédik a mérési feladathoz. — A Szerk.)

Hibabecslés

Hibalehet&ségek: a hosszmérés hibaja, a tomegmérés hibaja és a numerikus in-
tegralds hibaja. A hosszmérés (abszolut) hibdja kb. 1 mm, eszerint a relativ hiba
Flo ~ 0,7%. A toémegmérés hibaja kb. 0,5 g, a kiilonbség képzésekor ez a kétsze-
resére is néhet, a relativ hiba tehdat kb. % ~ 3%. A munkdk meghatdrozdsanak
relativ hibdja kb. a hossz- és a tomegmérés relativ hibajanak osszege, vagyis 4%
nagysagrend1i.

Pdcsonyi Péter (Zalaegerszeg, Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)

28 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Jeszendi Sara és Pacsonyi Péter megoldésa.
Kicsit hidnyos (5 pont) 8, hidnyos (1-2 pont) 17, mérésként nem értékelhetd 1 dolgozat.
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Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 666. Az dbran egy vidamparki szo-
rakoztatoszerkezet vdzlata ldathaté. A kézépsd,
4 ke @
nagy henger egyenletesen forog korbe. A rajta
lévs négy rogzitékar segitségével négy tenge-
lyezett, kor alaku ,gondola” is kérbejar. Min-
den gondola kiézepéhez egy-egqy korongot rég- K
zitettek, melyek ugyanigy vannak tengelyezve, @ @:@A
mint a gondola. A gondoldk kozepén 1évé ko- c N
rongok csuszdsmentes szijdttétel segitségével
csatlakoznak a szerkezet kézepén taldlhato K
koronghoz, ami rogzitett, tehdt egydltaldn nem
forog. (Az dbrdn — az dttekinthetdség kedvé- @D
ért — csak az eqyik gondoldndl tintettik fel ezt
a szijat.)

Az A, B, C és D pontok egy-eqy utast dbrdzolnak. Milyen pdlyin mozognak
az utasok? Hogyan vdltozik a kozdttik lévd tdvolsdg a forgds kiézben? (A szerkezet
vizszintes stkban forog, a tengelyek mind fiiggdlegesek.)

(4 pont) Amerikai feladat nyomdn

Megoldas. A kozépsé henger valamilyen iitemben (valamekkora szogsebessé-
gel) forog. A K korong a gondoldkhoz képest ugyanekkora szogsebességgel forog,
de ellentétes irdanyba. fgy amennyit a kozépso henger elfordul az egyik iranyba,
ugyanannyit fordul el mindegyik gondola a nagy hengerhez képest a masik iranyba.
A talajhoz képest tehat a gondoldk nem forognak.

Ez azt jelenti, hogy a mozgds sordn mindegyik utas (a feliilnézeti dbranak meg-
felelen) a gondola jobb szélénél marad, és igy az utasok kozotti tdvolsdg nem vél-
tozik. Mindegyik utas ugyanazon a korpéalyan mozog, azon egy negyedkorivnyi 1t-
kiilonbséggel kovetik egymast. A korpalya kozéppontja nem esik egybe a K korong
kozéppontjaval, ahhoz képest a gondoldk sugardval megegyez6 mértékben jobbra
eltolédott pontban van.

Kovdes Alex (Szegedi Radnéti M. Kis. Gimn., 9. évf.)

38 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 16, hibds 6 dolgozat.

G. 671. Két nagy méreti, figgdleges siku siktikor egymdssal pdrhuzamos,
a tikrok eqymds felé néznek, a kozottik lévd tavolsdag 1 m. Ha a két tikor kozott ko-
zépen dllva oldalra kinyujtott tenyerink tikorképére nézink az egyik tikorben, akkor
igen sok képet latunk. Milyen tdvolsdgra vannak egymdstol a tenyeriink tikorképei?

(3 pont)
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Megoldas. A keziink tiikorképeit ugy fogjuk latni, mintha a tenyeriink ira-
nyaba es6 tiikor mogott egy sorban helyezkednének el.

Az alabbi dbra feliilnézetbdl abrazolja a tiikroket, a tenyeriinket és a fejiinket,
vagyis a szemiink helyzetét. (Az dbra nem méretardnyos.)

! 2m ! 2 m !
titkor tikor 0 >
1. tiikorkeép | | 2. tiikérkép | | 3. tiikorkép
p) | | /,4 | -3
, . e
P | /L/ | e 1
, I 7/ I /L/ I
/ - | 7 | |
b -4 | |
o7 I//’/ | | |
7T I I I
-7 | | | |
| | | |
1m 1m

Az egyszer vagy tobbszor tiikr6z6dé fénysugarak a szemiinkbe jutva a keziink
latszolagos képeit hozzdk 1étre. Csak a jobb oldali (vastagabb vonallal jelslt) tiikor
felé induld fénysugarak hozhatjik létre a tenyerink képét, a balra induld fénysu-
garak pedig a kézfejiink képét. (Ez utébbiakkal nem foglalkozunk.)

Az a jelli vonal az els6 titkrozédést jeloli. Itt csak egyszer tiikrozodik vissza
a tenyeriinkrol kiindulé fénysugar, igy jut el a szemiinkbe. Ha a megfelel6 tiitkorre
tengelyesen tiikrozziik a tenyeret, akkor megkapjuk a latszélagos képének helyét.

s

A misodik, b jelii esetben a mogottiink 1évé titkorbdl is egyszer visszaverddik
a fény. Itt harom tengelyes tiikrozéssel meghatarozhatjuk a tenyeriink latszolagos
képének helyzetét.

Ugyanezt elvégezhetjiik tigy, hogy a mogottiink 1éve titkorbol kétszer verodjon
vissza a fény, ez a c eset. Itt 6t tengelyes tiikrozéssel lehet megkapni a tenyeriink
latszolagos képének helyét. Leolvashat6 az dbrardl, hogy a szomszédos tiikorképek
kozotti tavolsdg pontosan 2 m lesz.

Kis-Bogddn Kolos (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 10. évf.)

37 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hidnyos (1 pont)
17, hibas 7 dolgozat.

G. 674. Budapest és Veresegyhdz kozott munkanapokon kétféle vonat koz-
lekedik: az egyik személy, a mdsik gyorsitott személy. Internetes menetrend (pl.
elvira.mav-start.hu) alapjin dllapitsuk meg mindkét jdarat dtlagsebességét! Ho-
gyan vdltoznak az dtlagsebességek, ha a vonatnak a menetrendtdl eltérden 10 percig
varakoznia kell a szembdl érkezd, késésben lévd ellenvonatra?

(3 pont)
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Megoldas. Nézziik meg az interneten az elvira.mav-start.hu oldalt, és
valasszuk ki valamelyik személyvonat menetrendjét. Lathatjuk, hogy Budapest-
Nyugati és Veresegyhdz kozott a tavolsag s = 27 km. Az egyik személyvonat pl.
9:00-kor indul és 9:48-kor érkezik meg Veresegyhdzra, a menetidS (beleszdmitva
az allomdsokon toltott idéket is) ¢ = 48 perc, azaz 0,8 6ra. A személyvonat atlag-

sebessége:

s 27 km km
stlag = — = —_— = 34 —_
Vatlag = 5 = 58 Th h

Tekintsiink most egy gyorsitott személyvonatot, pl. ami 16:33-kor indul a Nyu-
gatibdl és 17:10-kor érkezik meg Veresegyhdzra, a menetideje 37 perc, azaz 0,62 éra.
A gyorsitott személyvonat atlagsebessége:

s 27 km km
Vitlag = 3 = g3, ~ 4

Ha a személyvonat az utja sordn 10 percet varakozik valahol az ellenvona-
tara, akkor a teljes menetid§ 58 percre (azaz 0,967 dérara) novekedik, igy a vonat

atlagsebessége:
S 27 km _ km

22l T 98 ——
t 0967 h h'’

ha pedig a gyorsitott személyvonat varakozik 10 percet, akkor menetideje 47 percre
(0,78 6rara) né, igy az dtlagsebessége:

Vatlag =

_s_ 2 km g km
Vatlas = 5 =078 h 0 Th

Hruby Lili (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évt.)
29 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldas. Hidnyos (1-2 pont) 9, hibds 2 dolgozat.

G. 676. 2019. janudr 21-én hajnalban Magyarorszagrol jol ldthato teljes hold-
fogyatkozas wvolt, ami valamivel t6bb, mint egy ordn dt volt élvezhetd. Mitdl figg,
hogy mennyi ideig tart a holdfogyatkozds teljességi fdzisa?

(4 pont)

Megoldas. Holdfogyatkozas akkor kovetkezik be, amikor a Hold a Fold &r-
nyékéba keriil. Teljes holdfogyatkozdskor (ez a holdfogyatkozds teljességi fdzisa)
a Hold teljes terjedelmében az ,umbraban” (a Fold teljes drnyékdban) tartézkodik
(lasd az 1. dbrdt). Ez teliholdkor torténhet, amikor — ha nincs holdfogyatkozas —
a Hold egy fényes kornek latszik.

A teljességi fazis idétartaméat tobb tényezé is befolydsolja:

1. A Fold—Nap tavolsag valtozik, hiszen a Fold nem kor, hanem ellipszispalyan
kering. Az dbran lathaté a sz6g annél kisebb, minél messzebb van a Fold a Naptol.
Az o sz6g nagysigat a Nap sugara (Rnap), a Fold sugara (Rpgia) és a Nap-Fold
tavolsag (dnap) aktudlis értéke egyértelmiien meghatérozza. Ha a dyap tdvolsag né,
a Hold pélydjédnak az umbréba es része (annak i{vhossza) is né, és emiatt a Holdnak
az arnyékban valo tartézkodasanak ideje is né.
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a Fold ellipszis
alaki palyaja

a Hold ellipszis
alaku palyaja

teljes arnyék (umbra)

1. dbra (nem méretaranyos)

2. A Hold is ellipszispalydn mozog, tehdt a Fold-Hold tévolsdg (duolq) is dllan-
déan véltozik. Szuperholdkor, amikor dyoq a legkisebb (vagy ahhoz kozeli érték),
a Hold hosszabb iven halad az umbraban, ettdl a holdfogyatkozas ideje nagyobb
lenne, viszont ilyenkor nagyobb sebességgel halad, és ez 6nmagaban az id6tartam
csOkkenését eredményezi. A két ellentétes hatds koziil az utébbi, a Hold keringési
sebességének valtozasa a jelentOsebb.

3. A Hold pélyasikja nem esik egybe a Fold pélyasikjaval (az ekliptikdval),
azzal kb. 5°-0s szoget zar be, emiatt van csak ritkdn hold- és napfogyatkozas,
hiszen a Hold nem minden hénapban halad at az umbran. Ha mégis athalad
azon, nem biztos, hogy eléri a Nap-Fold egyenest, vagyis a kiup alaki umbra
szimmetriatengelyét. Az umbra tengelyének iranyabdl nézve a Hold egy kor alaki
arnyékzonan haladhat keresztiil, és az athaladas ideje nyilvan fligg attél, hogy
milyen kozel keriil a Hold ehhez a szimmetriatengelyhez. Ezt szemlélteti a 2. dbra,
amely a Hold harom lehetséges ,palydjat” mutatja, azonos idékozokben késziilt
felvételeken. Lathatdéan so > s3 > s1, tehdt az sy utvonalhoz tartozik a legtovabb
tarté holdfogyatkozas.

féelarnyék

2. dbra (nem méretaranyos)
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4. A Fold keringése miatt az umbra is mozog, és mialatt a Hold athalad rajta
az arnyékzona hatarai is elmozdulnak. Ez is befolyasolja a holdfogyatkozas teljességi
fazisanak idOtartamat.

Juhdsz Mdark Hunor (Kecskemét, Katona J. Gimn., 9. évf.),
Sdrvdri Borka Luca (Dunakeszi, Radnéti M. Gimn., 9. évf.) és
Sz6l8ssi Gergely (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

26 dolgozat érkezett. Helyes 9 megold4s. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
7, hibas 4 dolgozat.

G. 678. Egy autd 36 km/h sebességgel halad a vdrosban, mikizben kerekei

tisztdn gordilnek. Mekkora a kerék legeldl lévd pontjanak o talajhoz viszonyitott
sebessége?

(3 pont)

Megoldéas. Az auté egésze, és igy valamelyik kivalasztott kerekének O tenge-
lye is a talajhoz képest

km m

v=36 — =10 —

h S

sebességgel mozog vizszintesen elGre.
Py v : ) e

| Mivel az autoé kerekei tisztan gordiilnek, a ke-
\L\ rék haladasi sebessége megegyezik a keriileti pont-
T Ukl Vereds  jainak a tengelyhez viszonyitott vy kertileti sebes-
- S ségével, vagyis v = vi. JOl latszik ez az dbrdn, a ta-

lajjal érintkezd, tehat éppen mozdulatlan T pont
ered6 sebességének eltiinésébol.

A kerék legelol 1év6 P pontja a talajhoz képest a forgasbdl és a haladasbol szar-
maz6 sebességvektorok dsszegének megfeleld sebességgel mozog. A keriileti sebesség
vektora fiiggolegesen lefelé, a talaj iranydba mutat, a haladasi sebesség vektora pe-
dig a talajjal parhuzamosan elére. Mivel ezek a vektorok egyenlé nagysaguak és
egymasra merdlegesek, az ereddjiik

k
Vereds = V2 ~ 14 = & 51 o
S h
nagysagu, irdanya pedig a vizszinteshez képest 45°-0s szogben lefelé mutat.
Tobb dolgozat alapjdn

79 dolgozat érkezett. Helyes 53 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 1, hidnyos (1 pont)
15, hibas 8, nem értékelhetd 2 dolgozat.

G. 680. Egyszerre megrdntjuk eqy ki-
| — | feszitett gumikotél mindkét végét, az egyiket
I < I felfelé, a masikat lefelé. fgy két hullam indul

el egymads felé az abran ldthaté mddon.
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A két szimmetrikus hulldm azonos nagysdgiu energidat szdallit. A két jel taldlko-
zasakor a gumikotél egy pillanatra egyenessé valik. Hovd tinik ekkor a két hullam
energiaja? Athaladnak-e egymdson a jelek, vagy végleg kioltjak egymdst?

(4 pont)

Megoldas. Nézziik meg a gumikotelet egy pillanattal azelétt, hogy egyenessé
valik. Az dbrdn ezt az alakot mutatja a folytonos gorbe, az egyenessé valas pil-
lanatat pedig a szaggatott vonal. A nyilak a gumikotél egyes darabkainak sebes-
ségére utalnak. Rovid id6vel késébb a hulldimok a pontozott vonallal jelolt alakot
mutatjdk. A sebességek nagysagit a folytonos gorbe és a pontozott gorbe kozotti
kiilonbségbdl olvashatjuk le.

WNUUMTTTM

Az egyenessé valas pillanataban a jobbra és a balra haladé hullam kitérései is
és a sebességek is ,6sszeadbdnak” (szuperpondlddnak). A kotél egyes darabkai tehat
mozgdsban lesznek, a két hulldm energidja nem t{inik el, hanem mozgési energia
formajéban lesz jelen.

Ha a taldlkozas utan egy pillanattal késobb néziink a kotélre, akkor egy ahhoz
hasonlé gorbét latunk, mint amelyet az dbréan a pillanatnyi sebességvektorok vég-
pontjai rajzolnak ki. A taldlkoz6 hulldimok tehat nem oltjak ki egymadst, a két jel
az eredeti irdnyba halad tovdbb. A két szimmetrikus hullim zavartalanul athatol
egymason.

Hasonld jelenséget figyelhetiink meg akkor is, amikor két kévet dobunk az ad-
dig mozdulatlan vizbe. A hulldmok itt is ,d&tmennek egyméson”. A taldlkozdsukkor
a gumikotélben 1év6 rugalmas energia (vizhulldmokndl a kitéréssel ardnyos gravi-
tacids helyzeti energia) mozgdsi energiava alakul. Amikor a hulldimok szétvalnak,
a mozgési energia egy része visszaalakul helyzeti energiavd, és a kotél (vagy a viz-
felszin) megfigyelhetd kitériilésével a hulldm ismét ldthatéva vélik.

Sebestyén Jozsef Tas (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 8. évf.) és

Szirmai Dénes (Budapest, Szildgyi E. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

47 dolgozat érkezett. Helyes Lang Erik, Schmercz Blanka, Sebestyén Jézsef Tas,

Szirmai Dénes és Téth Dominik megoldasa. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)
18, hibas 18, nem értékelhet6 1 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5130. Hany fényév tdvolsdgra van télink az a galaxis, amelynek egyik csil-
lagdrol hozzdnk érkezd sugdrzdsban a hidrogén 4d — 2p dtmenetnek megfeleld fény
hulldmhossza 513 nm?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldéas. A 4d — 2p dtmenet sordn a hidrogénatom n; = 4-es f6kvantum-
szamu allapotbdl ny = 2-es dllapotba keriil. A hidrogénatom kvantélt energiaszint-
jeit a Bohr-modell (vagy a kvantummechanika térvényei) szerint az

me* 1 13,6 eV

E, =——c - _
" 8egh? n? n?

Osszefiiggés alapjan szdmithatjuk ki (ahol m az elektron tomege, e az elemi t6ltés,
h pedig a Planck-dllandé). Eszerint Fy = —3,4 eV, E4 = —0,85 eV, a felszabadulé
energia: £y — Fy = 42,55 eV. Ez az energia az Einstein—Planck-hipotézis szerint

he

= ——— =485
B &, nm

Ao
hulldmhossziségi fény keltésére elegendd (c a fénysebesség vdkuumban).

A Foldre érkezé és itt megfigyelt fény A = 513 nm-es hullaimhossza A\ =
= A\ — )¢ = 28 nm-rel nagyobb, mint a kibocsatott fényé, az tehat a voros felé tolo-
dott el. A virdseltoloddst a galaxis (és benne a csillag) nagy sebességli tdvolodédsa
miatt fellépé Doppler-hatasként értelmezhetjiik. A relativisztikus Doppler-képlet

szerint
A Jetw
X Ve—v’

ahonnan a csillag tdvolodasi sebességére a

A2 — A2 km
_ = 0,056 ¢ ~ 16800 —
PEND VAR 5

v

értéket kapjuk. Lényegében ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a nemrelativisztikus
v = 82 ¢ formuldbl indulunk ki; igy szamolva

v = 0,058 ¢ ~ 17400 kTm

tdvolodasi sebességet kapunk.
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A Hubble-térvény kapcsolatot ad meg az extragalatikus objektum r tavolsaga
és v tavolodasi sebessége kozott:

v= Hr. ahol H~70 —2

s-Mpc’
Ezek szerint a feladatban szereplo galaxis r = % ~ 240 Mpc tavolsigra van toliink;
ez kb. 800 milli6 fényévnek felel meg.

Morvai Orsolya (Révkomarom, Selye Janos Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

29 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 4 dolgozat.

P. 5135. Vizszintes talajon dllo autoba beszdllo, G = 840 N sulyd vezetd to-
megkdzéppontja az dbran ldthatd A pontba keril. (A méreteket az dbra jobb oldali
része feliilnézetbdl, méretardnyosan mutatja. Az A pont a kerekek dltal meghatd-
rozott téglalapban a bal elsé és a jobb hdtso kereket 0sszekotd atlo elsé harmado-
lopontja.) Mennyivel né meg az egyes kerekekre haté nyomderd a vezetd nélkiili
esethez képest? A kerekek rugdi egyformdk, és kévetik a Hooke-térvényt.

¢ AF, AP
Q@ ffffff -
E{ég J‘g/'/\l, _‘@; AR + 77777 7777777 AF,

\l/ AF3
AR AF,

AF,

(5 pont) Kozli: Németh Laszlé, Fony6d

Megoldas. Jeloljiik a kerekekre hato, a talaj altal kifejtett er6k megvaltozasat
Fi-gyel, Fy-vel, F3-mal és Fy-gyel. (Ezek a feladat &brajan bejelolt, a kerekek
altal a talajra haté AF; tobbleterSk ellenerejei.) Az auté a vezetd beszalldsa el6tt
egyensulyban volt, és utdna is egyensiulyban marad. A szuperpozicié elve alapjan
elegendé a két helyzet , kiillonbségét” vizsgdlni,
vagyis azt, hogy milyen feltételek mellett lenne oF,
egyensulyban az autd, ha csak a G, Fy, Fs, F3 Py S~ i
és F, erok hatnanak ra. I 2.

Az dbran lathat6 kiilonbozé tengelyek
barmelyikére felirhatjuk a forgatényomatékok
egyensulyanak feltételét. Az egyes tengelyeket Pry-
a rajuk illeszked6 pontparokkal adhatjuk meg.
Ezek szerint fennall:
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AB tengelyre Fy + F, = 2(F3 + Fy),
2(F1 + Fy) — G = F5 + Fs,
F3+ Fy=2(F1 + Fy) — G,

2Fy + F3) = Fy + F.

BC tengelyre
CD tengelyre

Pl

DA tengelyre

A fenti egyenletek nem fiiggetlenek egymastol, barmelyik harombdl azonos
atalakitdsok utan megkaphatjuk a negyediket. Ezek szerint az egyik egyenletet
elhagyhatjuk, majd algebrai atalakitasok utan kapjuk, hogy

(1) Fy— F, =0,
2

(2) F1+F2:§G,
1

(3) F1*F3:§G.

Az (1)—(3) egyenletek nem hatérozzdk meg a négy ismeretlen erét, még egy
tovabbi feltételt kell keresniink, hogy a feladatot megoldhassuk. Ez a feltétel nem
lehet a fiiggbleges irdny1 erbegyenstily egyenlete, hiszen (2) kétszeresébdl (1)-et és
(3)-t kivonva az Fy + Fy + F3 + Fy = G Osszefiiggést kapjuk. Ugyancsak eredmény-
telen, ha valamilyen maés tengelyre irjuk fel a forgatényomatékok egyensilyanak
egyenletét, abbdl sem kapunk 1j, fiiggetlen informéciot.

A Py, Py, P3 és Py pontok a kerékrugdk felsé, a merev alvazhoz kapcsolédd
végét jelolik. Ezen pontok helyzete fiigg a rugdk tsszenyomddédsatodl, a fiiggéleges
iranya A/; elmozduldsuk pedig a vezet6 beszallasanak hatdsara az F; tobbleterével
aranyos. Ennek megfeleléen az O pont lesiillyedése egyrészt %(AE 1+ Al3), masrészt
%(AKQ + Al,) alakban adhaté meg. Mivel a rugék egyformdk és kovetik a Hooke-
torvényt, fennall, hogy

(4) %(Fl + F3) = %(Fg + Fy).

Az (1)—(4) egyenletrendszer mér megoldhatd, és a keresett erékre F; = 350 N,

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

17 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(2-3 pont) 7 dolgozat.

P. 5146. Egy tivegpohdrban a viz felilete a pohar faldndl homori, a higany fe-
lilete viszont dombori. Létezik-e olyan alaki tivegedény, amelynek faldndl a higany
feliilete is homori?

(4 pont)
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Megoldas. A szilard testekkel érintkezd folyadékok felszine (annak érintésikja)
bizonyos ¥ szoget zdr be a szildrd feliilettel (annak érintésikjaval). Ez a szog
— amelyet illeszkedési szognek neveznek — fiigg a folyadék és a szilard test anyagi
mindségétdl. (A ¥ szoget a szilard testnek a folyadékkal érintkezd részétél mérjiik.)
Viz és iiveg esetében ¥ hegyesszog (azt mondjuk: a viz nedvesiti az {iveget), higany
és tiveg esetében pedig tompaszog (a higany nem nedvesiti az iiveget).

levegd
¥ U
higany
; . iveg higany tiveg
iiveg iiveg
1. dbra 2. dbra

A fiiggéleges fali pohéarban a faltdl kicsit eltavolodva a higanyszint emelkedik,
emiatt a higany feliilete domboru (1. dbra). Megfelel§ mértékben sziikiilé (tehét
nem fiigg6leges fald) iivegedényben viszont eléfordulhat, hogy — jéllehet ¢ > 90° —
a faltdl eltdvolodva a higanyszint csokken, és emiatt a higany felszine a 2. dbrdn
lathaté médon homorii.

Horvdth Anikd (Szeged, Radnéti M. Gimn., 11. évf.)
dolgozatanak felhasznaldsaval

17 dolgozat érkezett. Helyes Horvath Aniké és Laposa Hédi megoldasa. Kicsit hidnyos
(3 pont) 1, hidnyos (1-2 pont) 3, hibds 11 dolgozat.

Fizika alapszak az ELTE TTK-n

Kedves tovabbtanulé Fizikabaratok!

A KoMaL évszazados hagyomédnyokat kovetve vezeti be a kozépiskolasokat
a matematika és a fizika tantargyak rejtelmeibe. Ez a tudés jol hasznalhaté az egye-
temi fizikatanulds sordn is. A KéMal feladatmegolddinak és olvasdinak egyik ter-
mészetes tovabbtanuldsi irdnya a fizika vélasztdsa. Akik szeretik a fizikat és ezzel
szeretnék felkésziiltségiiket fejleszteni, azoknak hasznos tovabbtanulds az egyetemi
fizika alapképzés. Nemcsak a leendd kutatoknak, de minden kreativ problémamegol-
dést igénylé munkahelyen elhelyezkedének felhasznalhaté tudast nyujt ez a képzés.
Azok szdméra is jé alap, akik kés6bb nem a fizikus mesterszakokon folytatjdk tanul-
manyaikat, hanem geofizikus, meteorolégus, csillagasz, kornyezettudomanyi vagy
anyagtudomanyi mesterképzésben tanulnak tovabb. A KoMalL-ban elmélyitett fizi-
kai targyi tudas szakmai ismeretei a fizikatanar képzésben is kamatoztathatok azok
szamadra, akik kedvet éreznek életiik sordn didkok tanitdséra.
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A fizika targy tudédsa, amit a fizika alapszakokon el lehet sajatitani, szdmos
munkahelyen ad lehetOséget a karrier épitésére. A kutatdintézeteken kiviil a pénz-
iigyi, muszaki vilag nagyvéllalatainak kutatési és fejlesztési projektjein, vagy kisebb
cégekben alkalmazott problémamegold6 képességhez tarsuld fizikai tudast és infor-
matikai készségeket igényl6 projekteken lehet elhelyezkedni a fizikatanulds soran
megszerzett képességek felhasznalasaval.

Az ELTE TTK fizika alapszakja egyediildllé médon egyesiti a lehet&ségeket!
Az itt szerzett alapszakos diploma szdmos mesterképzésben felhasznalhat6 egyete-
miinkon beliil és kiviil igy, hogy mér az alapképzés soran a specialis tovabbtanulds
alapoz6 témaiban lehet krediteket szerezni.

Az ELTE TTK tovébbi lehetdséget is nyujt a fizika tanuldsara az osztatlan
tanarképzési szakokon. A fizika szak mellett a matematika, kémia a leggyakoribb
parositas, de informatika, torténelem vagy nyelvi szakok is elterjedtek méasodik ta-
nari szakként. Az osztatlan tanarképzésben szerzett diploma fizikdbdl egyediilalléan
keresett képesités a munkaerépiacon. Napjainkban ez egy hidnyszakma és biztos el-
helyezkedést jelent azok szdmara, akik szeretnének ezen a tarsadalmilag is fontos
palyan elhelyezkedni.

A fizika alapszak targyainak kindlata az ELTE TTK-n kifejezetten széles. A ko-
telez6 targyak szilard alapja jelenti a szakma megismerését, de emellett szamos
részteriilet bevezet6 tananyaga elsajatithaté. Az ELTE TTK Fizikai Intézetének
munkatarsai a biolégiai fizika, elméleti fizika, anyagtudomany, asztrofizika, komp-
lex rendszerek statisztikus fizikdja, kvantummechanikai témakorok — példaul kvan-
tumszamitogépek leirasa —, részecskefizika, nehézionfizika, atommagfizika témakban
nemzetkozi kutatdsokba is bevonjak az érdekléd6 didkokat. A kutatds irdnt is ér-
deklédo didkok szamdéra bejaratott it vezet a tudoményos didkkori projektek felé.
Ezen didkok altal végzett kutatasi eredmények didkkonferencidkon mutathatok be,
melynek orszagos rendszerében az ELTE TTK hallgatoi évek éta kivaldan teljesite-
nek és sikereket érnek el. A didkkori kutatémunkék kivald alapot adnak a kiilfoldi
egyetemeken torténd mesterképzésben vagy doktori iskoldban torténé tovabbtanu-
l4sra.

A tandrszakos osztatlan képzés felhaszndlja az ELTE t6bbi karain oktatott
pedagdgiai és tanitdasmddszertani szakmai tuddst is. A tanarszakosok tobbszor
lehetéséget kapnak a tanitdsi mdédszerek kiprobalasara és a tapasztalt tanarok
mesterség-elemeinek megtanuldsiara. Az ELTE harom gyakorléiskolaja kivéald terep
a tanari szakma komplex elsajatitasara, de szdamos mas kozépiskoldban is lehet
gyakorlatokat végezni.

Az ELTE TTK fizikaképzése nemzetkozi szintli, amit az is jelez, hogy szdmos
alapszakos diplomaval rendelkez6 didkunk folytatta mar rangos angol, svéjci vagy
német egyetemen a fizikatanuldsat. Ezekre az egyetemekre az ELTE-n a legjobb
eredménnyel végz6 didkoknak jé esélye van bejutni az elmilt évek statisztikai
alapjéan.

Az ELTE-n végzett fizikusok nemzetkozi 1éptékben is versenyképesek. A mes-
terképzésben diplomét szerzok nagy része sikeresen jut be doktori iskoldba vagy
itthon vagy kiilf6ldon, az Egyesiilt Allamoktdl kezdve J apanig szamos nivés egye-
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temen. Az ELTE TTK-n foly6 fizikai téméjui kutatdsok sok esetben vildgszinvo-
nali kutatéhelyekkel torténé egyiittmiikodésben valésulnak meg. Didkjaink eljut-
hatnak a svajci CERN részecskefizikai kutatécentrumba, vagy a LIGO amerikai
gravitaciéshullam-detektor eredményeit elemezhetik. Szamos tovabbi eurdpai, ki-
emelkedd centrumba lehet Erasmus 6sztondijat nyerni, ami az ELTE-s didkok fel-
késziiltségét jelentosen noveli és az itt elvégzett képzések j6 alapot biztositanak
a kutatasi kérdések sikeres megoldasara, a komplex problémamegoldasi képességek
fejlesztésére és a késébbi kutatdsi vagy ipari fejlesztési dllasok elnyerésére.

A képzés tovabbi részleteirdl az aldbbi weblapon lehet informécidkat szerezni:
https://physics.elte.hu.

Az ELTE TTK hallgatéi élete vidam és szerteagazd. A Magyar Fizikus Hallga-
ték Egyesiilete szdmos programot szervez a hallgatéinknak. Kiulfoldi didkkonferen-
cidkon vagy cseregyakorlatokon lehet részt venni, szabadidés programok és a fizika
targyakban felkészité programok szerepelnek a palettdn. A fizika népszeriisitésé-
ben is jartassiagot lehet szerezni, a kozosségi programok is gyakran népszeriiek.
A fizika szakokhoz j6l szervezett mentorprogram tarsul. Minden évfolyamon tobb
kiképzett mentor segit a targyak felvétele koriili kérdésekben, az optimaélis egye-
temi stratégidk megtalalasaban, és dtadjak a felsobb éves didkok altal Gsszegytijtott
tapasztalatokat. Az ELTE TTK fizika alapszakja jol szervezett, baratsagos képzés.
Didkjaink nagy szazalékban valasztjak az ELTE TTK-t a tovdbbtanulasra.

Az ELTE TTK fizika képzéseirél személyesen is tapasztalatot lehet szerezni
a Nyilt Nap programjain 2020. januar 18-dn a Lagymdényosi Kampusz modern
épiileteiben.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 392. Mérjiikk meg a 100 forintos vagy az 1 eurds pénzérme anyaganak
fajhéjét kaloriméterben (termoszban)!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

G. 693. Két teljesen hasonlé vonat két parhuzamos vaganyon halad egymassal
szemben &lland6 (de nem feltétleniil azonos nagysdgi) sebességgel. A mozdonyok
ugyanolyan hosszisagiak, mint a kocsik. Mindkét vonat 19 kocsibdl és a mozdony-
bol all, amely vontatja a szerelvényt. Az egyik vonaton Piri elolrél a harmadik
kocsiban utazik. Miutan a két vonat taldlkozik, Piri kocsija 36 mésodperc milva
keriil teljes terjedelmében Dani szembodl jovo kocsija mellé, és ezt kovetGen tjabb
44 masodperc telik el, amig a két vonat teljesen elhalad egyméas mellett. EISlrol
hényadik kocsiban utazik Dani?

(4 pont) Kozli: Székely Zoltdn, Székelyudvarhely
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G. 694. Egy éppen 100 kg tomegti rakéta a vilagiirben masodpercenként 100 g
égésterméket lovell ki. A gdz 1 km/s sebességgel hagyja el a rakéta fuvokajat.
Mekkora a rakéta gyorsulasa?

(3 pont)

G. 695. Jatékpingvineket fiiggesztettek
egy mozgo szobadiszre. A nagyon konny ru-
dakat a negyedel6pontjukban fiiggesztették
fel, és igy egyensulyban vannak. Mekkora a 2.,
a 3. és a 4. pingvin tomege, ha tudjuk, hogy
¢ g az els6 48 dkg tomegli?

1@ Qﬁ 3"‘ 4';\ (8 pont) Amerikai feladat

G. 696. Sanyi egy forrasztépakat kapott kardcsonyra, és rogton kiprébélta.
Egy 2000 Q-os ellenéllassal parhuzamosan 6sszeforrasztott egy 500 2-os ellendllast,
majd az egésszel sorba egy masik 500 -osat, végiil az igy kapott elrendezéssel
parhuzamosan egy 600 Q-os ellendllast. Az egészet egy telepre kapcsolta, és meg-
allapitotta, hogy igy a 2000 Q-os ellendllason 2 V fesziiltség mérhetd.

a) Készitsiik el az dramkor kapcsoldsi rajzét!

b) Mekkora a telep fesziiltsége?

¢) Mekkora a telepen &tfolyé dram erdssége?
(3 pont)

P. 5186. Egy szanké és a rajta iild gyerek egyiittes tomege 25 kg. A csuiszdsi
surlodasi tényezd a hoban 0,05.

a) Szeretnénk vizszintes terepen dllandé sebességgel hiizni a szankdét. Mekkora
vizszintes er0 sziikséges ehhez?

b) A szénkdt vizszintes, havas talajon 2 mésodpercen at 50 N erdvel felgyor-
sitjuk allé helyzetbdl, majd magara hagyjuk. Mekkora utat tesz meg a szankd
az indulas és a megallas kozott?

(3 pont) Tarjdn Imre emlékverseny (Szolnok) feladata alapjdn

P. 5187. Egy /1 = 25 cm és egy {5 = 1,2 m hosszu fonélingat azo-
¢, ~ hos magassagban rogzitiink. A lengések sikja parhuzamos, és egymashoz
elég kozel van. Az ingdkat az egyensiilyi helyzetbél azonos nagysag, kis
szoggel, ellentétes iranyban kitéritjitkk, majd elengedjiik.
a) Az induldshoz képest mennyi idé milva halad el egymds mellett
a két fondlinga?

b) Mennyi id6 miilva taldlkoznak mésodszor?

¢) Mekkordra kellene véltoztatni az ingahosszak ardnyat, hogy
az 0todik talalkozas legyen az els6 olyan, amikor az ingak sebességének irdnya

azonos?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5188. Vizszintes feliileten egyenes vonalban v [m/s]
mozgo, téglatest alaki hasab a sirlédéas kovetkezté-
ben egyenletesen lassul. Az dbra a hasab mozgasa-
nak sebesség—id6 grafikonjat mutatja.

107

A hasdb tetejére rugds jatékagyut rogzitettek, ST
ami vy torkolati sebességii, m tomegi 16vedéket 16
ki pillanatszertien a hasab lassulé mozgéasa soran. t[s]

T

A hasab és az 4gyu egyiittes tomege M. 1 92 3 4 5

a) Milyen irdnyban alljon az dgyd cséve, hogy
a kilovés egydltalan ne legyen hatéssal a hasab lassuldséra, vagyis a grafikon az dbra
szerint folytatodjon a kilovés utan is?

b) Ha az dgytcsovet az el6zéekben meghatdrozott szog felére engedjiik le, akkor
a kilovés milyen médon befolydsolja a lassuldsi grafikont? Abrézoljuk a mdédosult
sebesség-idé grafikont, ha a kilovés t = 2 s-nal kovetkezik be!

Adatok: m = 0,1 kg, M =1 kg, vo =5 m/s.

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5189. Hosszu, hengeres, glicerinnel teli cs6 kozepében kicsiny légbuborék
van. Ha a csovet fiiggblegesen feldllitjuk, a buborék alland6, 1 cm/s nagysagu
sebességgel emelkedik. Ha a cs6 vizszintes, és a tengelyével parhuzamosan 20 m/s
sebességre gyorsitjak, hol 4ll meg a cs6ben a buborék? Hova mozdul el a buborék, ha
a cs§ sebességét egyenletesen 30 m/s-ra novelik? Es hol 4ll meg ezutan, ha a csovet
lefékezik? (A buborék meginduldsdnak és megélldsanak rovid idétartamat, valamint
a cs6 faldnak fékezd hatdsat hanyagoljuk el.)

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5190. Egy vékony falu, fiiggélegesen all6 iivegeso alul szabdalyos félgomb
alaki. A cs6 atméréje 10 cm. Vizet toltiink a cs6be, 20 cm magasan. A ¢s6 tengelye
mentén, a vizfeliilet felett 30 cm magasan egy kicsiny fényforras vildgit.

a) Hova tegyiink egy ernyét, hogy azon a fényforras éles képe jelenjen meg?

b) Mekkora a kép nagyitdsa?

(A viz térésmutatéja n = 4/3.)

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5191. Ugyanannyi idedlis gazzal az dbra sze- P
rinti p—V diagramon abrézolt 1 —2 — 3 — 1, il-
letve az 1 —+ 3 — 4 — 1 korfolyamatot végeztetjiik.
Melyik korfolyamatot végzd gépnek nagyobb a ha- /
tasfoka, és milyen Osszefiiggés all fenn a két hatdsfok
kozott? 1 4

(5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata
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P. 5192. Az dbrdn lathaté, egyik végén zéart, U alaki, 1 cm?
keresztmetszetii csében 1év6 higany 40 cm hosszuségu, 300 K hémér-
sékletl levegot zar be. A kiils6 légnyomas 76 cm magas higanyoszlop
hidrosztatikai nyoméséval egyezik meg.

A bezart gdz hémérsékletét allandénak tartva, Vy térfogati hi-
gany betoltése utan a csé két szdraban a higanyszint megegyezik.
Ha ezek utan a bezart levegét melegitjiik, azt tapasztaljuk, hogy
a nyomasa minden hémérsékleten egyenesen ardnyos a térfogataval.
Mekkora a Vj térfogat?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5193. Hat darab ohmos ellenéllast
az abran lathaté mdédon forrasztottunk Gssze.
Mekkora ered6 ellenéllas mérhetd a 20 Q-os
ellenallds végpontjai kozott?

(Lasd A hidkapcsolds eredd ellendlldsa
és dramerdsséger cimi cikket a KoMaL 2016.
évi 2. szamdban vagy a honlapon.)

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

P. 5194. Tekintsiink két azonos méretii, de a koztiikk 1évé 0,2 m tavolsaghoz
képest kicsiny fémgombot! A két gombnek kiilonb6z6 toltése van, és 1,2 N erével
vonzzak egymast. A gomboket Osszeérintjiik, majd visszahelyezziik 6ket az eredeti
helyiikre. Azt taldljuk, hogy most taszitjik egymdst, de az erd nagysdga az elézével
azonos. Mennyi volt a fémgémbok eredeti toltése?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezovasarhely

P. 5195. Egy a = 60 cm oldalhosszisagu, egyenlo oldalt haromszog cstcsai-
ban egy-egy Q = 6-10~7 C nagysagi, pontszeriinek tekinthetd toltés helyezkedik
el vakuumban. Mekkora és milyen irdnyd az elektromos térerdsség a haromszog
oldalharmadolé pontjaiban?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5196. Egy rakéta a hajtémiivének miikodése kozben csak a kidramlo gazsu-
garra ,tdmaszkodhat”. A hajtéanyag energidjanak jelentOs részét a kidramld gdzok
viszik magukkal, a rakéta mozgasi energiadjanak novelésére a felszabaduld energia
kisebb hanyada jut.

a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora Av értékkel né a rakéta sebessége, ha az M
tomegil rakétabdl valamennyi idé alatt egy kicsiny AM tomegii gdz aramlik ki
héatrafelé, a rakétdhoz képest u sebességgel! (A gravitacis erdt itt és a tovabbiakban
elhanyagoljuk.)

b) Mekkora lesz az My tomeggel induld rakéta sebessége, amikor a tomege mar
M (M < My) értékre csokken?
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Utmutatds: felhasznalhatjuk, hogy
T2
/ 1 dz =1n22.
X X1
Tl

¢) Mekkora az M tomegli rakéta és a kidramlott gdzok dsszes mozgdsi energidja
az indulasi vonatkoztatéasi rendszerben?

Utmutatds: felhasznalhatjuk, hogy a kiaramlott gazokbdl és a rakétabdl &llé teljes
rendszer mozgdsi energidjanak megvaltozasa fiiggetlen a vonatkoztatdsi rendszertol, igy
pl. a rakétaval egyiitt mozgé rendszerben is ugyanakkora, mint az induldsi vonatkoztatasi
rendszerben.

d) Legfeljebb mekkora lehet a rakétameghajtds ,mechanikai hatdsfoka”, vagyis
a rakéta mozgasi energidjanak és az Osszes mozgési energianak a hanyadosa az in-
ditasi vonatkoztatasi rendszerben?

(6 pont) Némedi Istvan (1932-1998) feladata

*

Bekiildési hatarid6: 2020. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 1. January 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 28): K. 644. A box
contained a total of 70 blue and green cubes. Four times as many blue cubes were removed
as green cubes, so there remained 7 times as many green cubes as blue cubes in the box.
How many cubes of each colour were there originally? K. 645. What will be the remainder
if14+4+7+---42020 is divided by 87 K. 646. We have three machines. Each of them has
two input channels and one output channel. As represented in the diagram, the machines
carry out some well defined sequence of operations with the numbers obtained through the
input channels, and display the final result as output. Machine A displays z - y, machine B
displays 2% + y, and machine C displays 5 -z + 3 - y where z and y stand for the first and
second input numbers, respectively. The machines A, B and C are connected by attaching
the outputs of two machines to the inputs of the third one. What is the largest possible
output that may be obtained from the third machine if the inputs of the first two machines
are the same, z = 4 and y = 7?7 K. 647. An icosahedron made of paper is cut along some
edges to unfold in the plane and obtain the net of the solid. How many edges need to be
cut? K. 648. The sides of a square are divided into three equal parts. An interior point of
the square is connected to one of the dividing points on each side, as shown in the figure,
to form four quadrilaterals. Given the area of one quadrilateral (see figure), determine the
areas of the other quadrilaterals.
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New exercises for practice — competition C (see page 29): Exercises up to
grade 10: C. 1581. Find all positive integers n for which n! ends in exactly 19531
zeros. C. 1582. Let ABP, BCQ, CDR, DAS denote the regular triangles drawn on the
sides of paralellogram ABCD on the outside. What requirements does the parallelogram
need to meet in order for PQRS to be a square? Exercises for everyone: C. 1583.
In the Cartesian coordinate plane, represent the points for which the following inequality
holds: |z| + |y| + |z + y| < 2. What is the area of the resulting figure? (Croatian problem)
C. 1584. What is the maximum area of a square that can be obtained from a triangular
sheet of paper with sides 3 cm, 4 cm and 5 cm by cutting along at most three straight
lines? C. 1585. What distinct positive primes p and g satisfy the equality p — 4p® + p° =
q — 4¢*> + ¢*? Exercises upwards of grade 11: C. 1586. The points D and E divide
side AB of triangle ABC into three equal parts. Let P be an arbitrary interior point of line
segment DE. Draw parallels to line PC' through the points D and E. These lines intersect
sides AC and BC' at points @ and R, respectively. Show that the area of quadrilateral
PRCQ equals the area of triangle APQ. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1587. Solve the
equation x—\;ﬂ% — a% = T\/—El over the set of real numbers. (Proposed by B. Bird, Eger)

New exercises — competition B (see page 31): B. 5070. There are two kinds
of people living on an island: some always tell the truth, while some always lie. Ten
inhabitants of the island were numbered as 1,2, ...,10. Then everyone was asked the same
three questions: “Is your number even?”, “Is your number divisible by 477, “Is your number
divisible by 57”. The number of those saying “Yes” was three, six, and two, respectively in
the three cases. Which numbers were assigned to liars? (4 points) (Proposed by S. Rdka,
Nyiregyhdza) B. 5071. Let us consider a triangle ABC. Let A; and Az denote the points
that divide side BC into three equal parts, with A; lying closer to vertex B. Analogously,
let B1, B> divide side C'A into equal parts, with B; lying closer to C, and let Cy és C>
divide AB into three equal parts, with C; lying closer to B. Prove that the triangles
A1B1C1 and B2C2As are congruent, and both of their areas are equal to the third of the
area of the triangle ABC. (8 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 5072. Prove that
[Vn++vn+3] = [VAn +5] for all positive integers n. (3 points) (Proposed by T. Imre,
Marosvéasérhely) B. 5073. The tangents drawn to the incircle of triangle ABC, parallel to
the sides, cut off three small triangles at the corners. The radii of the incircles of the small
triangles are 2, 3 and 10 units long. Show that triangle ABC' is right-angled. (4 points)
(Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 5074. Find all positive integers n and distinct
(positive) primes p, g, r for which piq + # + q% = % (& points) (Proposed by G. Holld,
Budapest) B. 5075. The midpoints of sides AD and BC of a convex quadrilateral ABC D
are E and F, respectively. Line segment EF intersects diagonal AC at point P, and
diagonal BD at point Q. Prove that the circles AEP and BF'Q intersect each other
on the line AB. (& points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 5076. Find the real
solutions of the system z +y+z4+v =0, 22 +y? + 22 + 02 =12, 23 + ¢ + 22 + 0% = 24.
(6 points) B. 5077. We want to draw a perspective image of a cube, using two vanishing
points: Iy = (—9;0) and I = (10;0), as shown in the figure. The images of three vertices
are A= (-3;0), B=(0;0) és C' = (4;0). What should the y-coordinate of point F be?
(6 points)

New problems — competition A (see page 32): A. 767. In an n X n array all
the fields are colored with a different color. In one move one can choose a row, move all
the fields one place to the right, and move the last field (from the right) to the leftmost
field of the row; or one can choose a column, move all the fields one place downwards,
and move the field at the bottom of the column to the top field of the same column. For
what values of n is it possible to reach any arrangement of the n fields using these kinds

62 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/1



2020.1.3 — 13:06 — 63. oldal — 63. lap Ko6Mal, 2020. januar

— P

of steps? (Proposed by Addm Schweitzer) A. 768. Let S be a shape in the plane which
is obtained as a union of finitely many unit squares. Prove that the ratio of the perimeter
and the area of S is at most 8.

Problems in Physics
(see page 57)

M. 392. Measure the specific heat capacity of the material of a 100-forint (or 1-euro)
coin in a calorimeter (thermos flask).

G. 693. Two exactly alike trains move towards each other (not necessarily at the
same speed) along parallel railroad tracks next to each other. The length of each locomo-
tive is the same as the length of each railway carriage. Both trains consist of 19 carriages
and locomotives which haul the trains (one locomotive in front of each train). Peggy is
travelling in the third carriage (counted from the locomotive). After the two trains meet,
36 seconds elapse when Peggy’s carriage gets exactly next to that carriage of the other
train in which Daniel is travelling, and then 44 seconds elapse until the two trains go past
each other. Counted from the locomotive, in which carriage is Daniel? G. 694. An ex-
actly 100-kg rocket, moving in space, ejects 100 g exhaust gas in each second. The exhaust
leaves the nozzle at a speed of 1 km/s. What is the acceleration of the rocket? G. 695.
Toy penguins were suspended to an unsteady room decoration. The very light rods (see
the figure) were suspended at their quadrisection points such that the structure is in equi-
librium. What are the masses of the second, the third, and the fourth toy penguins, if
the first one has a mass of 480 g7 G. 696. Alexander got a soldering iron as a Christmas
present, and he immediately tried it. He soldered two resistors of resistances 2000 €2 and
500 €2 in parallel, and then with this he soldered another 500 €2 resistor in series. Finally
with this he soldered a 600 €2 resistor in parallel. He connected the circuit to a battery
and measured the voltage across the 2000 €2 resistor, which was 2 V. a) Draw a schematic
figure of the circuit. b) What is the voltage across the battery? ¢) What is the current
through the battery?

P. 5186. The total mass of a sleigh and a child on it is 25 kg. The coefficient of
kinetic friction between the sleigh and the snow is 0.05. a) We would like to pull the sleigh
horizontally at a constant speed. What is the horizontal force that must be applied?
b) The sleigh is accelerated from rest for 2 seconds with a constant force of 50 N along the
horizontal, snow covered ground, and then it is released. What is the distance covered by
the sleigh from the starting position until it again comes to rest? P. 5187. Two simple
pendulums are fixed at the same height. They swing in parallel planes close to each other.
One of them is ¢; = 25 c¢m, whilst the other is {2 = 1.2 m long. The two pendulums are
displaced in the opposite direction at the same small angle, and then released. a) How
long does it take for the pendulums to go past each other after they were released? b) How
much time elapses until they meet again? ¢) What should the ratio of the lengths of the
pendulums be in order that the fifth encounter be the first one when the direction of the
velocities of the two pendulum bobs is the same? P. 5188. A cuboid-shaped prism is
sliding along a horizontal surface in a straight line and is decelerating due to friction. The
figure shows the velocity-time graph of its motion. A spring-loaded toy cannon is attached
to the top of the prism, which fires projectiles of mass m at a speed of v, during the
slowing motion of the prism. The total mass of the prism and the toy cannon is M. a) To
which direction should the cannon be aimed in order that the projection not affect the
decelerating motion of the prism, or in other words the graph of the motion of the cannon
continue in the same way after firing the projectile? b) If the angle between the gun barrel
and the horizontal is adjusted to half of the angle determined in the previous problem,
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then how does this affect the graph of the deceleration? Sketch the modified velocity-time
graph of the motion, if the projectile was shot at t = 2 s. Data: m = 0.1 kg, M =1 kg,
vo = 5 m/s. P. 5189. There is a small air bubble at the middle of a long cylinder-shaped
tube, filled with glycerine. When the tube is held vertically, the air bubble is raising at
a constant speed of 1 cm/s. Where will the air bubble stop in the tube when it is held
horizontally and is accelerated along its symmetry axis to a final speed of 20 m/s? Where
will the bubble move if the tube’s speed is uniformly increased to 30 m/s, and where will
it stop if the tube is ceased to move? (The short time intervals when the bubble starts
and stops, and the retarding effect of the wall of the tube are negligible.) P. 5190. The
bottom end of a vertical, thin-walled glass tube has a shape of a hemisphere. The diameter
of the tube is 10 cm. The tube is filled with water up to a height of 20 cm. 30 cm above
the water level and along the axis of the tube there is a small light source. a) Where
should we place a screen in order to gain a sharp image of the light source? b) What is
the magnification? (The refractive index of water is n = 4/3.) P. 5191. Two samples of
ideal gas, of the same amount, are taken through the cyclic processes shown in the figure.
The figure shows the p—V diagram of processes 1 -2 —+3 —>1,and 1 -3 -4 — 1. If
the working substance of two engines are the two samples of ideal gas taken through the
above two cyclic processes, which engine has greater efficiency, and what is the relationship
between the two efficiency values? P. 5192. A mercury column confines an air column of
height 40 cm and of temperature 300 K in a U-shaped tube, one end of which is closed,
and which has a cross sectional area of 1 cm?, as it is shown in the figure. The external
air pressure is the same as the gauge pressure of a 76 cm high mercury column. Keeping
the temperature of the enclosed gas constant, some mercury of volume V; is poured into
the tube such that the mercury levels in the two arms of the tube will be the same. Then
if the enclosed air is heated we can observe that its pressure is proportional to its volume
at any temperature. What is the volume V4,7 P. 5193. Six ohmic resistors were soldered
as shown in the figure. What is the equivalent resistance measured between the terminals
of the 20 2 resistor? P. 5194. Consider two metal spheres of the same size, which is small
compared to the 0.2 m distance between them. The two spheres are charged differently
and they attract each other with a force of 1.2 N. The spheres are made to touch each
other and then placed back to their original position. Now they repel each other, but the
magnitude of this repulsive force is the same as the magnitude of the attractive force in
the first case. What was the initial charge of the spheres? P. 5195. At each vertex of an
equilateral triangle of sides a = 60 cm there is a point-like charge of @ =6-10"" C in
vacuum. What is the magnitude and the direction of the electric field at the trisection
points of the sides of the triangle? P. 5196. A rocket engine uses the thrust obtained from
the ejected exhaust. The greatest part of the energy of the propellant is the energy of the
ejected exhaust, and only a small portion is converted to increase the kinetic energy of the
rocket. a) Determine the speed increase Av of the rocket of mass M, when during some
time a small amount of gas of mass AM is ejected backward at a speed of u with respect
to the rocket. (The gravitational force can be neglected in this case and in the further
cases as well.) b) What will the speed of the rocket of initial mass Mo be, when its mass
decreases to M (M < My)? Hint: we can use that f;f % dz=In i—? ¢) What is the total
kinetic energy of the rocket of mass M and the ejected gas particles with respect to the
reference frame of the departure? Hint: we can use that the change in the kinetic energy of
the whole system of the ejected gas and the rocket is independent of the reference frame;
so it is the same in the reference frame of the moving rocket and in the reference frame
of the departure. d) At most what can the “mechanical efficiency” of the rocket be? The
mechanical efficiency is the ratio of the kinetic energy of the rocket to the total kinetic
energy of the system in the reference frame of the departure.
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