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szaméanak hanyadosa. Ez a feltételezés azonban nyilvan nem teljesiil, hiszen — mivel a ba-
but kezdetben barmelyik mezo6re 6%1 valészintiséggel helyezziik le — azok a lépések valo-
szinlibbek, melyek olyan mez6rél indulnak ki, ahonnan kevesebb huszar 1épés lehetséges.
Emellett igen gyakori volt még a szdmoldsi hibék elkovetése (példdul valamelyik mezd

esetén a kedvezd 1épés valdszintliségének elszdmoldsa).

63 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyzd: Adravecz Baldzs, Debreczeni
Tibor, Demcsédk Agnes, Facské Vince, Falvay Julia, Hordés Adél Zita, Kis Kéroly, Kis-
To6th Janka, Kovécs Bence, Limpek Balazs, Mészdros Marton, Molnar Istvdan, Német
Franciska, Péasti Bence, Székelyhidi Klara, Szigeti Dondt, Wagner D&avid Barnabaés.
4 pontos 6, 3 pontos 14, 2 pontos 11, 1 pontos 5, 0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszeri
4 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5004. 2n egymast kovetd egész szam kiozott legfeljebb hdany olyan lehet,
amely oszthaté azn+1, n+2, ..., 2n szdmok kozil legaldbb az egyikkel?

(6 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. A 2n egymdst kovetd egész szdm halmazat jelolje H. A H ele-
mei kozott legfeljebb egy lehet oszthaté 2n-nel, hiszen két ilyen szam kiilonbsége
legalabb 2n, mig H legnagyobb és legkisebb elemének kiilénbsége csupan 2n — 1.
Hasonl6é okbél az n+1,n+2,...,2n — 1 szamoknak legfeljebb két tobbszorosiik
lehet H-ban, mivel harom ilyen t6bbszoros koziil a legnagyobb és legkisebb kiilonb-
sége legaldbb 2(n + 1) > 2n — 1.

A tovabbiakban n paritdsa szerint két esetet kiilonitiink el egymastal.

1. eset: m paros. Ekkor az n+ 1, n+2, ..., 2n szamok koziil % paros és
ugyanennyi paratlan. Ha — a 2n kivételével — ezek koziil mindegyik k-nak két
tobbszorose van H-ban, akkor ezek ,szomszédos” tobbszorosok (ik és (i + 1)k),
igy a paratlanoknak egy paratlan és egy paros tobbszorose, a parosaknak pedig
két pdros tobbszorose taldlhaté H-ban. Ez (a 2n egyetlen H-beli tobbszorosét is
beszamitva 2(% — 1) + % +1=n+ % — 1 péros és) % paratlan tobbszorost jelentene
H-ban; mivel azonban H-nak pontosan n péaros és n paratlan eleme van, ebben
az esetben legfeljebb n+g lehet a H-ba es6 tobbszorosok szama. Ez a korlat
el is érhetd: legyen H = {n+1,n+2,...,3n}, ekkor (n + 1)-t6l 2n-ig mindegyik
szam oszthatd az n+ 1, n+ 2, ..., 2n szamok koziil valamelyikkel, mégpedig sajat
magaval. A tobbiek koziil pedig az % darab péros szdm: 2n+2 = 2(n+1), 2n+4 =
=2(n+2),...,3n= 2(37") oszthat6 rendre n + 1-gyel, n + 2-vel, ..., n + F-vel.
TL_H

2
ratlan szam van azn+1, n+2, ..., 2n szadmok kozott. fgy a H-ba esé paratlan t6bb-

2. eset: n paratlan. Az el6z6 esethez hasonléan, most ( paros és) ”T_l pa-
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n—1
2
paros elemeinek a szdma) + nT_l Az n+ nT_l korlat elérheté, ha példdul (ismét)
aMt={n+1,n+2,...,3n} valasztassal éliink. Ekkor ugyanisazn+1,n+2, ...,
2n szdmok sajat magukkal, az "T_l darab pdros szam pedig: 2n + 2 =2(n + 1),
2n+4=2n+2),....,3n—-1= 2(3”—2_1) = 2(71 + nT_l) sajat magdnak a felével

oszthaté.

szoroseik szama , ezért a H-ban taldlhaté tobbszorosok szdma legfeljebb n (a H

Tehat 2n egymast koveté egész szam kozott legfeljebb n + [%] olyan lehet,
amely oszthaté az n+ 1, n+ 2, ..., 2n szamok valamelyikével.

Nydrfddi Patrik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

47 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyzd: Baski Bence, Beke Csongor,
Bokor Endre, Csaplar Viktor, Dobdk Da&niel, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjamin,
Geretovszky Anna, Gyo6rify Agoston, Gyérfty Johanna, Hegediis Daniel, Kovacs Tamés,
Kun Agos‘con7 Miétravolgyi Bence, Nagy Néndor, Ny&arfadi Patrik, Rareg Polenciuc,
Soés Maté, Telek Zsigmond, Terjék Andras Joézsef, Téth Abel, Velich Néra, Weisz
Maté, Zsigri Balint. 3 pontos 8, 2 pontos 5, 1 pontos 3, 0 pontos 5 dolgozat. Nem
versenyszeri 1, nem szdmitunk a versenybe 1 dolgozatot.

B. 5035. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 8 csicsi teljes graf éleit kiszinezzik
két szinnel, akkor tobb, mint

(n—5)"
64
eqyszinii, négy hosszu kor keletkezik.

(6 pont) Palfi Mdté (Budapest) javaslata nyomdn

Megoldas. FElnevezés: Az (Z) kifejezésben n-re olykor szamlaloként, k-ra
pedig nevezoként hivatkozunk. Sziikségiink lesz a kovetkezd becslésre: Legyenek

a, b, y pozitiv egész szamok, melyekre a > b; ekkor: (Z) + (Z) > (a;l) + (b-;/—l).

Bizonyitds: ekvivalens atalakitasokat hajtunk végre a bizonyitando6 egyenlot-
lenségen. Szorozzuk mindkét oldalt (y!)-nel:

ala—1)(a—2)...(a—y+1)+bb-1)b—-2)...(b—y+1) >
>(a—1)a—2)(a=3)...(a—y)+(b+1)b(b—-1)...(b—y+2).

Vonjuk ki a jobb oldalt és emeljiink ki:
(a—(a—y)(a—1)(a—-2)...(a—y+1)+
+((b—y+1)—(b+1)bb—1)...(b—y+2) > 0.

Végezziik el a kivondst és adjuk hozza a negativ tagot:
yla—1)(a—2)...(a—y+1)=yblb—1)...(b—y+2).
Ez pedig egyenesen kovetkezik abbdl, hogy a > b, mert mindkét oldalon y pozi-

tiv szam szorzata &ll, és a bal oldalon 1évék paronként nagyobbak vagy egyenldk,
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mint a jobb oldalon 1évék. Ezzel a lemmaval a késobbiekben olyan Gsszegeket tu-
dunk alulrél becsiilni, ahol a binomialis tagok ,,szdmlaléjaban” 1évo tagok Gsszege
adott. Fontos megjegyezni, hogy amit beldttunk 1-re (amennyivel , kozelebb vittiik
egymashoz” a két szamldlot), az tetszOleges pozitiv valés szamra igaz, ez latszik
a bizonyitds menetébdl. Tehat valdjaban a szamlalok atlagaval tudunk alulrdl be-
csiilni, és ez akarhany tagra igaz.

A feladat dllitdsanak bizonyitisa: Vegyiink egy tetszéleges n ponti teljes gra-
fot. Legyen az élek szine kék és lila, és tegyiik fel, hogy kékb&l van tobb vagy
nk

2 1
szam, de ez nem baj, és mar most tudjuk, hogy k < %), az a lényeg, hogy egy
csucesbdl dtlagosan k darab kék él indul ki. Ha egy csicesbdl kiindul « kék él, akkor
, xT , , . 1 s
az a Csucs (2) kék cseresznyének a gyokere (egy cseresznye egy kettd hosszu tt,
és gyokere az élek kozos végpontja). Legyen a graf i-edik cstcsdbdl kiinduls kék

élek szama A;. Ekkor a grafban van ('421) + (’22) .o F (AQ") kék cseresznye, ahol

Ay + As+ ... A, = nk. Most alkalmazzuk a lemmét az y = 2 esetre, és megkapjuk,

ugyanannyi, mint lilabol. Legyen a kék élek szama (itt k nem feltétlentil egész

hogy van a grafban legalabb n(];) kék cseresznye, hiszen mind az n szamlaléba
behelyettesitettiik k-t, a szamlalok atlagat. Ezt osszuk el az élek szamaval, és meg-
kapjuk, hogy egy élen atlagosan

cseresznye fekszik (egy cseresznye azon az élen fekszik, ami hidnyzik a hdrom pont
altal meghatarozott hdromszogb6l). Persze lehetséges, hogy néhdny élen tobb, né-
hanyon pedig kevesebb cseresznye fekszik, azonban a kovetkezo 1épésbél és a lem-
mabodl 1atni fogjuk, hogy akkor kapunk alsé becslést, ha az atlaggal szamolunk.
Szintén a lemmat alkalmazva kapjuk, hogy

()

4 hosszu kék kor fekszik atlagosan egy élen mint a 4 hosszi kor ,atléjan”. Ezt
az élek szamaval beszorozva megkapjuk a 4 hosszi kék korok szamét. Azonban igy
minden 4 hosszi kék kort kétszer szdmoltunk (mindkét atldjandal), ezért ezt el kell
osztani 2-vel. Ebbol azt kapjuk, hogy legalabb

()6

4 hosszu kék kor van a grafban. Teljesen megegyez6 gondolatmenettel kaphatjuk,
hogy lila korbol legaldbb
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