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Megoldasvazlatok a 2019/8. szam emelt szinti
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) A bal oldali 4brén egy 1 cm oldalhosszi négyzet és rajta egy 1 cm
oldalhosszi szabadlyos hdromszog ldthato. Mekkora annak a kérnek a sugara, amely

atmegy az A, B, E pontokon? (5 pont)
L E
D, C
C
A
A B B

b) A jobb oldali 4brén egy 1 cm élhosszi kocka és rajta egy olyan 1 cm élhosszi
szabdlyos gula lathato, amelynek minden oldallapja szabdlyos hdaromszég. Mekkora
annak a gombnek a sugara, amely dtmegy az A, B, C, D, E pontokon? (7 pont)

Megoldas. a) Toljuk el DCE szabdlyos haromszégiinket a C@ vektorral.
A héromszog képe az eltolds utdn az ABO szabélyos héromszog (A = D', B = (",
O = E') lesz; emiatt OA = OB = 1. Mésfel8l mivel O = E’ ezért OF = 1; azaz
O pont az A, B, F koréirt korének a kozéppontja, és a kor sugara 1 cm.

E
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b) Voltaképpen ugyanazt csindljuk, mint két dimenziéban. Jelsljiik a kocka C'

folotti” csicsat F-fel, és toljuk el a térben a szabalyos gulankat az ﬁ vektorral.
Ekkor a gula képe az eltolds utén az ABCDO szabdlyos gila lesz (ahol O = E’
az FE pont eltolt képe). Mivel ABCDO a megfelelé szabdlyos gula képe, ezért
AO = BO =CO = DO =1, mig O = E' miatt FO =1, azaz az O pont egyenld
tavolsagra van A, B, C, D, E pontoktdl, vagyis ezen pontok koréirhaté gombjének
a kozéppontja, és a gomb sugara 1 cm.

Megjegyzés. A feladat megoldhaté szamolassal is, de mi nem ezt az utat kovettiik.

2. Egy 2019 mez6bdl allo jatéktablank van a kdvetkezd dbra szerint:

l1l2]3]a]s5]1]2]..

(A2 1,2,3,4,5 szamok vannak rajta ciklikusan, dsszesen 2019 hosszan.) Az 1-es
mezordl indulunk, és minden mezdrdl annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd

szdm.
a) Osszesen hdnyra lépink rd a mezdk kozil? (4 pont)
b) Mennyi azon mezdk szdmainak dsszege, amire nem lépink ra? (3 pont)

¢) A jdtékszabdlyokat a kovetkezéképpen mddositjuk: egy szabdlyos hatoldali
kockdval dobunk, ha a dobds eredménye az 1 és 5 kozotti d szam, akkor az elsd
mezd, amire raléptink az elsé d; mig ha a dobds hatos, akkor az elsd 1-esre lépiink,
és innentdl kezdve minden mezdrdl annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd szdm.
Az elsd szdz mezd koziil varhatéan hdny mezdt latogatunk meg? (4 pont)

Megoldas. a) Megvizsgalva az els6 par 1épést azt kapjuk, hogy az elsé tizen-
egy mez6 koziil rendre az 1 = 2 = 4 = 3 (ez mér a mdsodik 3-as) = 1 (ez mar
a harmadik 1-es) 1épiink. Mivel innen ciklikusan ismétlédnek a mezdk, tiz egymés
utédni mez6bdl pontosan 4-re lépiink ra. 2019 = 201 - 10 + 9, azaz lesz 201 darab
teljes ciklusunk, valamint tovabbi 9 mez6énk. Az utolsé 9 mez6 koziil 4-re lépiink
ra, igy Osszesen 201 - 4 + 4 = 808 mezdre 1épiink ra.

b) Egy teljes ciklusban a meg nem litogatott mezdk osszege: 3+ 5+ 1+ 2+
+4+5 =20, mig az utols6 9 mezs koziil (hidnyzik egy 5-6s a teljes ciklushoz) a meg
nem latogatottak osszege csak 15. Azaz azon mezok Gsszege, amire nem lépiink ra:
201 - 20 + 15 = 4035.

¢) A médositott szabdlyok szerint % = % eséllyel az els6 1-es mez6rol indulok,
mig az elso 2-es, ..., 5-6s mez6rdl indulés esélye % Az l-es, 2-es, 3-as, 4-es mezdrol

indulva rendre ugyanazt az 1, 2,4, 3 ciklust kapjuk, csak az elején, illetve a végén
kiilonboznek. Ez alapjan 1,2, 3, 4-gyel kezdve az elsé 100 mez6 koziil rendre 40, 39,
40, 38 mezdre lépiink rd; mig az els6 5-6sb6l indulva pontosan az 5-6soket latogatjuk
meg, igy Osszesen 20 darab mez6t. Innen a meglatogatott mezok varhato szama:

2.4 4 2 21
0+39+60—|—38+ 0 :?7%36,17.
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3. Piszkos Fred a kapitdny hosszu tengeri utra indul hajojaval. Egy 100 literes
hordoban tiszta alkoholt visz magdval. Fred a hordobol minden éjfélkor megiszik
5 liter lottyot, majd felmegy a hidra és a hajo kormdnykerekét eltekeri 30°-kal. Ezek
utdn visszavonul a kabinjaba és a kovetkezo éjfélig alszik. A matrdzok minden nappal
sordn feltoltik a hordot esévizzel, de a kormdnykerékhez nem nyulnak. Ha a hordo
alkoholtartalma 50% ald csékken és a kapitdny iszik beldle, akkor kijézanodik.

a) Az indulds utdn hanyadik éjfélkor jozanodik ki Fred? (4 pont)

Fred fogadott eqy hordo rumba Watson kapitdnnyal, hogy az 6 hajdja gyorsabb,
mint Watson fregattja. A verseny dprilis elsején 23 ora 59-kor indult. A két ha-
jo egyszerre indult el a nyugati irdnyban pontosan 10000 kilométerre lévd kozos
célpont, a Rejto-fok felé. Watson hajoja dllandd 8 csomo sebességgel haladt, mig
Fred tekndje 6 csomdval. (1 csomd sebesség megegyezik 1,85 1%—val.) Fred amig
részeq, minden pdros sorszdmi nap €jfélén balra tekeri 30°-kal a kormanykereket,
mig a pdratlan sorszdmai napokon jobbra; amikor viszont kijozanodik, akkor azonnal
a megfeleld iranyba dllitja a kormdnykereket (és a helyes irdnyt a tovabbiakban tart-
ja is). A jozan Piszkos Fred tovabbd minden éjfélkor képes a hajo aktudlis sebességét
10%-kal novelni (és ezt az egész kovetkezd nap tartani).

b) Melyik kapitiny nyeri a fogaddst? (9 pont)

Megoldas. a) A feladat szovege alapjdn az indulds idépontjéban ag = 1 (az-
az 100%) a hordé alkoholtartalma. Mivel minden tjabb idépontban elfogy 5 liter
16tty, amit 5 liter 0%-os alkoholtartalmu vizzel pétoltak, {gy n nap miilva a hor-
dé alkoholtartalma: a,, = 0,95™. A kapitany akkor jézanodik ki, ha a, < 0,5 lesz.

A megfelels egyenletet megoldva: 0,95" = 0,5 = n = 111100;)55 ~ 13,51; mivel a 0,957

fliggvény szigoruan monoton csokken ez azt jelenti, hogy ai3 > 0,5, de a4 < 0,5,
azaz Fred pontosan az indulds utan két héttel jézanodik ki.

b) Elészor szamoljuk ki, hogy az egyenletes sebességgel pontosan a cél irdnydba
mozgd Watson mennyi id6 alatt éri el a Rejto-fokot.

by = 8185 S = 148 Sy, - 1000

~~ h~2 ’ h
o o 148 % 675,68 8 nap és 3,68

alatt ér célba.

Most lassuk mit csinalt ekozben Fred. Fred sebessége kezdetben

km km

tesz meg 1 nap alatt Piszkos Fred. Hasznéljuk a kovetkezd dbra jeloléseit.

= s=11,1-24 = 266,4 km-t

Rejt6-fok 10000 km Lo
i T
xR P
x Py
% P
% Py
__x— Py
e P
P14
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Jelolje Py, Py, P, ..., P14 Fred hajéjanak a pozicidjat rendre a startndl, illetve
1,2,... és 14 nap mulva. Mivel a parosadik napokon balra, a paratlanadik napokon

jobbra forditja el a korményt Fred, ezért minden méasodik nap pontosan nyugat felé
halad a hajé, illetve két ilyen napot ,,6sszevonva” egy olyan rombusz két szomszédos
oldalan halad végig Fred teknéje, amelynek oldalai 266,4 km hossztiak és az altaluk
bezért szog 150°. Innen két mésodszomszédos éjféli idépont pozicidja kozott (pl.
Py és Py, vagy Pio és Py kozott) a tavolsag szamithaté koszinusz-tétellel:

PyP} = 266,47 4 266,4% — 2 - 266,4 - 266,4 - cos 150° ~ 264 859,8 =

= PyPr =~ 514,645 km.

Azaz két hét alatt Fred a starttdl 514,645 - 7 = 3602,515 km-re keriilt és pontosan
15°-kal tért el a nyugati iranytél.

Szamitsuk ki egy djabb koszinusz tétellel, mennyi 4t van még hatra (a pontos
irdnyt hagyjuk meg a Kapitanynak). A hatralévé ttra:

52 = 100002 4 3602,5152 — 2 - 10000 - 3602,515 - cos 15° ~ 43 382869 =

= sp ~ 6586,567 km

at van még hatra két hét utan.

Lassuk, mennyi id6 alatt teszi meg a jozan Fred ezt az utat. Jeloljik b,-nel
a két hét utani n-edik napon Fred hajéja dltal megtett utat (kilométerben). Ekkor
b, = 266,4-1,1""1. Az els6 n nap soran ekkor

n

1.1" -1
Sn=014+ba+...+b, =2664- ——— =2664(1,1" — 1) = 2664 -1,1" — 2664 km-t

111

tesz meg. Azt keressiik, hogy mikor lesz s,, = 6586,567.

S = 2664 - 1,1" — 2664 = 6586,567 = 2664 - 1,1" = 9250,567 =

9250,567
9250,567 n (Z5e61)
1= 22000 2660 ) 3 061,
=5 2661 " il 3,06

Mivel az 1,1% fiiggvény szigortian monoton névé, ezért ez azt jelenti, hogy (kijéza-
noddsa utén) 13 nap alatt még nem ér célba Fred, de a 14-dik, vagyis 6sszességében
a 28-dik napon mar eléri a Rejto-fokot.

Azaz Piszkos Fred nyeri a fogaddst (és igy a hordé rumot), hiszen koriilbeliil
egy nappal kordbban ér a célba, mint Watson.
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Cy 4. Az &bra egqy park térképét
abrazolja. A parkot hdrom korvonal
hatdrolja; a kordk rendre az Ay (—2;3),
As(=T7;-2), Asz(=2;-7), illetve
a Bi(1;—6), B2(10;-3), B3(9;0), va-
By lamint o C1(5;4), C2(2;7), Cs3(—1;4)
pontok dltal meghatdrozott kérok koré-
Ay irt kores.

a) Igazoljuk, hogy az A1A3As,
a B1BsBs, valamint a C1CsC3 hdrom-
szogek mind derékszogt hdromszdogek.

A (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy az Az, By, Ba, valamint a Bz, Cy, Cs, illetve a C3, Ay, As
ponthdarmasok rendre egy-eqy egyenesre esnek. (3 pont)

c) A park épitésze egy ,kilonleges” helyre kutat szeretne firatni. Ugy tinik
neki, hogy a parkot alkotd hdrom kir eqy kiézis pontban metszi eqgymdst (ami eléggé
kiilonleges lenne). Igaza van-e az épitésznek? Ha igen, pontosan hol van ez a pont?

(8 pont)

Megoldas. a) Az dbra alapjdn tgy tiinik, hogy a haromszogek olyan harom-
szogek, ahol a 2-es indexti cstics szoge derékszog, mig a masik két csticsot 6sszekotd
atfogd egyben a kor atmérdje is. Ezt fogjuk igazolni.

Az Ay, As pontok tévolsdga 10, az O 4 felezOpontjuk koordindtéi: O 4(—2; —2).
Ez a felez6pont pedig pontosan 5 tavolsagra van As-t6l, azaz ez a haromszog
egyenlészaru és derékszogli haromszog, és a koréirt kor sugara 5.

Hasonléan a C7, C3 pontok tévolsdga 6, az O¢ felez6pontjuk koordindtai:
Oc(2;4). Ez a felez6pont pedig pontosan 3 tavolsidgra van Cy-tél, azaz ez a hdrom-
sz0g is egyenlészari és derékszogi haromszog, és a koréirt kor sugara 3.

Mig a By, Bz pontok tavolsiga Pitagorasz tételével: v/82 4+ 62 = 10, az Op
felez6pontjuk koordindtai: Op(5; —3). Ez a felezépont pedig pontosan 5 tavolsdgra
van Bo-t6l, azaz ez a hdromszog is derékszogli hdromszog (de nem egyenlészari),
és a koréirt kor sugara 5.

b) Azt fogjuk haszndlni, hogy ha a P, @, R pontokra igaz az, hogy ]@ =c- ﬁ
valamely ¢ valds szamra, akkor a harom pont egy egyenesre esik.

T sy R TL

Az Az, By, By pontokra: A3B; = (3;1), mig A3By = (12;4) =4 - A3By, azaz
As, By, By valéban egy egyenesre esnek.

s s s

A Bjs, Cy, Cy pontokra: B3Cy = (—4;4), mig B3Cy = (=T7;7) = ;71 - B3(C1, azaz
a Bs, C1, C5 pontok is egy egyenesre esnek.

- - s

A Cs, Ay, Ay pontokra: C3A4; = (—1;—1), mig C3A45 = (—6;—6) = 6- C3A4,
azaz a Cs3, A1, Ay pontok is egy egyenesre esnek.

¢) Az a) pont alapjan a korsk egyenletei rendre: ky : (x4 2)° + (y + 2)° = 25;
kp:(z—5) "+ @w+3)>=2ke: (z—2)7+(y—4)°>=9.
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Szamitsuk ki k4 és kp metszéspontjait. Fzekre a metszéspontokra igaz:
(@+2)°+(y+2)° =5 +(y+3)°=
P +dr+4+yP +4Ay+4=2>—102+25+¢y°>+6y+9=
= 14 —26 =2y =y ="T7xr — 13.
Ezt a (hatvdnyvonal) egyenletet visszahelyettesitve mondjuk k4 egyenletébe kap-
juk:
(24274 (Te—11)> =25 = 22 + 4o + 4+ 492 — 1542 4+ 121 — 25 = 0 =
= 5002 — 1502 + 100 =0 = 2% -3z +2 = (z — 1)(x — 2) = 0.
Innen a k4 és kp korok metszéspontjai: (1; —6) és (2;1).
Ha ezek koziil barmelyik rajta van a harmadik koron, akkor készen vagyunk.
Vizsgaljuk meg, hogy a (2; 1) pont koordinatai teljesitik-e a harmadik koregyenletet.

(2—-2)2 4+ (1—4)> =02+ (=3)> = 9, azaz ez a metszéspont rajta van a ko koron
is (a mdsik metszéspont nincs rajta).

Ezzel megvagyunk, a hdrom kor valéban egy kozos pontban, a (2;1) pontban
metszi egymaést.
II. rész
5. a) Adjuk meg a h(z) = cos 2x — sin 2z + 2sin® x + 1 figguény szélséértékeit.
Hol veszi fel a szélséértékeit a fiigguvény? (6 pont)

b) Legyen f(x) =% —2x+2, mig a g,(z) a kovetkez6képpen definidlt fiigg-
vény-sorozat:

gi(@) = f(2); gn(z) = fgn-1(2)) (han>2).
Adjuk meg 92019(%) tizedesvessz6 utani elsd 100 szdmjegyét. (10 pont)
Megoldas. a) A duplaszogek addiciés képleteivel:
h(z) = cos 2z — sin 2z 4 2sin®z + 1 =

2

= cos? x — sin?

x —2sinxcosx + 2sin®x 4+ 1 =
— coc2 3 . yin2 — 5 " 2
=cos“x —2sinxzcosz +sin“z + 1 = (cosz —sinz)” + 1.

Mivel (cosz —sinz)? = 0, ezért h(z) > 1 és ezt az 1 minimumértéket h(z) fel is
veszi mindeniitt, ahol cosx = sinz = tgz = 1, azaz a minimum helyei: x = % +k-m
(ke Z).

Maximum ott lehet, ahol a j(z) = cosx — sin z kiilonbségnek pozitiv maximu-
ma, vagy negativ minimuma van. Derivaljuk a j(z) fiiggvényt:

j'(z) = —sinz — cos z,

3
j’(x):0<:>sinx:—cosx<:>tgx:—1(:>x=Zﬂ-—l—k-w (kez).
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»Minden” esetben j”(z) = —cosx + sinx # 0, azaz ezek valédi szélsbértékei j(x)-
nek, és mivel ezeken a helyeken | J (ac)| =2- \/75 = /2, ezért minden ilyen helyre
(cosz —sinz)’ +1=j2(x)+1= (vV2)°+1=3.

Azaz h(x) maximuma 3 és a maximumadnak helyei: z = %ﬂ +k-m(keZ).

b) Irjuk fel f(z)-t f(z) = 22 — 22 +2 = (z — 1)* + 1 alakban, és vizsgdljuk meg

a g1(x),g2(x), g3(x), ... figgvények értékeit © = %—nél.

2
NERIO NS
(ezt ne is alakitsuk tovdbb);
»(3)=1(=(3))
»(3)-1(=(3))

1 1 . 1\ 1
1)=(—=—+1-1 1= — 1= 1=
e r1)=(m 1) v1=(o) 1= et

1

= 92n T

1+1 12+1— 1+1— 1+r
4 T 16 o922 ’

1 ’ 1 1
+1-1) +1 +1=mtl

16 256

Mivel

+1 +1,

~ g2n2

. s 1s 1 1
ezért adodik, hogy gn(%> = g + 1, azaz 92019(%) = 532019 + 1.

Vizsgaljuk csak Wln—g—t.

1 1 1

1
0< 922019 < 22019 < 9334 < 10100

(ez utébbi 1024 = 210 > 103 = 1000 miatt igaz); azaz 222%, és gy 222% +1=

= 92019<%) tizedesvesszd utani els6 széz jegye mind 0.
6. Néhdany vegyianyag-szdallité kamionban kilonféle kéddal (A, B,C,D, E,F,

G, H) elldtott palackokatl szdllitanak. A robbandsveszély miatl bizonyos palackokat
nem szabad eqyitt szdllitani. Ezeket a ,tiltasokat” a kévetkezd tabldzat tartalmazza:

Vegyi anyag cimkéje: A B C D
Ezzel nem szdllithato: B,E. F AC G B,E H FG
Vegyi anyag cimkéje: E F G H
Ezzel nem szdllithato: | A,C,F,H | AAD,E,G,H | B_D,F,H | C,E,F,.G
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a) Legaldbb hdny kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan egy-egy palackot

kell elszdllitanunk? (Minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)
b) Hdany kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan 5-5 palackot kell elszdlli-

tani? (Most is minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)
¢) Véletlenszeriien kivdlasztva két kilonbizd palackot mennyi az esélye annak,

hogy azokat nem tehetjiik eqy kamionra? (4 pont)
Megoldas. a) Rajzoljuk meg a feladat graf- F E

jat (két vegylanyag-kédot akkor kotiink Gssze, ha
a két palack nem szdllithaté egyiitt).
G D

Szinezziik ki a graf csicsait ugy, hogy barmely M
két olyan cstucs, amit €l kot dssze, kiilonb6z6 szint
kapjon. Megmutatjuk, hogy barmely ilyen szine-

zéshez legaldbb négy szin kell (azaz a graf csics- H C
kromatikus szdma 4), ami azt jelenti, hogy legaldbb
négy kamion kell a palackok szallitasdhoz. )

Indirekt tegyiik fel, hogy a graf cstcsai 3 szin- A B

nel jol szinezhetéek. Ekkor a teljes 3-klikket al-

koté F', G, H csicsokndl ezt a hdrom szint fel is kell hasznélnunk. Legyen F', G,
H szine rendre z6ld, piros és kék; (innen fonalasan) = E szine csak piros, D szine
csak kék, C' szine csak zold, B szine csak kék lehet (mert mindegyiknek van mésik
két szinli szomszédja). Ekkor viszont A csticsnak lesz piros (E), kék (B) és zold (F)
szinti szomszédja is, vagyis A megszinezéséhez sziikséges egy negyedik szin is. Ezzel
igazoltuk, hogy a gréf cstics-kromatikus szdma legalabb 4; 4 szinnel pedig (mondjuk
A-t sérgdnak vélasztva) a csicsok jol szinezhetdek.

Az eddigiek alapjdn a széllitashoz legaldbb 4 kamion kell (az azonos szinekkel
jelolt palackok keriilnek egy kamionba). Egy lehetséges szétosztds:

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion
A B,H,D C,F E.G

b) Mivel 40 palack van, ezért minimum 10 kamion kell. Ez viszont elég is,
ahogyan a kovetkezd tabldzat mutatja (nagyon sok kilonbozé megoldds lehet).

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion | 5. kamion
AAAH BBBB ceocc AACD DDDD
6. kamion | 7. kamion | 8. kamion | 9. kamion | 10. kamion
BEEF FEEEG FFFF GGGGE HHHH

¢) A feladat grafjaban 14 él van (a tdbldzatbeli bejegyzések széma 28, de
a szimmetria miatt ez 14 part jelent); azaz pontosan 14 pér olyan palack van, amik
nem keriilhetnek 6ssze. Innen a kérdéses valdszintiség:

P ,kedvezd” parok szama 14 14 1
Osszes parok szama (2) 28 2
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7. Egy cég gyémant alakd emblémdja olyan 6tszég, melynek csiucsai eqy szabd-
lyos hétsziog megfelelé (Py, Pa, Ps, Py, Pg) cstcsai (ldsd jobb oldali dbra).

Iig] P P P

Py

Py

Ps B

A cég 10000 darab az emblémadval ellatott kitdzot rendelt. A nyomdai koltsé-
gekben két tétellel kell kalkuldlni: 10000 centiméternyi vonal megrajzoldsa 50 eurdba
keriil, mig 10000 cm?-nyi teriilet besatirozdsa 200 eurdba.

a) Mennyi lesz a 10000 kitdz6 nyomdai kéltsége, ha a szabdlyos hétszég egy-eqy
oldala 2 cm hosszi? (10 pont)

b) A cég pidrosa ugy taldlta, hogy az embléma nem elég szines. Szeretné a gyé-
mant 5 0sszefiiggd részében megjeleniteni a piros, a fehér és a zold szineket. Hany-
féle kiilonbozo ilyen hdrom szinii emblémadt kaphatunk, ha azt szeretnénk, hogy az él-
ben szomszédos részek szine kiillonbozo legyen, valamint mind a hdrom szin meg is
jelenjen az emblémdban? (6 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a szabdlyos hétszog kétféle dtlojanak a hosszat.

Koszinusztétellel:
o

P1P32:22+22—2-2-2-c059070

~ 12,988 = P, P ~ 3,604,
mig

° 4

P1P42:22+P1P§—2-2.P1P3-cos<
Innen a vonalak megrajzolasdnak koltsége:
~ (3-244-3,604+4,494) - 50 = 24,91 - 50 = 1245,5 eurd.

Kiszdmoljuk a satirozott részek teriileteit is. A Py P3 és P, Py metszéspontjat
jeloljik O-val. P, P3O olyan egyenlészari haromszog, melynek P, Ps; alapja 2 cm

hosszi, mig alapjan fekvl szogei nagysaga: 1870 , innen az alaphoz tartozé m
magassagra: tg (ﬁ) =m ~ 0,4816 és igy

7
20,4816
TP2P3O ~ # = 0,4816
A Py P,O haromszog pedig hasonld P, P3;O-hoz, és a hasonlésiag aranya éppen
A= Pl n L2994 — 2,247, innen Tp, p,0 ~ 2,2477 - 04816 ~ 2,4314. Innen a sati-
rozds koltsége: ~ (0,4816 + 2,4314) - 200 = 582,6 eurd.
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Azaz a nyomdai 6sszkoltség hozzavetSlegesen: 1245.5 + 582,6 = 1828,1 eurd.

b) Jeloljiik lentrdl felfele a részeket Ry, Ro, R3, Ry, Rs-tel (Ry az az egyetlen
rész, amelynek 3 szomszédja van, az R3, R4 részek az egybevago kisebb haromszo-
gek.)

— Ry kitoltésére 3 lehetOségiink van.

— Ha ekkor R3 és Ry szine kiilonb6z6 (ez kétféleképpen lehetséges), akkor Ry
szinénél nincs vélasztési lehet6ségiink, ugyanazt a szint kapja Rs, mint Ro; viszont
Ry-re két kiilonbozé szint is valaszthatunk. Az esetek szama itt 3-2-1-2 = 12.

— Ha azonban Rj3 és R, szine azonos (ez is kétféleképpen lehetséges), akkor
eddig csak két szint haszndltunk fel, azaz vagy R;, vagy Rs (vagy mindkettd)
szine a harmadik szin kell, hogy legyen. Ha csak R; kapja a harmadik szint,
akkor Rj szine egyértelmi, hasonléan ha csak Rs kapja a harmadik szint, akkor
Ry szine egyértelmi, és az is egyértelmii eset, ha mindkét teriiletet a harmadik
szinnel szinezem (ez {gy Osszesen hdromféle lehetséges szinezés); azaz ezen az dgon
3-2-3 =18 lehetséges eset van.

Osszesen tehat 12 4 18 = 30-féleképp lehet kiszinezni az emblémét.

8. Egy specidlis tropusi halaknak vald felil nyitott, alul és oldalt tiveg akvdriu-
mot épitink. Az akvdarium paramétereire EU-eldirdsok alapjan a kovetkezéknek kell
teljestilnie:

— Az akvdrium térfogata 1 m?> kell, hogy legyen;

— az akvdrium alapja olyan téglalap, melynél az oldalak ardnya 1 : 2;

- a négy oldalfal olyan tvegbdl készil, melynek dra 90 euré négyzetméterenként;

— az akvdrium alsé lapja pedig olyan tivegbdl készil, melynek négyzetmétere
120 eurdba keriil.

Milyennek wvdlasszuk az akvdrium éleit, hogy a lehetd legkevesebb legyen az

anyagkoltség, és az hdny eurd lesz? (16 pont)

Megoldas. Jelsljiik az akvérium alaplapjdnak oldalait x, 2z-szel (a 2. feltétel
alapjan), mig a magassdgat y-nal. Ekkor a feltételek alapjan V =222y =1=
=y= ﬁ Az anyagkoltségfiiggvényt f(x,y)-nak nevezve pedig teljesiil:

fz,y) = 222 - 120 + 2(2zy) - 90 + 2(xy) - 90 = 2402* + 540zy.

Ennek a koltségfiiggvénynek szeretnénk a (lokalis) szélséértékeit megtaldlni.

f(x,y)-ba behelyettesitve y = #—t a koltségfiiggvény mér csak z-tdl fiigg:
flz) = 24002 + 20,

270
f/<$) = 4801‘ — ?,
270 270 3/27 3
"(2)=0e480r="F =2°="—" =2={/ == —= ~0,8255.
(@) T T T Tt TN T 9y T
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Vizsgéljuk meg f(x) mésodik derivéaltjat is: f”(x) = 480+ % > 0, azaz a fiigg-

vénynek a kapott helyen valéban lokélis minimuma van. Szamoljuk ki y-t:
11 236
22 5 9 9
43/36
Azt kaptuk, hogy az optimadlis akvarium alapélei, illetve magassdga (méterben):
x & 0,8255; 22 ~ 1,651; y ~ 0,7338 és ekkor a (minimélis) anyagkoltség: f(x,y) ~
~ 490,6 eurd.

y = ~ 0,7338.

9. Hany olyan 0 < % <1l é 0< 5 <1 (a,b,c,d € N*) nem egyszerisithets
kézonséges tort van, hogy az
a c
1+3) (1+3)
(1+3) (145

szorzat egész, valamint a + b+ ¢+ d = 1007 (16 pont)

Megoldas. Mivel ¢, 5 0 és 1 kozé esik, azért 1 < (1 + %)(1 + g) < 4, azaz
a szorzat csak 2, vagy 3 lehet. A két esetet kiilon vizsgéljuk.

Ha

1 a 1 0_2 1 c 2 c 2 1_b—a
(+b)<+d)_ AT aT A e T d axo Ca+b’

Ha a tortek nem egyszertisithetéek, akkor ¢ = b — a, és d = a + b kell, hogy telje-
siiljon, rdaddsul a-nak és b-nek kiilonb6z6 paritastnak kell lennie (mert kiilonben ¢
és d is paros, és igy fl egyszeriisithetd lenne).

Mivel a+b+c+d=100 = a+b+b—a+a+b=a+3b =100 = a = 100 — 3b.
Innen ha b paratlan, akkor a = 100 — 3b is paratlan; mig ha b paros, akkor a is paros.
Ekkor viszont (barmelyik esetben) ¢ =b —a és d = b+ a is péros ellentmonddsban
azzal, hogy a g tort nem egyszertisithets. Azaz ezen az 4gon nem kapunk megoldast.

Ha
a c c 3b c 3b 2b—a
1 7)(1 7):3;»1 L. 1= :
(1+3) (1+5 TaTar0 Td ath a+b
Ha a tortek nem egyszertisithetéek, akkor ¢ = 2b — a, és d = a + b kell, hogy telje-
siiljon.

Mivel a+b+c+d =100 = a+b+2b—a+a+b=a+4b=100= b= 25— .
Innen a 4-gyel oszthat6 szdm, mig b nagyobb, de legfeljebb kétszer akkora (az ed-
digiek alapjan). A lehetéségeket a, b-re (és a szamolt ¢, d-re) soroljuk fel egy téb-

lazatban.

a b |ec=2b—a|d=b+a

24 44 28 a tortek egyszertsithetéek

8 | 23 38 31 c>digyc¢/d>1

12 | 22 32 34 a tortek egyszertsithetéek

16 | 21 26 37 ez megoldds

20 | 20 20 40 a tortek egyszertsithetoek, illetve a £ b
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