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majd tanulni beldle. Az utolsé években minden feladatsort valakinek az emlékére
ajanlott, nekem mindig elmesélte, ki is volt az. Amikor a lapban mésoktdl is ko-
zoltiink felvételi feladatsorokat, morgolédott: ezek nem olyanok, mint az 6vé ...
Az utolsé alkalommal azt mondta, 6 mar régéta nem tanit, azdta valtozhattak
a dolgok, jojjenek a fiatalabb kollégak. Persze tudom, hogy meg volt gy6zédve ar-
rol, hogy 6 jobb feladatokat tudna kitalalni.

Nagyon biiszke volt az els6 matektagozatos osztalyara, tulajdonképpen annak
minden tagjara, kiilon-kiilon is. Es a tanitvanyai is biiszkék voltak ra, szerették.
Akéarkinek a visszaemlékezését olvastam vagy lattam videdn ebbél a hires osztaly-
bol, Rébai tandr urat, késébb kollégaként Imrét szinte piedesztalra emelték.

Gondosan valogatott ujabb és tjabb feladatsorait biztosan sok tanar Orzi és
hasznélja, hiszen csaknem halaldig a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Vandor-
gytlésein, illetve képzéseken, konferencidkon, ahova csak meghivtak, eléadéast tar-
tott beldliik. Orok fiatalként halt meg.

Olah Vera

Térbe kilép6 bizonyitasok III.

Hatvanyvonalak és hatvanysikok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

A harmadik részben korok hatvéanyvonalaival és gombok hatvanysikjaival fo-
gunk jatszani. Legyen a k egy korvonal, a kozéppontja O, sugara r, és P tetsz6leges
pont a sikon, az O-tdl d tavolsdgra. Huzzunk P-n keresztiil egy e egyenest, ami el-
metszi k-t az A és B pontokban; a szeldtétel szerint a PA - PB el6jeles szorzat
nem fiigg az e valasztasatol. Ezt a szamot hivjuk a P pontnak a k korre vonatkozd
hatvdnydnak.

Az 1. dbrdn az O-n atmend szel6rdl leolvashatjuk, hogy a hatvany értéke
PAy-PBy=(d—r)(d+7)=d*—7? Ha P a kéroén kiviil van, akkor a szeld két
hatéarhelyzete a két P-bol hiizott érintd, ezért ha az érinté szakaszok hossza PT) =
= PTy =t, akkor a OPTy és OPTy derékszogii haromszogekbdl is megkaphatjuk,
hogy a hatvény értéke t? = d? — r2.

Ha nem egy, hanem két koriink van, ki és ko, és a kozéppontjuk kiilonbozo,
akkor azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyeknek a két korre vonatkozo
hatvanya egyenld, egy egyenes; ezt az egyenest hivjuk ki és ko hatvdnyvonaldnak.
A hatvanyvonal merSleges a két kor centralisaral.

Lcentralis: a kozéppontokat dsszekotd egyenes
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1. dbra 2. abra

Térben, ha Gy és Gy két gomb a térben, és a kozéppontjuk kiilonbozo, akkor
azoknak a pontoknak a halmaza, amelyeknek a két gombre vonatkozd hatvanya
egyenld, egy sik; ezt a sikot hivjuk G; és Go hatvanysikjanak.

Azt, hogy két kor hatvanyvonala egyenes, az iskoldban koordindtakkal vagy
vektorokkal szoktuk levezetni; felirjuk az (x,y) pont hatvanyait a két korre, és
vessziik a kettd kiillonbségét. A kiilonbség egy kétvaltozds linearis fiiggvény, tehat
egy egyenes egyenlete.

Miért egyenes a hatvanyvonal?

Az iskolai levezetésbdl tudjuk, hogy a hatvanyvonal egyenes, csak az nem
teljesen vildgos, hogy miért. Lassunk egy masik bizonyitast, amelybol koézvetleniil
deriil ki, hogy a kérdéses pontok tényleg egy egyenesen vannak.

Vegyiik fel a ky és ko koroket a X sikban, és nevezziink egy P € ¥ pontot
érdekesnek, ha a P-bol ki-hez és ko-hoz huzott érintd szakaszok egyenlé hosszi-
ak. (A definiciébdl sajnos kimaradnak a koérokon beliili pontok; a bizonyitdsunk
csak a kiviil elhelyezkedd pontokra fog miikodni.) Konstrudlunk egy egyenest, ami
atmegy az Osszes érdekes ponton.

Tllessziink a két korvonalra egy-egy gombfeliiletet, amelyek sugara ugyanak-
kora; a gombok legyenek Gy és Go, kdzéppontjuk Ky, illetve K. A gémboket tgy
valasszuk, hogy K; és Ky a ¥ siknak ugyanazon az oldalan legyenek.

Tekintsiink tetszélegesen egy érdekes P pontot a ¥ sikban, és hizzunk P-bol
egy-egy érint6t a két korhoz; a két érintési pont legyen T, illetve To. A PTy és P15
egyenesek nem csak a két kort, hanem a két gombét is érintik (3. dbra).

8. abra

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/9 517



GF 2019.12.2 — 18:43 — 518. oldal — 6. lap KoMalL, 2019. december EF

— P

A PKiT; héromszog egybevdgd a PKoTy haromszoggel, mert KTy = KoTh
a két gomb kozos sugara, PTy = P15 az érdekes P pontbdl a koérokhoz huzott
érint6 szakaszok, és PT) K<t = PTy Ko<t = 90°, mert a gombot érinté szakaszok
merllegesek az érintési pontbdl hizott sugarakra. Ezért a hdromszogek atfogdi is
egyenlék, PK1 = PK>; ez viszont azt jelenti, hogy a P pont a K1 Ky szakasz felez6
meroOleges sikjaban van.

Jeloljiikk a KK, szakasz felez6 meréleges sikjat ®-vel. A K és Ko pont
valasztasa miatt ¥ nem lehet azonos ®-vel, példaul mert ¢ felezi, mig ¥ nem
is metszi a K1 Ko szakaszt.

Az érdekes pontok nem csak a Y-nak, hanem a ® siknak is pontjai. Ez a két
stk kiilonbozd, tehat a kozos résziik vagy iires, vagy egy egyenes. Az érdekes pontok
tehat, ha egyaltalan léteznek, a két sik metszésvonaldn vannak.

Erdemes meggondolni, hogy a két sik mikor lehetne parhuzamos. A @ sik
meroleges a K Ko szakaszra, ezért a két sik parhuzamossaganak feltétele, hogy
a K1 K5 szakasz is meroleges legyen Y-ra. Ebben az esetben a két kozéppont, K,
és Ko vetiilete 3-n egybeesne, vagyis ki és ko koncentrikus? lenne.

Hatvanyvonalak nemeuklideszi geometridkban

Az el6bbi bizonyitdst tobbféle iranyban is lehetséges kiterjeszteni, altalanosi-
tani. Az els6, kézenfekvo irany a dimenzié novelése. Térben, két gomb hatvény-
sikja mindig sik, és ezt ugy igazolhatjuk, hogy a gombfeliiletekre azonos sugart,
4-dimenziés gomboket illesztiink. Ezt ugyan nem tudjuk elképzelni és lerajzolni, de
minden mas 1épés gond nélkiil miikodik.

Van egy masik irdny, ami taldn nem annyira nyilvdnvalé. A bizonyitdsunkban
csak hdromszogek egybevigdsdgat és szimmetriat (szakaszfelezd merdleges sikot)
hasznaltunk; nem volt sziikségiink parhuzamossagra és hasonlésagra. Ezért a bizo-
nyitas olyan geometriai struktirakban is elmondhaté, ahol nincs parhuzamossag és
hasonldsag.

A gombi geometriaban, az eddigi sik helyett, a pontok egy egységsugart gomb-
feliilet pontjai, az egyenesek helyét a gomb fékorei veszik at. Két pont tavolsdga
a pontokat 6sszekotd (rovidebb) f6koriv hossza. A gombfeliileten is barmelyik két
korvonalhoz definidlhatjuk az ,,érdekes” pontokat.

Ugyanaz az okoskodas a gombon is miikodik, persze a G; és Gy gomboket egy
1-gyel magasabb dimenziéju gombi geometriaban kell elhelyezniink; a bizonyitas
végén azok a pontok, amelyek egyenld tavol vannak a Ky és Ko pontoktol, egy 2-
dimenziés gombfeliileten vannak, és a két gombfeliilet metszete egy f6kor. Megint
csak a személyes korlatainkkal kell megkiizdeniink, amikor az elrendezést megpro-
baljuk elképzelni vagy lerajzolni.

A hiperbolikus geometridk 1étezését egymastdl fiiggetleniil Bolyai Jénos® és
Nyikolaj Lobacsevszkij* bizonyitotta be, 6k publikaltak el6szor olyan geometriai

2koncentrikus: a kézéppontjaik egybeesnek
3Bolyai J4nos magyar matematikus, 18021860
4Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz matematikus, 1792-1856
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rendszereket, amelyekben a szokasos euklideszi axiomak teljesiilnek, kivéve a par-
huzamosséigi axiomat, ami helyett az igaz, hogy barmely egyeneshez barmely rajta
kiviil fekvd pontbdl végtelen sok parhuzamost lehet hiizni. (A nemeuklideszi geo-
metridk kutatdsaban Gaussnak® is voltak publikdlatlan eredményei.)

A Pitagorasz- és a szelGtételnek is léteznek megfeleli a gombi és hiperbolikus
geometridkban, ezért pont korre vagy gémbre vonatkozo hatvanyat is lehet képle-
tekkel definidlni. Sajnos a Pitagorasz- és a szel6tételek nemeuklideszi alakja kicsit
kiilonbozik, és kiilonb6z6 hatvanyfogalmakat tennének logikussa.

Az alabbi tabldzatban Osszegylijtottem a Pitagorasz-tétel, pont korre vonat-
kozé hatvanya és a szel6tétel gobmbon és a hiperbolikus geometridkban érvényes
megfeleldit. A k rogzitett pozitiv szém a hiperbolikus geometria paramétere (egy-
fajta skaldzds), r a kor sugara, d a pontnak a kozépponttdl valé tavolsdga, 1, o

és t két egyiranyu szelédarab, illetve a korhoz hiizott érint6 szakasz hossza. A ch és
ette % 62171
the =

th a hiperbolikus koszinusz-, illetve tangensfiiggvény: chz = —5—, e
Pitagorasz-tétel Hatvany def. szel6tétel (alternativ def.)
euklideszi ~ t2 4+ 12 = d? d* —r? 21 w9 = (d+r)(d—r)
d d d—
gémbi costcosr = cosd o tan 2L . tan 22 = tan tr tan !
cos T 2 2 2
d
tar d chy Ty T2 d+r  d—r
hip. h—ch-—=ch-— k th— -th-> =th——th——
P B R T 2% 2k 2k 2k

Ezekbdl a képletekbdl le lehet vezetni, hogy a hatvanyvonal egyenes, illetve
fokor, de az el6bb latott térbe kilépés is miikddik: ugyantigy definidlhatjuk az érde-
kes pontokat, és elismételhetjiik a bizonyitdst. A hiperbolikus eset végén egyetlen
furcsa kozjaték torténhet: a ¥ és a @ sikok ugy is lehetnek parhuzamosak, hogy
a ki és ko korok kozéppontja kiilonboz6; a hatvanyvonal ilyenkor nem jon létre

(4. dbra).

G

4. abra

5Carl Friedrich Gauss német matematikus, 17771855

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/9 519



ﬂé 2019.12.2 — 18:43 — 520. oldal — 8. lap

Alternativ bizonyitas a gdbmbon: a békaszem-maddszer

A gombi esetben a nehézségeinket az okozta, hogy plusz egy dimenziét mar fel-
hasznéltunk a gombfeliilet elhelyezéséhez, és a haromdimenzids gémbi geometriat
mar csak a négydimenzids euklideszi térbe tudnank bedgyazni. Most mutatok egy
olyan bizonyitdst, amikor a kétdimenziés gombfeliiletbdl a haromdimenziés eukli-
deszi térbe 1épiink ki, igy nem lesz sziikségiink még egy dimenzidra. Az euklideszi
tételeink koziil fel fogjuk hasznélni, hogy két kiilénb6z6 kozépponti gomb hatvény-
sikja egy sikfeliilet.

Legyen B egy O kozéppontu gombfeliilet, és rajta ki és ko két kiilonbozo,
fokornél kisebb korvonal. Nevezzitk B egy P pontjat érdekesnek, ha P-bdl a két
korvonalhoz egyenlé hosszisagi érint6 fékoriveket lehet hizni. Azt szeretnénk iga-
zolni, hogy az érdekes pontok a B gémb valamelyik f6korén vannak.

Legyen G; és Gy az a két gbmb, amely kq, illetve ko mentén merdlegesen metszi
B-t. (A B gomb a béka teste, G1 és Go a két szemgolydja.)

Tekintsiink egy tetszéleges érdekes
P pontot a B feliileten, és legyen T} és
T5 egy-egy olyan pont a két korvona-
lon, amelyre a PT) és PT, fokorivek
érintik ki-t, illetve ko-t (5. dbra).

A G; gomb merGlegesen metszi
B-t, ezért Gy-et érinti a B gomb OT}
sugara; ezen kiviil a P71} f6kor is érin-
ti. Ezért Gi-et érinti az OPT, sik és
vele egyiitt a PT) szakasz is. Hasonlé-
an lathatjuk, hogy a PT; szakasz érin-
ti a Go gobmbot. A feltevésiink szerint
P egy érdekes pont, vagyis a PT} és
PT, ivek egyforma hossziak; ebbol ko-
vetkezik, hogy a PT} és P15 szakaszok
is egyforma hossziak. Tehdt a P pont-
bol egyforma hosszi érintét lehet hiuzni a Gy és Go gombokhoz. Ezért a P pont
benne van a Gy és G gobmbok hatvanysikjaban. Jeloljiik ezt a sikot ®-vel.

5. dbra

Vegyiik észre, hogy az O pontbdl a Gy és Go gombokhoz huzott OTy és OT,
érintok is egyforma hossziak, mert a B sugarai. Tehat O is a ® sikban van. Az 6sszes
érdekes pont a B gombfeliilet és a kozéppontjan dtmend & sik kozos részében van,
ami egy f6kor.

Azonos meredekségii kuipok metszete

Gombok hatvénysikjainak egy alkalmazdsa a kovetkez6, jol ismert tétel.

Tétel. Ha két egyenes kiorkuppaldst tengelye parhuzamos, és a nyilasszogiik
ugyanakkora, akkor a két kup kozos pontjai egy sikban vannak.

(Ezt a tételt is konny lenne koordindtédkkal bizonyitani, ldsd a 3. feladatot).
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Jeloljiik két kupot ICi-gyel és Ko-vel, és metssziik el a kiupokat egy, a tenge-
lyekre meroleges ¥ sikkal; a két metszetkor legyen kq és ko. Legyen Gy és Go az a két
goémb, amely ki, illetve ko mentén érinti a két kuppalastot (6. dbra).

775, —
A >

Tekintsiik a két kipnak egy kozos P pontjat. Ezen atmegy a kipoknak egy-egy
alkotéja; legyenek ezek a; és as. A ki kor és az a; egyenes metszéspontja legyen T,
a ko és ao metszéspontja To. Az alkotok érintik a beirt gomboket, tehat PTy a T}
pontban érinti Gi-et, és PT» a T pontban érinti Go-t.

)

Mivel a két kiip nyilasszoge ugyanakkora, a PT; és PT5 szakaszok ugyanakkora
szoget zarnak be a X sikkal. Ezért PT), = PT>. A P pontbdl tehdt ugyanolyan
hosszi érintot lehet hizni a két gobmbhoz, igy P a két gomb & hatvanysikjaban
van.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy K1 és Ko kozos pontjai mind a Gy és Go gbmbok
hatvanysikjaban vannak.

Vegyiik észre, hogy nem is hasznaltuk a kupok csticsait; a bizonyitas valtozta-
tas nélkiil miikodik egykdpenyti forgashiperboloidokra®, ha a tengelyeik parhuza-
mosak, és az alkotdik ugyanakkora szoget zarnak be a tengelyekkel.

Ezt az allitast és a bizonyitast is at lehet vinni nemeuklideszi geometriakba.
A péarhuzamos tengelyek helyett azt kotjiik ki, hogy van egy olyan ¥ sik, amely
merolegesen elmetszi mindkét kip tengelyét, az egyenld nyilasszog helyett azt irjuk
el6, hogy a két kip alkotdi ugyanakkora szogben dofjék -t.

A gombi valtozatban ismét csak a képzeletiink hatdraiba iitkoziink: Hogy kép-
zeljiink el egy gombi kuppaldstot? A hiperbolikus esetben az okozhat nehézséget,
hogy a Gy és Go gombok nem mindig léteznek. Ezen gy segithetiink, ha a gom-

Sforgasfeliilet, amit gy kaphatunk, hogy egy egyenest (a hiperboloid alkotéjat) kor-
beforgatunk egy téle kitérd tengely koriil
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bok helyett mas, dlland6 gorbiileti, de nem Gsszezarddo feliileteket, tgynevezett
horoszférdakat és hiperszférdkat is haszndlunk. A hiperbolikus véltozat tovabbgon-
dolésahoz tovabbi tanulasra is sziikségiink van.

Ajanlott irodalom

[1] Gombi trigonometridrél Obddovies Gyula: Matematika c. klasszikus zsebkony-
vét (5.3.12-5.15. részek) ajdnlom.

[2] Reiman Istvdn: A geometria és hatarteriiletei c. konyve utolsé fejezetében
szerepel a hiberbolikus geometria egy, a Beltrami—Cayley—Klein-féle modellre
épiil6 felépitése.

[3] H. S. M. Coxeter: A geometridk alapjai c. konyvében a 16. fejezet szdl a hi-
perbolikus geometriakrol. Itt egy rovid rész szerepel horo- és hiperciklusokrol
és a horoszféra geometriajardl.

Feladatok

1. Modositsuk a békaszem-modszert; vizsgaljuk a szemgolydk helyett a két
korvonal sikjait.

2. Médositsuk a békaszem-mddszert gy, hogy a szemgolydk a korokre illesz-
kedd, az O ponton dtmend gombok legyenek.

3. Legyenek H; és Ho egymaéstol kiilonboz6 korkip vagy egykopenyt forgés-
hiperboloid-feliiletek a térbeli derékszogli koordindtarendszerben gy, a tengelyiik
parhuzamos a z-tengellyel, és a két feliilet alkot6i ugyanakkora szoghen dofik az zy
koordinatasikot. Igazoljuk, hogy két feliilet egyenletének kiillonbsége linearis fiigg-
vény.

4. Bizonyitsuk be a gémbi szelotételt.

Sose feledjiik:

Ha békdval taldlkozunk, vizsgdljuk meg a szemgolydi hatvanysikjat!

Kos Géza
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