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Réabai Imre
(1926-2019)

»A gyalogos osztalyban is, amilyen a miénk volt, egyetemi igényességgel ta-
nitott, de ugy, hogy senki sem félt a matematikatél. Akkor ez nekem fel sem
tliint. Nem azért, mert én nem féltem, hanem valdszintileg azért, mert a ndlam
sokkal gyengébb osztalytarsaim sem féltek a matematikatél. Ma mar tudom,
hogy ez rendkiviili tanari teljesitmény. Van olyan értékes, mint ahogyan 6ssze-
hozta azt a nevezetes matematikai osztalyt.

Figyelte, kinek milyen a tuddsszintje, s ha valaki ahhoz képest elérelépett,
azt értékelte. Voltak olyan osztalytarsaim, akik matematikdbdl konnyen meg-
bukhattak volna, mégis stabilan tartottdk a kettest. Idénként még harmast
is elértek. Ezeket a gyerekeket rendszeresen megdicsérte. Nem adott nekik
Otost. Arrdl sz6 sem lehetett. Azonban aki lelkiismeretesen dolgozott, és egy
kicsit el6rébb lépett, azzal éreztette, hogy ezt az erdfeszitést elismeri. ”

Egy Rébai-tanitvany, ma a matematikai tudomanyok doktora
(Forrds: Természet Vildga, 2012. jinius)

Rébai Imre 1926. jalius 9-én sziiletett Mezdkovacshazan. Gimnaziumi tanulma-
nyait Szegeden végezte. 1944 juniusdban munkaszolgdlatra vitték, majd oktéberben
erOltetett menetben Wiener Neustadtba terelték. Innen Dachauba, a koncentraciés
taborba, majd a miithldorfi kényszermunkataborba kertilt. A tabor 1945 aprilis 30-i
felszabaduldsa utdn egy amerikai katonai kérhazban ldbadozott, csak Gsszel tudott
Szegedre visszatérni*. 1945 decemberében érettségizett.

1951-ben a Szegedi Pedagdgiai Foéiskoldan matematika-fizika-kémia-szakos ta-
néri diplomét, majd 1954-ben az ELTE levelez6 tagozatan gimnaziumi matematika
szakos tanari diplomat szerzett. 1956-ig a szegedi fOiskolan, majd a Szegedi Tudo-
manyegyetem Bolyai Intézetében volt tandrsegéd. 1956-t6l 1958-ig a pécsi Janus
Pannonius gimnaziumban, majd a budapesti Toldy Ferenc gimnaziumban tanitott.

Rébai Imre nagyon hamar a matematikaoktatas orszdgosan elismert egyénisé-
ge lett. Ennek koszonhette, hogy 1958-ban kinevezték a budapesti Fazekas Mih&ly
gimndaziumba vezet6 tanarnak, ahol matematikatanarok maédszertani tovabbképzé-
sét végezte, és egy matematikaszakkort is elinditott.

Az 1960-as évek elején az oktatdsi korményzatban felmeriilt egy (szovjet minta-
ra tervezett) specidlis matematika tagozatos gimnéziumi osztély elinditdsa, amely-
r6l a végs6 dontés 1962 augusztusiban sziiletett meg. Az osztédlyt a Fazekas Mihély
gimndziumban inditottak, és az osztdly matematikatanardanak Rébai Imrét kérték
fel. Rébai Imre eleget tett a felkérésnek, és ezzel oriasi feladatot véllalt magara.
Az osztaly elinditdsdban nemecsak az adminisztrativ feladatokat és a gyerekek 6ssze-
gylijtését végezte el, de a képzés teljes tanmenetét is 6 dolgozta ki. A heti 10 dréas,

“Errél bévebben ir 8 maga itt: Rdbai Imre: Tortrészek;
https://zachor.hu/cikkek/rabai-imre-tortreszek (A Szerk.).
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emelt szintl oraszam és a valogatott osztdly igen gyors haladasi {iteme hatalmas
tananyag és a hozza tartozoé feladatsorok osszegytijtését igényelte. De ezenfeliil arra
is volt gondja, hogy eléaddként megnyerje a magyar matematika szdamos kivaldsa-
gat: meghivdsara Hajnal Andrés, Péter Rézsa, Pdlya Gyorgy, Révész Pél, Varga
Tamads tartottak iskolai érédkat az osztalynak. Mély belatdst és bolcsességet tiikro-
zOtt az a dontése, hogy az osztdlyfénoki tisztséget nem vallalta el, hanem a feladat-
ra Komlds Gyulat, korabbi kollégajat kérte fel: | Elég voltam én nekik a megemelt
oraszamu, valasztott szaktantargyukbdl ... Ismertem Komlés erényeit, tudasat,
gyerekszereté emberségét. Komlés Gyula nagyon kozel tudott keriilni a gyerekek
lelkéhez, igazi csapattd kovacsolta az osztalyat,” mondta errél kés6bb. Rabai Im-
rének ez a valasztasa dont6 hatast gyakorolt sokak életére az osztédly tagjai koziil;
e sorok iréjanak életére mindenképpen.

Ezekben az években Rabai Imre tanitvanyai szinte minden szamottevé orsza-
gos matematikai versenyt megnyertek, és kiemelked6 eredményességgel képviselték
Magyarorszdgot a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidkon is. (Volt olyan év, ami-
kor a didkolimpiara kikiildott nyolctagi csapat 6t tagja az osztalybol keriilt ki, és
a csapat harom masik tagja is a Fazekas Gimnazium alacsonyabb évfolyamt ma-
tematika tagozatos osztalydba jart.)

Rébai Imrének ez az tuttor6 véllalkozasa oridsi hatast gyakorolt a hazai mate-
matikaoktatdsra. A Fazekas Gimnédzium a 60-as évek 6ta a magyar matematikaok-
tatas fellegvdra. Példdjat szamos gimnazium kovette az orszagban, és igy épiilt ki
a matematikai tehetséggondozas orszagos rendszerének egyik pillére.

Rabai Imre 1965-ben és 1966-ban mér csak félédllasban dolgozott a Fazekas gim-
ndziumban (az osztdlydnak megtartdsa mellett), és a Budapesti M{iszaki Egyetem
Gépészkari Matematika Tanszék adjunktusa lett. Késébb a BME Tanarképzo és
Pedagégiai Intézetébe keriilt, és innen ment nyugdijba 1992-ben, de nyugdijasként
még 1999-ig dolgozott.

Rendszeresen publikalt a matematika médszertandrdl, és a téméban szamta-
lan eldadsst tartott. O inditotta el 1966-ban a TIT rendkiviil népszeri és tobb
évtizeden at mikodo egyetemi felvételire el6készité matematika kurzusait. Hosszu
palyafutasa alatt nagyon sok konyvet, feladatgytijteményt, a matematika kiilon-
boz6 agait gyakoroltatd, az érettségire vagy egyetemi felvételire késziiloket segitd
példatarat és egyéb oktatasi segédanyagot irt. Ezek nagy része sok kiadast ért meg,
és a mai napig nagy népszeriiségnek érvend.

Rébai tanar dar munkassagéért 1967-ben Beke Mané dijban, 1999-ben a Magyar
Koztarsasagi Arany Erdemkereszt kitiintetésben részesiilt, 2001-ben a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat 6rokos tagjava vélasztottak, 2003-ban elnyerte a Ratz Tanar
Ur Eletm{idl’jat, 2013-ban pedig az Apdaczai Csere Janos-dijat. Haldlaval a magyar
matematikatanitas egy legendas alakja tavozott koriinkbol.

Laczkovich Miklos

1981 és 2004 kozott minden évben tobb felvételire el6készitd feladatsort kiil-
dott, illetve inkdbb hozott be személyesen a KoMal szerkesztoségébe, hogy el is
magyarazhassa, miért éppen ezt vagy azt a feladatot tizte ki, és miért épp azt
a megoldast vélasztotta, amit leirt. Mindezt huncut mosollyal a szemében, 6rom-
mel, hogy van, akinek elmondhatja, és ha megjelenik a lapban, mennyien tudnak
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majd tanulni beldle. Az utolsé években minden feladatsort valakinek az emlékére
ajanlott, nekem mindig elmesélte, ki is volt az. Amikor a lapban mésoktdl is ko-
zoltiink felvételi feladatsorokat, morgolédott: ezek nem olyanok, mint az 6vé ...
Az utolsé alkalommal azt mondta, 6 mar régéta nem tanit, azdta valtozhattak
a dolgok, jojjenek a fiatalabb kollégak. Persze tudom, hogy meg volt gy6zédve ar-
rol, hogy 6 jobb feladatokat tudna kitalalni.

Nagyon biiszke volt az els6 matektagozatos osztalyara, tulajdonképpen annak
minden tagjara, kiilon-kiilon is. Es a tanitvanyai is biiszkék voltak ra, szerették.
Akéarkinek a visszaemlékezését olvastam vagy lattam videdn ebbél a hires osztaly-
bol, Rébai tandr urat, késébb kollégaként Imrét szinte piedesztalra emelték.

Gondosan valogatott ujabb és tjabb feladatsorait biztosan sok tanar Orzi és
hasznélja, hiszen csaknem halaldig a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Vandor-
gytlésein, illetve képzéseken, konferencidkon, ahova csak meghivtak, eléadéast tar-
tott beldliik. Orok fiatalként halt meg.

Olah Vera

Térbe kilép6 bizonyitasok III.

Hatvanyvonalak és hatvanysikok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

A harmadik részben korok hatvéanyvonalaival és gombok hatvanysikjaival fo-
gunk jatszani. Legyen a k egy korvonal, a kozéppontja O, sugara r, és P tetsz6leges
pont a sikon, az O-tdl d tavolsdgra. Huzzunk P-n keresztiil egy e egyenest, ami el-
metszi k-t az A és B pontokban; a szeldtétel szerint a PA - PB el6jeles szorzat
nem fiigg az e valasztasatol. Ezt a szamot hivjuk a P pontnak a k korre vonatkozd
hatvdnydnak.

Az 1. dbrdn az O-n atmend szel6rdl leolvashatjuk, hogy a hatvany értéke
PAy-PBy=(d—r)(d+7)=d*—7? Ha P a kéroén kiviil van, akkor a szeld két
hatéarhelyzete a két P-bol hiizott érintd, ezért ha az érinté szakaszok hossza PT) =
= PTy =t, akkor a OPTy és OPTy derékszogii haromszogekbdl is megkaphatjuk,
hogy a hatvény értéke t? = d? — r2.

Ha nem egy, hanem két koriink van, ki és ko, és a kozéppontjuk kiilonbozo,
akkor azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyeknek a két korre vonatkozo
hatvanya egyenld, egy egyenes; ezt az egyenest hivjuk ki és ko hatvdnyvonaldnak.
A hatvanyvonal merSleges a két kor centralisaral.

Lcentralis: a kozéppontokat dsszekotd egyenes
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1. dbra 2. abra

Térben, ha Gy és Gy két gomb a térben, és a kozéppontjuk kiilonbozo, akkor
azoknak a pontoknak a halmaza, amelyeknek a két gombre vonatkozd hatvanya
egyenld, egy sik; ezt a sikot hivjuk G; és Go hatvanysikjanak.

Azt, hogy két kor hatvanyvonala egyenes, az iskoldban koordindtakkal vagy
vektorokkal szoktuk levezetni; felirjuk az (x,y) pont hatvanyait a két korre, és
vessziik a kettd kiillonbségét. A kiilonbség egy kétvaltozds linearis fiiggvény, tehat
egy egyenes egyenlete.

Miért egyenes a hatvanyvonal?

Az iskolai levezetésbdl tudjuk, hogy a hatvanyvonal egyenes, csak az nem
teljesen vildgos, hogy miért. Lassunk egy masik bizonyitast, amelybol koézvetleniil
deriil ki, hogy a kérdéses pontok tényleg egy egyenesen vannak.

Vegyiik fel a ky és ko koroket a X sikban, és nevezziink egy P € ¥ pontot
érdekesnek, ha a P-bol ki-hez és ko-hoz huzott érintd szakaszok egyenlé hosszi-
ak. (A definiciébdl sajnos kimaradnak a koérokon beliili pontok; a bizonyitdsunk
csak a kiviil elhelyezkedd pontokra fog miikodni.) Konstrudlunk egy egyenest, ami
atmegy az Osszes érdekes ponton.

Tllessziink a két korvonalra egy-egy gombfeliiletet, amelyek sugara ugyanak-
kora; a gombok legyenek Gy és Go, kdzéppontjuk Ky, illetve K. A gémboket tgy
valasszuk, hogy K; és Ky a ¥ siknak ugyanazon az oldalan legyenek.

Tekintsiink tetszélegesen egy érdekes P pontot a ¥ sikban, és hizzunk P-bol
egy-egy érint6t a két korhoz; a két érintési pont legyen T, illetve To. A PTy és P15
egyenesek nem csak a két kort, hanem a két gombét is érintik (3. dbra).

8. abra
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A PKiT; héromszog egybevdgd a PKoTy haromszoggel, mert KTy = KoTh
a két gomb kozos sugara, PTy = P15 az érdekes P pontbdl a koérokhoz huzott
érint6 szakaszok, és PT) K<t = PTy Ko<t = 90°, mert a gombot érinté szakaszok
merllegesek az érintési pontbdl hizott sugarakra. Ezért a hdromszogek atfogdi is
egyenlék, PK1 = PK>; ez viszont azt jelenti, hogy a P pont a K1 Ky szakasz felez6
meroOleges sikjaban van.

Jeloljiikk a KK, szakasz felez6 meréleges sikjat ®-vel. A K és Ko pont
valasztasa miatt ¥ nem lehet azonos ®-vel, példaul mert ¢ felezi, mig ¥ nem
is metszi a K1 Ko szakaszt.

Az érdekes pontok nem csak a Y-nak, hanem a ® siknak is pontjai. Ez a két
stk kiilonbozd, tehat a kozos résziik vagy iires, vagy egy egyenes. Az érdekes pontok
tehat, ha egyaltalan léteznek, a két sik metszésvonaldn vannak.

Erdemes meggondolni, hogy a két sik mikor lehetne parhuzamos. A @ sik
meroleges a K Ko szakaszra, ezért a két sik parhuzamossaganak feltétele, hogy
a K1 K5 szakasz is meroleges legyen Y-ra. Ebben az esetben a két kozéppont, K,
és Ko vetiilete 3-n egybeesne, vagyis ki és ko koncentrikus? lenne.

Hatvanyvonalak nemeuklideszi geometridkban

Az el6bbi bizonyitdst tobbféle iranyban is lehetséges kiterjeszteni, altalanosi-
tani. Az els6, kézenfekvo irany a dimenzié novelése. Térben, két gomb hatvény-
sikja mindig sik, és ezt ugy igazolhatjuk, hogy a gombfeliiletekre azonos sugart,
4-dimenziés gomboket illesztiink. Ezt ugyan nem tudjuk elképzelni és lerajzolni, de
minden mas 1épés gond nélkiil miikodik.

Van egy masik irdny, ami taldn nem annyira nyilvdnvalé. A bizonyitdsunkban
csak hdromszogek egybevigdsdgat és szimmetriat (szakaszfelezd merdleges sikot)
hasznaltunk; nem volt sziikségiink parhuzamossagra és hasonlésagra. Ezért a bizo-
nyitas olyan geometriai struktirakban is elmondhaté, ahol nincs parhuzamossag és
hasonldsag.

A gombi geometriaban, az eddigi sik helyett, a pontok egy egységsugart gomb-
feliilet pontjai, az egyenesek helyét a gomb fékorei veszik at. Két pont tavolsdga
a pontokat 6sszekotd (rovidebb) f6koriv hossza. A gombfeliileten is barmelyik két
korvonalhoz definidlhatjuk az ,,érdekes” pontokat.

Ugyanaz az okoskodas a gombon is miikodik, persze a G; és Gy gomboket egy
1-gyel magasabb dimenziéju gombi geometriaban kell elhelyezniink; a bizonyitas
végén azok a pontok, amelyek egyenld tavol vannak a Ky és Ko pontoktol, egy 2-
dimenziés gombfeliileten vannak, és a két gombfeliilet metszete egy f6kor. Megint
csak a személyes korlatainkkal kell megkiizdeniink, amikor az elrendezést megpro-
baljuk elképzelni vagy lerajzolni.

A hiperbolikus geometridk 1étezését egymastdl fiiggetleniil Bolyai Jénos® és
Nyikolaj Lobacsevszkij* bizonyitotta be, 6k publikaltak el6szor olyan geometriai

2koncentrikus: a kézéppontjaik egybeesnek
3Bolyai J4nos magyar matematikus, 18021860
4Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz matematikus, 1792-1856
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rendszereket, amelyekben a szokasos euklideszi axiomak teljesiilnek, kivéve a par-
huzamosséigi axiomat, ami helyett az igaz, hogy barmely egyeneshez barmely rajta
kiviil fekvd pontbdl végtelen sok parhuzamost lehet hiizni. (A nemeuklideszi geo-
metridk kutatdsaban Gaussnak® is voltak publikdlatlan eredményei.)

A Pitagorasz- és a szelGtételnek is léteznek megfeleli a gombi és hiperbolikus
geometridkban, ezért pont korre vagy gémbre vonatkozo hatvanyat is lehet képle-
tekkel definidlni. Sajnos a Pitagorasz- és a szel6tételek nemeuklideszi alakja kicsit
kiilonbozik, és kiilonb6z6 hatvanyfogalmakat tennének logikussa.

Az alabbi tabldzatban Osszegylijtottem a Pitagorasz-tétel, pont korre vonat-
kozé hatvanya és a szel6tétel gobmbon és a hiperbolikus geometridkban érvényes
megfeleldit. A k rogzitett pozitiv szém a hiperbolikus geometria paramétere (egy-
fajta skaldzds), r a kor sugara, d a pontnak a kozépponttdl valé tavolsdga, 1, o

és t két egyiranyu szelédarab, illetve a korhoz hiizott érint6 szakasz hossza. A ch és
ette % 62171
the =

th a hiperbolikus koszinusz-, illetve tangensfiiggvény: chz = —5—, e
Pitagorasz-tétel Hatvany def. szel6tétel (alternativ def.)
euklideszi ~ t2 4+ 12 = d? d* —r? 21 w9 = (d+r)(d—r)
d d d—
gémbi costcosr = cosd o tan 2L . tan 22 = tan tr tan !
cos T 2 2 2
d
tar d chy Ty T2 d+r  d—r
hip. h—ch-—=ch-— k th— -th-> =th——th——
P B R T 2% 2k 2k 2k

Ezekbdl a képletekbdl le lehet vezetni, hogy a hatvanyvonal egyenes, illetve
fokor, de az el6bb latott térbe kilépés is miikddik: ugyantigy definidlhatjuk az érde-
kes pontokat, és elismételhetjiik a bizonyitdst. A hiperbolikus eset végén egyetlen
furcsa kozjaték torténhet: a ¥ és a @ sikok ugy is lehetnek parhuzamosak, hogy
a ki és ko korok kozéppontja kiilonboz6; a hatvanyvonal ilyenkor nem jon létre

(4. dbra).

G

4. abra

5Carl Friedrich Gauss német matematikus, 17771855

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/9 519



ﬂé 2019.12.2 — 18:43 — 520. oldal — 8. lap

Alternativ bizonyitas a gdbmbon: a békaszem-maddszer

A gombi esetben a nehézségeinket az okozta, hogy plusz egy dimenziét mar fel-
hasznéltunk a gombfeliilet elhelyezéséhez, és a haromdimenzids gémbi geometriat
mar csak a négydimenzids euklideszi térbe tudnank bedgyazni. Most mutatok egy
olyan bizonyitdst, amikor a kétdimenziés gombfeliiletbdl a haromdimenziés eukli-
deszi térbe 1épiink ki, igy nem lesz sziikségiink még egy dimenzidra. Az euklideszi
tételeink koziil fel fogjuk hasznélni, hogy két kiilénb6z6 kozépponti gomb hatvény-
sikja egy sikfeliilet.

Legyen B egy O kozéppontu gombfeliilet, és rajta ki és ko két kiilonbozo,
fokornél kisebb korvonal. Nevezzitk B egy P pontjat érdekesnek, ha P-bdl a két
korvonalhoz egyenlé hosszisagi érint6 fékoriveket lehet hizni. Azt szeretnénk iga-
zolni, hogy az érdekes pontok a B gémb valamelyik f6korén vannak.

Legyen G; és Gy az a két gbmb, amely kq, illetve ko mentén merdlegesen metszi
B-t. (A B gomb a béka teste, G1 és Go a két szemgolydja.)

Tekintsiink egy tetszéleges érdekes
P pontot a B feliileten, és legyen T} és
T5 egy-egy olyan pont a két korvona-
lon, amelyre a PT) és PT, fokorivek
érintik ki-t, illetve ko-t (5. dbra).

A G; gomb merGlegesen metszi
B-t, ezért Gy-et érinti a B gomb OT}
sugara; ezen kiviil a P71} f6kor is érin-
ti. Ezért Gi-et érinti az OPT, sik és
vele egyiitt a PT) szakasz is. Hasonlé-
an lathatjuk, hogy a PT; szakasz érin-
ti a Go gobmbot. A feltevésiink szerint
P egy érdekes pont, vagyis a PT} és
PT, ivek egyforma hossziak; ebbol ko-
vetkezik, hogy a PT} és P15 szakaszok
is egyforma hossziak. Tehdt a P pont-
bol egyforma hosszi érintét lehet hiuzni a Gy és Go gombokhoz. Ezért a P pont
benne van a Gy és G gobmbok hatvanysikjaban. Jeloljiik ezt a sikot ®-vel.

5. dbra

Vegyiik észre, hogy az O pontbdl a Gy és Go gombokhoz huzott OTy és OT,
érintok is egyforma hossziak, mert a B sugarai. Tehat O is a ® sikban van. Az 6sszes
érdekes pont a B gombfeliilet és a kozéppontjan dtmend & sik kozos részében van,
ami egy f6kor.

Azonos meredekségii kuipok metszete

Gombok hatvénysikjainak egy alkalmazdsa a kovetkez6, jol ismert tétel.

Tétel. Ha két egyenes kiorkuppaldst tengelye parhuzamos, és a nyilasszogiik
ugyanakkora, akkor a két kup kozos pontjai egy sikban vannak.

(Ezt a tételt is konny lenne koordindtédkkal bizonyitani, ldsd a 3. feladatot).
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Jeloljiik két kupot ICi-gyel és Ko-vel, és metssziik el a kiupokat egy, a tenge-
lyekre meroleges ¥ sikkal; a két metszetkor legyen kq és ko. Legyen Gy és Go az a két
goémb, amely ki, illetve ko mentén érinti a két kuppalastot (6. dbra).

775, —
A >

Tekintsiik a két kipnak egy kozos P pontjat. Ezen atmegy a kipoknak egy-egy
alkotéja; legyenek ezek a; és as. A ki kor és az a; egyenes metszéspontja legyen T,
a ko és ao metszéspontja To. Az alkotok érintik a beirt gomboket, tehat PTy a T}
pontban érinti Gi-et, és PT» a T pontban érinti Go-t.

)

Mivel a két kiip nyilasszoge ugyanakkora, a PT; és PT5 szakaszok ugyanakkora
szoget zarnak be a X sikkal. Ezért PT), = PT>. A P pontbdl tehdt ugyanolyan
hosszi érintot lehet hizni a két gobmbhoz, igy P a két gomb & hatvanysikjaban
van.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy K1 és Ko kozos pontjai mind a Gy és Go gbmbok
hatvanysikjaban vannak.

Vegyiik észre, hogy nem is hasznaltuk a kupok csticsait; a bizonyitas valtozta-
tas nélkiil miikodik egykdpenyti forgashiperboloidokra®, ha a tengelyeik parhuza-
mosak, és az alkotdik ugyanakkora szoget zarnak be a tengelyekkel.

Ezt az allitast és a bizonyitast is at lehet vinni nemeuklideszi geometriakba.
A péarhuzamos tengelyek helyett azt kotjiik ki, hogy van egy olyan ¥ sik, amely
merolegesen elmetszi mindkét kip tengelyét, az egyenld nyilasszog helyett azt irjuk
el6, hogy a két kip alkotdi ugyanakkora szogben dofjék -t.

A gombi valtozatban ismét csak a képzeletiink hatdraiba iitkoziink: Hogy kép-
zeljiink el egy gombi kuppaldstot? A hiperbolikus esetben az okozhat nehézséget,
hogy a Gy és Go gombok nem mindig léteznek. Ezen gy segithetiink, ha a gom-

Sforgasfeliilet, amit gy kaphatunk, hogy egy egyenest (a hiperboloid alkotéjat) kor-
beforgatunk egy téle kitérd tengely koriil
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bok helyett mas, dlland6 gorbiileti, de nem Gsszezarddo feliileteket, tgynevezett
horoszférdakat és hiperszférdkat is haszndlunk. A hiperbolikus véltozat tovabbgon-
dolésahoz tovabbi tanulasra is sziikségiink van.

Ajanlott irodalom

[1] Gombi trigonometridrél Obddovies Gyula: Matematika c. klasszikus zsebkony-
vét (5.3.12-5.15. részek) ajdnlom.

[2] Reiman Istvdn: A geometria és hatarteriiletei c. konyve utolsé fejezetében
szerepel a hiberbolikus geometria egy, a Beltrami—Cayley—Klein-féle modellre
épiil6 felépitése.

[3] H. S. M. Coxeter: A geometridk alapjai c. konyvében a 16. fejezet szdl a hi-
perbolikus geometriakrol. Itt egy rovid rész szerepel horo- és hiperciklusokrol
és a horoszféra geometriajardl.

Feladatok

1. Modositsuk a békaszem-modszert; vizsgaljuk a szemgolydk helyett a két
korvonal sikjait.

2. Médositsuk a békaszem-mddszert gy, hogy a szemgolydk a korokre illesz-
kedd, az O ponton dtmend gombok legyenek.

3. Legyenek H; és Ho egymaéstol kiilonboz6 korkip vagy egykopenyt forgés-
hiperboloid-feliiletek a térbeli derékszogli koordindtarendszerben gy, a tengelyiik
parhuzamos a z-tengellyel, és a két feliilet alkot6i ugyanakkora szoghen dofik az zy
koordinatasikot. Igazoljuk, hogy két feliilet egyenletének kiillonbsége linearis fiigg-
vény.

4. Bizonyitsuk be a gémbi szelotételt.

Sose feledjiik:

Ha békdval taldlkozunk, vizsgdljuk meg a szemgolydi hatvanysikjat!

Kos Géza

522 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/9



GF 2019.12.2 — 18:43 — 523. oldal — 11. lap KoMalL, 2019. december EF

—®
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire '

I. rész

1. a) Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szam van, amelyben a szdmjegyek
Osszege legfeljebb 47 (7 pont)
b) Hény olyan lesz ezek kozott a szdmok kozott, amely oszthaté 60-nal?

(5 pont)

2. a) Egy osztalyban egy matematika dolgozatndl a 6 kékszemi tanulé dtlaga
pontosan 3, a tobbi, nem kékszem tanulé atlaga pontosan 4 lett. A 21 fiu atlaga
pontosan 3,5, a lanyok atlaga pontosan 4,5 lett. Hatarozzuk meg a dolgozat atlagat
a teljes osztalyban. (5 pont)

b) Az iskolai tiraszakosztaly a hétvégi kirdanduldsra kiilonbuszt rendelt. A busz-
koltséget a résztvevik kozott egyenld ardnyban osztjdk szét. A kitiizott jelentkezési
hatarid6 egy hétf6i napon jart le. Mivel maradt még szabad hely a buszban, ezért
kedden még két jelentkezést elfogadtak, igy az egy résztvevore jutd buszkoltség
175 Ft-tal csokkent. Szerdan aztan még hiarom jelentkezést elfogadtak, igy az egy
résztvevore juté buszkoltség tovabbi 225 Ft-tal csokkent. fgy mar megtelt a meg-
rendelt autobusz.

Hény jelentkezést fogadtak el Gsszesen a kiranduldsra, és mennyibe keriilt
a megrendelt kiilonbusz? (8 pont)

3. a) Oldjuk meg az alédbbi egyenl6tlenséget a valds szdmok halmazén:
47 42 <9.2771 (6 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazén:

3 1
i—sinx—QCOSQx =3 (7 pont)

4. a) Az
f:R=>R, f(x)=ax+Db

és a
g:R—>R, g@)=(x—c)’+d

filggvények grafikonjai az M; (—1;10) és az Ms(4; —5) pontokban metszik egymast.
Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ és d értékét. (7 pont)

b) Hatérozzuk meg az

FiRSR, flz)=3z+7
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g:RoR, g@)=(z+3)7-6
fiiggvények altal kozrezart sikidom tertiletét. (6 pont)

II. rész

5. Egy felmérésben azt vizsgaltdk, az autésok hogyan viszonyulnak a téli
gumiabroncsok hasznélatahoz. A felmérésben 1800 autést kérdeztek meg. Azok,
akik hasznalnak téli gumiabroncsokat, 1320-szal tobben voltak, mint akik nem.
Azok kozott, akik nem hasznédlnak téli gumiabroncsot, 40%-kal kevesebben voltak
azok, akik ezt nem is tartjak fontosnak, mint azok, akik ugyan fontosnak tartjak,
de anyagi okokbdl lemondanak rola.

a) Abrézoljuk a felmérés eredményét kordiagramon. (6 pont)

Egyes személyautokban az auté altal megtett tavolsdgot az auté miszerei
gy szamitjak ki, hogy a gumiabroncs ismert keriiletét és a kerék altal megtett
fordulatok szdmat Osszeszorozzdk.

Vera észrevette, hogy néhany év hasznélat utan az auté miszerei mar pontat-
lanul mutattak a megtett tavolsagot: amig az it melletti kilométerkovek tanisaga
szerint pontosan 100 km-t tett meg, addig a miiszerfal 101,2 km megtett utat
jelzett. Ennek az volt az oka, hogy az auté gumiabroncsai a néhdany év hasznélat
alatt kicsit elkoptak, igy a keriiletiik csokkent. A katalégusok szerint a Vera autdjan
hasznalt gumiabroncsok gyédrtaskori dtméréje 632 mm volt. A miiszerek — a kopéast
figyelmen kiviil hagyva — mindvégig ebbdl az adatbdl hatdroztdk meg az auté altal
megtett tavolsagot.

b) Hany millimétert kopott eddig Vera autdja gumiabroncsénak feliilete?
(5 pont)
A rendérség kozuti ellendrzés-sorozaton vizsgalja az auték gumiabroncsat. Egy
nyéari gumiabroncs tgynevezett profilmélysége gyartaskor kb. 8 mm. Az érvényes
jogszabdlyok szerint nem lehet kozlekedni olyan gumiabronccsal, melynek a kopésa
olyan mértéki, hogy profilmélysége 1,6 mm ala csokken. Felmérések alapjan felté-
telezhetd, hogy minden tizenotodik autén a gumiabroncsok kopasa ezt az értéket
meghaladja. (Ezt dgy tekinthetjiik, hogy minden egyes auté esetén 1/15 annak
a valosziniisége, hogy a kopds 1,6 mm ald csokkent.)

¢) Egy jarérparos egy napi szolgélat alatt 80 auté gumiabroncsainak kopd-
sat ellenorzi. Hatarozzuk meg annak valdszinliségét, hogy legaldbb 5 olyan autét
taldlnak az ellendrzés soran, melynél a gumiabroncsok kopasa meghaladja a jogsza-

balyban eléirt hatérértéket. (5 pont)
6. A valds szdmokon értelmezett f(z) = 223 + 322 + ba + ¢ fiiggvénynek lokalis
maximuma van r = —2-nél.
a) Igazoljuk, hogy ekkor b = —12. (5 pont)
b) Hatdarozzuk meg c lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy az f-nek hdrom
kiilonbozé zérushelye van. (7 pont)
¢) Hatérozzuk meg az f zérushelyeit abban az esetben, ha ¢ = 0. (4 pont)
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7. A kanaszta nevii kdrtyajatékot két csomag francia kartydval jatsszék. Egy
csomag francia kdrtydban 55 lap taldlhaté: négy szin (pikk, kard, kér, treff) mind-
egyikében 13-13 lap (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, Bubi, Dadma, Kirly, Asz) van. Ezeken
a lapokon kiviil mindegyik csomagban van harom Joker is. A pikk és treff szini
lapok feketék, a kard és kor szinti lapok pirosak.

A jaték elején az egyik jatékos kettévalasztja a jél megkevert kartyacsomagot,
és a csomag egyik felében az alsé harom lapot megnézheti: ez az igynevezett emelés.
Ha a harom lap kozott van ,szerencsés” lap, akkor ezeket a szerencsés lapokat
a jatékos megkapja. Szerencsés lapnak szamit a hat darab Joker, a nyolc darab 2-es
(amit a kanasztdban szintén Jokernek hasznélnak) és a négy darab piros 3-as.

a) Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az emelést végz§ jatékos
nulla, egy, kettd, illetve harom szerencsés lapot kap. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a kezdé jatékosnak kiosztott
elsé négy lap kozott mind a négy szin eléfordul. (4 pont)
Egy szerencsejatékban 4 Kiraly és 4 Asz koziil visszatevés nélkiil hiz lapokat

a jatékos a jatékos, egészen addig, amig az els6 Aszt kihtizza. Ha az els6 Asz
kihtizésa elétt k darab Kirdlyt htizott ki, akkor a jatékos nyereménye 100k? forint.

¢) Hatédrozzuk meg ebben a jatékban a nyeremény varhat6 értékét. (7 pont)

8. Az ABC egyenlészart haromszog alapja AB, beirt korének kozéppontja O,
a beirt kor sugara 9 cm. A haromszdgben olyan kort {frunk, mely érinti a beirt kort
és a hdromszog két szarat. Ennek a kornek a kézéppontja Os, sugara pedig 4 cm.

a) Hatdrozzuk meg az egyik szdron keletkezd, a két kor érintési pontjai dltal

meghatarozott szakasz hosszdt. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy O2C = 10,4 cm. (4 pont)
¢) Hatérozzuk meg a héromszog teriiletét. (7 pont)

9. Egy nyolcpontu osszefiiggd, egyszert graf csucsai A, B,C, D, E, F, G és H.
Az A, B, C és D csticsok fokszdmai (ebben a sorrendben) egy novekvd szamtani
sorozat egymast kovetd tagjai. Ehhez hasonléan az F, F', G és H cstcsok fokszamai
(ebben a sorrendben) egy mdsik novekvé szdmtani sorozat egymast kovetd tagjai.
A nyolc csics fokszamai kozott két egyenld van, a tobbi fokszdm mind kiilonbozo,
tovabba A fokszama kisebb E fokszamanal.

a) Rajzoljuk fel ezt a gréfot. (6 pont)

Egy szabalyos nyolcszog két szomszédos csiucsa a derékszogli koordinata-
rendszerben A(0;0) és B(10;0). A nyoleszog az 1. és a II. siknegyedben helyez-
kedik el.

b) [rjuk fel a szabalyos nyolcszog beirhaté korének egyenletét. (4 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a P(17;17) pont a nyolcszognek belsd, befrhaté korének
viszont kiilsé pontja. (6 pont)

Koncz Levente
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2019/8. szam emelt szinti
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) A bal oldali 4brén egy 1 cm oldalhosszi négyzet és rajta egy 1 cm
oldalhosszi szabadlyos hdromszog ldthato. Mekkora annak a kérnek a sugara, amely

atmegy az A, B, E pontokon? (5 pont)
L E
D, C
C
A
A B B

b) A jobb oldali 4brén egy 1 cm élhosszi kocka és rajta egy olyan 1 cm élhosszi
szabdlyos gula lathato, amelynek minden oldallapja szabdlyos hdaromszég. Mekkora
annak a gombnek a sugara, amely dtmegy az A, B, C, D, E pontokon? (7 pont)

Megoldas. a) Toljuk el DCE szabdlyos haromszégiinket a C@ vektorral.
A héromszog képe az eltolds utdn az ABO szabélyos héromszog (A = D', B = (",
O = E') lesz; emiatt OA = OB = 1. Mésfel8l mivel O = E’ ezért OF = 1; azaz
O pont az A, B, F koréirt korének a kozéppontja, és a kor sugara 1 cm.

E
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b) Voltaképpen ugyanazt csindljuk, mint két dimenziéban. Jelsljiik a kocka C'

folotti” csicsat F-fel, és toljuk el a térben a szabalyos gulankat az ﬁ vektorral.
Ekkor a gula képe az eltolds utén az ABCDO szabdlyos gila lesz (ahol O = E’
az FE pont eltolt képe). Mivel ABCDO a megfelelé szabdlyos gula képe, ezért
AO = BO =CO = DO =1, mig O = E' miatt FO =1, azaz az O pont egyenld
tavolsagra van A, B, C, D, E pontoktdl, vagyis ezen pontok koréirhaté gombjének
a kozéppontja, és a gomb sugara 1 cm.

Megjegyzés. A feladat megoldhaté szamolassal is, de mi nem ezt az utat kovettiik.

2. Egy 2019 mez6bdl allo jatéktablank van a kdvetkezd dbra szerint:

l1l2]3]a]s5]1]2]..

(A2 1,2,3,4,5 szamok vannak rajta ciklikusan, dsszesen 2019 hosszan.) Az 1-es
mezordl indulunk, és minden mezdrdl annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd

szdm.
a) Osszesen hdnyra lépink rd a mezdk kozil? (4 pont)
b) Mennyi azon mezdk szdmainak dsszege, amire nem lépink ra? (3 pont)

¢) A jdtékszabdlyokat a kovetkezéképpen mddositjuk: egy szabdlyos hatoldali
kockdval dobunk, ha a dobds eredménye az 1 és 5 kozotti d szam, akkor az elsd
mezd, amire raléptink az elsé d; mig ha a dobds hatos, akkor az elsd 1-esre lépiink,
és innentdl kezdve minden mezdrdl annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd szdm.
Az elsd szdz mezd koziil varhatéan hdny mezdt latogatunk meg? (4 pont)

Megoldas. a) Megvizsgalva az els6 par 1épést azt kapjuk, hogy az elsé tizen-
egy mez6 koziil rendre az 1 = 2 = 4 = 3 (ez mér a mdsodik 3-as) = 1 (ez mar
a harmadik 1-es) 1épiink. Mivel innen ciklikusan ismétlédnek a mezdk, tiz egymés
utédni mez6bdl pontosan 4-re lépiink ra. 2019 = 201 - 10 + 9, azaz lesz 201 darab
teljes ciklusunk, valamint tovabbi 9 mez6énk. Az utolsé 9 mez6 koziil 4-re lépiink
ra, igy Osszesen 201 - 4 + 4 = 808 mezdre 1épiink ra.

b) Egy teljes ciklusban a meg nem litogatott mezdk osszege: 3+ 5+ 1+ 2+
+4+5 =20, mig az utols6 9 mezs koziil (hidnyzik egy 5-6s a teljes ciklushoz) a meg
nem latogatottak osszege csak 15. Azaz azon mezok Gsszege, amire nem lépiink ra:
201 - 20 + 15 = 4035.

¢) A médositott szabdlyok szerint % = % eséllyel az els6 1-es mez6rol indulok,
mig az elso 2-es, ..., 5-6s mez6rdl indulés esélye % Az l-es, 2-es, 3-as, 4-es mezdrol

indulva rendre ugyanazt az 1, 2,4, 3 ciklust kapjuk, csak az elején, illetve a végén
kiilonboznek. Ez alapjan 1,2, 3, 4-gyel kezdve az elsé 100 mez6 koziil rendre 40, 39,
40, 38 mezdre lépiink rd; mig az els6 5-6sb6l indulva pontosan az 5-6soket latogatjuk
meg, igy Osszesen 20 darab mez6t. Innen a meglatogatott mezok varhato szama:

2.4 4 2 21
0+39+60—|—38+ 0 :?7%36,17.
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3. Piszkos Fred a kapitdny hosszu tengeri utra indul hajojaval. Egy 100 literes
hordoban tiszta alkoholt visz magdval. Fred a hordobol minden éjfélkor megiszik
5 liter lottyot, majd felmegy a hidra és a hajo kormdnykerekét eltekeri 30°-kal. Ezek
utdn visszavonul a kabinjaba és a kovetkezo éjfélig alszik. A matrdzok minden nappal
sordn feltoltik a hordot esévizzel, de a kormdnykerékhez nem nyulnak. Ha a hordo
alkoholtartalma 50% ald csékken és a kapitdny iszik beldle, akkor kijézanodik.

a) Az indulds utdn hanyadik éjfélkor jozanodik ki Fred? (4 pont)

Fred fogadott eqy hordo rumba Watson kapitdnnyal, hogy az 6 hajdja gyorsabb,
mint Watson fregattja. A verseny dprilis elsején 23 ora 59-kor indult. A két ha-
jo egyszerre indult el a nyugati irdnyban pontosan 10000 kilométerre lévd kozos
célpont, a Rejto-fok felé. Watson hajoja dllandd 8 csomo sebességgel haladt, mig
Fred tekndje 6 csomdval. (1 csomd sebesség megegyezik 1,85 1%—val.) Fred amig
részeq, minden pdros sorszdmi nap €jfélén balra tekeri 30°-kal a kormanykereket,
mig a pdratlan sorszdmai napokon jobbra; amikor viszont kijozanodik, akkor azonnal
a megfeleld iranyba dllitja a kormdnykereket (és a helyes irdnyt a tovabbiakban tart-
ja is). A jozan Piszkos Fred tovabbd minden éjfélkor képes a hajo aktudlis sebességét
10%-kal novelni (és ezt az egész kovetkezd nap tartani).

b) Melyik kapitiny nyeri a fogaddst? (9 pont)

Megoldas. a) A feladat szovege alapjdn az indulds idépontjéban ag = 1 (az-
az 100%) a hordé alkoholtartalma. Mivel minden tjabb idépontban elfogy 5 liter
16tty, amit 5 liter 0%-os alkoholtartalmu vizzel pétoltak, {gy n nap miilva a hor-
dé alkoholtartalma: a,, = 0,95™. A kapitany akkor jézanodik ki, ha a, < 0,5 lesz.

A megfelels egyenletet megoldva: 0,95" = 0,5 = n = 111100;)55 ~ 13,51; mivel a 0,957

fliggvény szigoruan monoton csokken ez azt jelenti, hogy ai3 > 0,5, de a4 < 0,5,
azaz Fred pontosan az indulds utan két héttel jézanodik ki.

b) Elészor szamoljuk ki, hogy az egyenletes sebességgel pontosan a cél irdnydba
mozgd Watson mennyi id6 alatt éri el a Rejto-fokot.

by = 8185 S = 148 Sy, - 1000

~~ h~2 ’ h
o o 148 % 675,68 8 nap és 3,68

alatt ér célba.

Most lassuk mit csinalt ekozben Fred. Fred sebessége kezdetben

km km

tesz meg 1 nap alatt Piszkos Fred. Hasznéljuk a kovetkezd dbra jeloléseit.

= s=11,1-24 = 266,4 km-t

Rejt6-fok 10000 km Lo
i T
xR P
x Py
% P
% Py
__x— Py
e P
P14
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Jelolje Py, Py, P, ..., P14 Fred hajéjanak a pozicidjat rendre a startndl, illetve
1,2,... és 14 nap mulva. Mivel a parosadik napokon balra, a paratlanadik napokon

jobbra forditja el a korményt Fred, ezért minden méasodik nap pontosan nyugat felé
halad a hajé, illetve két ilyen napot ,,6sszevonva” egy olyan rombusz két szomszédos
oldalan halad végig Fred teknéje, amelynek oldalai 266,4 km hossztiak és az altaluk
bezért szog 150°. Innen két mésodszomszédos éjféli idépont pozicidja kozott (pl.
Py és Py, vagy Pio és Py kozott) a tavolsag szamithaté koszinusz-tétellel:

PyP} = 266,47 4 266,4% — 2 - 266,4 - 266,4 - cos 150° ~ 264 859,8 =

= PyPr =~ 514,645 km.

Azaz két hét alatt Fred a starttdl 514,645 - 7 = 3602,515 km-re keriilt és pontosan
15°-kal tért el a nyugati iranytél.

Szamitsuk ki egy djabb koszinusz tétellel, mennyi 4t van még hatra (a pontos
irdnyt hagyjuk meg a Kapitanynak). A hatralévé ttra:

52 = 100002 4 3602,5152 — 2 - 10000 - 3602,515 - cos 15° ~ 43 382869 =

= sp ~ 6586,567 km

at van még hatra két hét utan.

Lassuk, mennyi id6 alatt teszi meg a jozan Fred ezt az utat. Jeloljik b,-nel
a két hét utani n-edik napon Fred hajéja dltal megtett utat (kilométerben). Ekkor
b, = 266,4-1,1""1. Az els6 n nap soran ekkor

n

1.1" -1
Sn=014+ba+...+b, =2664- ——— =2664(1,1" — 1) = 2664 -1,1" — 2664 km-t

111

tesz meg. Azt keressiik, hogy mikor lesz s,, = 6586,567.

S = 2664 - 1,1" — 2664 = 6586,567 = 2664 - 1,1" = 9250,567 =

9250,567
9250,567 n (Z5e61)
1= 22000 2660 ) 3 061,
=5 2661 " il 3,06

Mivel az 1,1% fiiggvény szigortian monoton névé, ezért ez azt jelenti, hogy (kijéza-
noddsa utén) 13 nap alatt még nem ér célba Fred, de a 14-dik, vagyis 6sszességében
a 28-dik napon mar eléri a Rejto-fokot.

Azaz Piszkos Fred nyeri a fogaddst (és igy a hordé rumot), hiszen koriilbeliil
egy nappal kordbban ér a célba, mint Watson.
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Cy 4. Az &bra egqy park térképét
abrazolja. A parkot hdrom korvonal
hatdrolja; a kordk rendre az Ay (—2;3),
As(=T7;-2), Asz(=2;-7), illetve
a Bi(1;—6), B2(10;-3), B3(9;0), va-
By lamint o C1(5;4), C2(2;7), Cs3(—1;4)
pontok dltal meghatdrozott kérok koré-
Ay irt kores.

a) Igazoljuk, hogy az A1A3As,
a B1BsBs, valamint a C1CsC3 hdrom-
szogek mind derékszogt hdromszdogek.

A (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy az Az, By, Ba, valamint a Bz, Cy, Cs, illetve a C3, Ay, As
ponthdarmasok rendre egy-eqy egyenesre esnek. (3 pont)

c) A park épitésze egy ,kilonleges” helyre kutat szeretne firatni. Ugy tinik
neki, hogy a parkot alkotd hdrom kir eqy kiézis pontban metszi eqgymdst (ami eléggé
kiilonleges lenne). Igaza van-e az épitésznek? Ha igen, pontosan hol van ez a pont?

(8 pont)

Megoldas. a) Az dbra alapjdn tgy tiinik, hogy a haromszogek olyan harom-
szogek, ahol a 2-es indexti cstics szoge derékszog, mig a masik két csticsot 6sszekotd
atfogd egyben a kor atmérdje is. Ezt fogjuk igazolni.

Az Ay, As pontok tévolsdga 10, az O 4 felezOpontjuk koordindtéi: O 4(—2; —2).
Ez a felez6pont pedig pontosan 5 tavolsagra van As-t6l, azaz ez a haromszog
egyenlészaru és derékszogli haromszog, és a koréirt kor sugara 5.

Hasonléan a C7, C3 pontok tévolsdga 6, az O¢ felez6pontjuk koordindtai:
Oc(2;4). Ez a felez6pont pedig pontosan 3 tavolsidgra van Cy-tél, azaz ez a hdrom-
sz0g is egyenlészari és derékszogi haromszog, és a koréirt kor sugara 3.

Mig a By, Bz pontok tavolsiga Pitagorasz tételével: v/82 4+ 62 = 10, az Op
felez6pontjuk koordindtai: Op(5; —3). Ez a felezépont pedig pontosan 5 tavolsdgra
van Bo-t6l, azaz ez a hdromszog is derékszogli hdromszog (de nem egyenlészari),
és a koréirt kor sugara 5.

b) Azt fogjuk haszndlni, hogy ha a P, @, R pontokra igaz az, hogy ]@ =c- ﬁ
valamely ¢ valds szamra, akkor a harom pont egy egyenesre esik.

T sy R TL

Az Az, By, By pontokra: A3B; = (3;1), mig A3By = (12;4) =4 - A3By, azaz
As, By, By valéban egy egyenesre esnek.

s s s

A Bjs, Cy, Cy pontokra: B3Cy = (—4;4), mig B3Cy = (=T7;7) = ;71 - B3(C1, azaz
a Bs, C1, C5 pontok is egy egyenesre esnek.

- - s

A Cs, Ay, Ay pontokra: C3A4; = (—1;—1), mig C3A45 = (—6;—6) = 6- C3A4,
azaz a Cs3, A1, Ay pontok is egy egyenesre esnek.

¢) Az a) pont alapjan a korsk egyenletei rendre: ky : (x4 2)° + (y + 2)° = 25;
kp:(z—5) "+ @w+3)>=2ke: (z—2)7+(y—4)°>=9.
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Szamitsuk ki k4 és kp metszéspontjait. Fzekre a metszéspontokra igaz:
(@+2)°+(y+2)° =5 +(y+3)°=
P +dr+4+yP +4Ay+4=2>—102+25+¢y°>+6y+9=
= 14 —26 =2y =y ="T7xr — 13.
Ezt a (hatvdnyvonal) egyenletet visszahelyettesitve mondjuk k4 egyenletébe kap-
juk:
(24274 (Te—11)> =25 = 22 + 4o + 4+ 492 — 1542 4+ 121 — 25 = 0 =
= 5002 — 1502 + 100 =0 = 2% -3z +2 = (z — 1)(x — 2) = 0.
Innen a k4 és kp korok metszéspontjai: (1; —6) és (2;1).
Ha ezek koziil barmelyik rajta van a harmadik koron, akkor készen vagyunk.
Vizsgaljuk meg, hogy a (2; 1) pont koordinatai teljesitik-e a harmadik koregyenletet.

(2—-2)2 4+ (1—4)> =02+ (=3)> = 9, azaz ez a metszéspont rajta van a ko koron
is (a mdsik metszéspont nincs rajta).

Ezzel megvagyunk, a hdrom kor valéban egy kozos pontban, a (2;1) pontban
metszi egymaést.
II. rész
5. a) Adjuk meg a h(z) = cos 2x — sin 2z + 2sin® x + 1 figguény szélséértékeit.
Hol veszi fel a szélséértékeit a fiigguvény? (6 pont)

b) Legyen f(x) =% —2x+2, mig a g,(z) a kovetkez6képpen definidlt fiigg-
vény-sorozat:

gi(@) = f(2); gn(z) = fgn-1(2)) (han>2).
Adjuk meg 92019(%) tizedesvessz6 utani elsd 100 szdmjegyét. (10 pont)
Megoldas. a) A duplaszogek addiciés képleteivel:
h(z) = cos 2z — sin 2z 4 2sin®z + 1 =

2

= cos? x — sin?

x —2sinxcosx + 2sin®x 4+ 1 =
— coc2 3 . yin2 — 5 " 2
=cos“x —2sinxzcosz +sin“z + 1 = (cosz —sinz)” + 1.

Mivel (cosz —sinz)? = 0, ezért h(z) > 1 és ezt az 1 minimumértéket h(z) fel is
veszi mindeniitt, ahol cosx = sinz = tgz = 1, azaz a minimum helyei: x = % +k-m
(ke Z).

Maximum ott lehet, ahol a j(z) = cosx — sin z kiilonbségnek pozitiv maximu-
ma, vagy negativ minimuma van. Derivaljuk a j(z) fiiggvényt:

j'(z) = —sinz — cos z,

3
j’(x):0<:>sinx:—cosx<:>tgx:—1(:>x=Zﬂ-—l—k-w (kez).
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»Minden” esetben j”(z) = —cosx + sinx # 0, azaz ezek valédi szélsbértékei j(x)-
nek, és mivel ezeken a helyeken | J (ac)| =2- \/75 = /2, ezért minden ilyen helyre
(cosz —sinz)’ +1=j2(x)+1= (vV2)°+1=3.

Azaz h(x) maximuma 3 és a maximumadnak helyei: z = %ﬂ +k-m(keZ).

b) Irjuk fel f(z)-t f(z) = 22 — 22 +2 = (z — 1)* + 1 alakban, és vizsgdljuk meg

a g1(x),g2(x), g3(x), ... figgvények értékeit © = %—nél.

2
NERIO NS
(ezt ne is alakitsuk tovdbb);
»(3)=1(=(3))
»(3)-1(=(3))

1 1 . 1\ 1
1)=(—=—+1-1 1= — 1= 1=
e r1)=(m 1) v1=(o) 1= et

1

= 92n T

1+1 12+1— 1+1— 1+r
4 T 16 o922 ’

1 ’ 1 1
+1-1) +1 +1=mtl

16 256

Mivel

+1 +1,

~ g2n2

. s 1s 1 1
ezért adodik, hogy gn(%> = g + 1, azaz 92019(%) = 532019 + 1.

Vizsgaljuk csak Wln—g—t.

1 1 1

1
0< 922019 < 22019 < 9334 < 10100

(ez utébbi 1024 = 210 > 103 = 1000 miatt igaz); azaz 222%, és gy 222% +1=

= 92019<%) tizedesvesszd utani els6 széz jegye mind 0.
6. Néhdany vegyianyag-szdallité kamionban kilonféle kéddal (A, B,C,D, E,F,

G, H) elldtott palackokatl szdllitanak. A robbandsveszély miatl bizonyos palackokat
nem szabad eqyitt szdllitani. Ezeket a ,tiltasokat” a kévetkezd tabldzat tartalmazza:

Vegyi anyag cimkéje: A B C D
Ezzel nem szdllithato: B,E. F AC G B,E H FG
Vegyi anyag cimkéje: E F G H
Ezzel nem szdllithato: | A,C,F,H | AAD,E,G,H | B_D,F,H | C,E,F,.G
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a) Legaldbb hdny kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan egy-egy palackot

kell elszdllitanunk? (Minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)
b) Hdany kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan 5-5 palackot kell elszdlli-

tani? (Most is minden kamionba legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)
¢) Véletlenszeriien kivdlasztva két kilonbizd palackot mennyi az esélye annak,

hogy azokat nem tehetjiik eqy kamionra? (4 pont)
Megoldas. a) Rajzoljuk meg a feladat graf- F E

jat (két vegylanyag-kédot akkor kotiink Gssze, ha
a két palack nem szdllithaté egyiitt).
G D

Szinezziik ki a graf csicsait ugy, hogy barmely M
két olyan cstucs, amit €l kot dssze, kiilonb6z6 szint
kapjon. Megmutatjuk, hogy barmely ilyen szine-

zéshez legaldbb négy szin kell (azaz a graf csics- H C
kromatikus szdma 4), ami azt jelenti, hogy legaldbb
négy kamion kell a palackok szallitasdhoz. )

Indirekt tegyiik fel, hogy a graf cstcsai 3 szin- A B

nel jol szinezhetéek. Ekkor a teljes 3-klikket al-

koté F', G, H csicsokndl ezt a hdrom szint fel is kell hasznélnunk. Legyen F', G,
H szine rendre z6ld, piros és kék; (innen fonalasan) = E szine csak piros, D szine
csak kék, C' szine csak zold, B szine csak kék lehet (mert mindegyiknek van mésik
két szinli szomszédja). Ekkor viszont A csticsnak lesz piros (E), kék (B) és zold (F)
szinti szomszédja is, vagyis A megszinezéséhez sziikséges egy negyedik szin is. Ezzel
igazoltuk, hogy a gréf cstics-kromatikus szdma legalabb 4; 4 szinnel pedig (mondjuk
A-t sérgdnak vélasztva) a csicsok jol szinezhetdek.

Az eddigiek alapjdn a széllitashoz legaldbb 4 kamion kell (az azonos szinekkel
jelolt palackok keriilnek egy kamionba). Egy lehetséges szétosztds:

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion
A B,H,D C,F E.G

b) Mivel 40 palack van, ezért minimum 10 kamion kell. Ez viszont elég is,
ahogyan a kovetkezd tabldzat mutatja (nagyon sok kilonbozé megoldds lehet).

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion | 5. kamion
AAAH BBBB ceocc AACD DDDD
6. kamion | 7. kamion | 8. kamion | 9. kamion | 10. kamion
BEEF FEEEG FFFF GGGGE HHHH

¢) A feladat grafjaban 14 él van (a tdbldzatbeli bejegyzések széma 28, de
a szimmetria miatt ez 14 part jelent); azaz pontosan 14 pér olyan palack van, amik
nem keriilhetnek 6ssze. Innen a kérdéses valdszintiség:

P ,kedvezd” parok szama 14 14 1
Osszes parok szama (2) 28 2
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7. Egy cég gyémant alakd emblémdja olyan 6tszég, melynek csiucsai eqy szabd-
lyos hétsziog megfelelé (Py, Pa, Ps, Py, Pg) cstcsai (ldsd jobb oldali dbra).

Iig] P P P

Py

Py

Ps B

A cég 10000 darab az emblémadval ellatott kitdzot rendelt. A nyomdai koltsé-
gekben két tétellel kell kalkuldlni: 10000 centiméternyi vonal megrajzoldsa 50 eurdba
keriil, mig 10000 cm?-nyi teriilet besatirozdsa 200 eurdba.

a) Mennyi lesz a 10000 kitdz6 nyomdai kéltsége, ha a szabdlyos hétszég egy-eqy
oldala 2 cm hosszi? (10 pont)

b) A cég pidrosa ugy taldlta, hogy az embléma nem elég szines. Szeretné a gyé-
mant 5 0sszefiiggd részében megjeleniteni a piros, a fehér és a zold szineket. Hany-
féle kiilonbozo ilyen hdrom szinii emblémadt kaphatunk, ha azt szeretnénk, hogy az él-
ben szomszédos részek szine kiillonbozo legyen, valamint mind a hdrom szin meg is
jelenjen az emblémdban? (6 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a szabdlyos hétszog kétféle dtlojanak a hosszat.

Koszinusztétellel:
o

P1P32:22+22—2-2-2-c059070

~ 12,988 = P, P ~ 3,604,
mig

° 4

P1P42:22+P1P§—2-2.P1P3-cos<
Innen a vonalak megrajzolasdnak koltsége:
~ (3-244-3,604+4,494) - 50 = 24,91 - 50 = 1245,5 eurd.

Kiszdmoljuk a satirozott részek teriileteit is. A Py P3 és P, Py metszéspontjat
jeloljik O-val. P, P3O olyan egyenlészari haromszog, melynek P, Ps; alapja 2 cm

hosszi, mig alapjan fekvl szogei nagysaga: 1870 , innen az alaphoz tartozé m
magassagra: tg (ﬁ) =m ~ 0,4816 és igy

7
20,4816
TP2P3O ~ # = 0,4816
A Py P,O haromszog pedig hasonld P, P3;O-hoz, és a hasonlésiag aranya éppen
A= Pl n L2994 — 2,247, innen Tp, p,0 ~ 2,2477 - 04816 ~ 2,4314. Innen a sati-
rozds koltsége: ~ (0,4816 + 2,4314) - 200 = 582,6 eurd.

534 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/9



GF 2019.12.2 — 18:43 — 535. oldal — 23. lap KoMalL, 2019. december EF

— P

Azaz a nyomdai 6sszkoltség hozzavetSlegesen: 1245.5 + 582,6 = 1828,1 eurd.

b) Jeloljiik lentrdl felfele a részeket Ry, Ro, R3, Ry, Rs-tel (Ry az az egyetlen
rész, amelynek 3 szomszédja van, az R3, R4 részek az egybevago kisebb haromszo-
gek.)

— Ry kitoltésére 3 lehetOségiink van.

— Ha ekkor R3 és Ry szine kiilonb6z6 (ez kétféleképpen lehetséges), akkor Ry
szinénél nincs vélasztési lehet6ségiink, ugyanazt a szint kapja Rs, mint Ro; viszont
Ry-re két kiilonbozé szint is valaszthatunk. Az esetek szama itt 3-2-1-2 = 12.

— Ha azonban Rj3 és R, szine azonos (ez is kétféleképpen lehetséges), akkor
eddig csak két szint haszndltunk fel, azaz vagy R;, vagy Rs (vagy mindkettd)
szine a harmadik szin kell, hogy legyen. Ha csak R; kapja a harmadik szint,
akkor Rj szine egyértelmi, hasonléan ha csak Rs kapja a harmadik szint, akkor
Ry szine egyértelmi, és az is egyértelmii eset, ha mindkét teriiletet a harmadik
szinnel szinezem (ez {gy Osszesen hdromféle lehetséges szinezés); azaz ezen az dgon
3-2-3 =18 lehetséges eset van.

Osszesen tehat 12 4 18 = 30-féleképp lehet kiszinezni az emblémét.

8. Egy specidlis tropusi halaknak vald felil nyitott, alul és oldalt tiveg akvdriu-
mot épitink. Az akvdarium paramétereire EU-eldirdsok alapjan a kovetkezéknek kell
teljestilnie:

— Az akvdrium térfogata 1 m?> kell, hogy legyen;

— az akvdrium alapja olyan téglalap, melynél az oldalak ardnya 1 : 2;

- a négy oldalfal olyan tvegbdl készil, melynek dra 90 euré négyzetméterenként;

— az akvdrium alsé lapja pedig olyan tivegbdl készil, melynek négyzetmétere
120 eurdba keriil.

Milyennek wvdlasszuk az akvdrium éleit, hogy a lehetd legkevesebb legyen az

anyagkoltség, és az hdny eurd lesz? (16 pont)

Megoldas. Jelsljiik az akvérium alaplapjdnak oldalait x, 2z-szel (a 2. feltétel
alapjan), mig a magassdgat y-nal. Ekkor a feltételek alapjan V =222y =1=
=y= ﬁ Az anyagkoltségfiiggvényt f(x,y)-nak nevezve pedig teljesiil:

fz,y) = 222 - 120 + 2(2zy) - 90 + 2(xy) - 90 = 2402* + 540zy.

Ennek a koltségfiiggvénynek szeretnénk a (lokalis) szélséértékeit megtaldlni.

f(x,y)-ba behelyettesitve y = #—t a koltségfiiggvény mér csak z-tdl fiigg:
flz) = 24002 + 20,

270
f/<$) = 4801‘ — ?,
270 270 3/27 3
"(2)=0e480r="F =2°="—" =2={/ == —= ~0,8255.
(@) T T T Tt TN T 9y T
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Vizsgéljuk meg f(x) mésodik derivéaltjat is: f”(x) = 480+ % > 0, azaz a fiigg-

vénynek a kapott helyen valéban lokélis minimuma van. Szamoljuk ki y-t:
11 236
22 5 9 9
43/36
Azt kaptuk, hogy az optimadlis akvarium alapélei, illetve magassdga (méterben):
x & 0,8255; 22 ~ 1,651; y ~ 0,7338 és ekkor a (minimélis) anyagkoltség: f(x,y) ~
~ 490,6 eurd.

y = ~ 0,7338.

9. Hany olyan 0 < % <1l é 0< 5 <1 (a,b,c,d € N*) nem egyszerisithets
kézonséges tort van, hogy az
a c
1+3) (1+3)
(1+3) (145

szorzat egész, valamint a + b+ ¢+ d = 1007 (16 pont)

Megoldas. Mivel ¢, 5 0 és 1 kozé esik, azért 1 < (1 + %)(1 + g) < 4, azaz
a szorzat csak 2, vagy 3 lehet. A két esetet kiilon vizsgéljuk.

Ha

1 a 1 0_2 1 c 2 c 2 1_b—a
(+b)<+d)_ AT aT A e T d axo Ca+b’

Ha a tortek nem egyszertisithetéek, akkor ¢ = b — a, és d = a + b kell, hogy telje-
siiljon, rdaddsul a-nak és b-nek kiilonb6z6 paritastnak kell lennie (mert kiilonben ¢
és d is paros, és igy fl egyszeriisithetd lenne).

Mivel a+b+c+d=100 = a+b+b—a+a+b=a+3b =100 = a = 100 — 3b.
Innen ha b paratlan, akkor a = 100 — 3b is paratlan; mig ha b paros, akkor a is paros.
Ekkor viszont (barmelyik esetben) ¢ =b —a és d = b+ a is péros ellentmonddsban
azzal, hogy a g tort nem egyszertisithets. Azaz ezen az 4gon nem kapunk megoldast.

Ha
a c c 3b c 3b 2b—a
1 7)(1 7):3;»1 L. 1= :
(1+3) (1+5 TaTar0 Td ath a+b
Ha a tortek nem egyszertisithetéek, akkor ¢ = 2b — a, és d = a + b kell, hogy telje-
siiljon.

Mivel a+b+c+d =100 = a+b+2b—a+a+b=a+4b=100= b= 25— .
Innen a 4-gyel oszthat6 szdm, mig b nagyobb, de legfeljebb kétszer akkora (az ed-
digiek alapjan). A lehetéségeket a, b-re (és a szamolt ¢, d-re) soroljuk fel egy téb-

lazatban.

a b |ec=2b—a|d=b+a

24 44 28 a tortek egyszertsithetéek

8 | 23 38 31 c>digyc¢/d>1

12 | 22 32 34 a tortek egyszertsithetéek

16 | 21 26 37 ez megoldds

20 | 20 20 40 a tortek egyszertsithetoek, illetve a £ b
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Vagyis azt kaptuk, hogy az egyetlen megoldds: a = 16, b = 21, ¢ = 26, d = 37.

Ezt leellendrizve (a, b illetve ¢, d valéban relativ primek)

1+16 1+26 (37 (63 _63_3
21 37)  \21 37) 21 7

Sztranyak Attila
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1517. Egy sakktdbla mezdit hdrom szinnel szi-

W, W e To . BgY SaRRGD: jrom. :
-m -m -m neztzlt}llc ?z a.k')rzn lati;lato 7/nod0n. :14 tabl;m ?lelf;tlenszel"u—
m -m .m en elhelyeziink eqy huszdrt, majd azzal véletlenszeriien

W/

(de szabdlyosan) egyet lépiink. Mekkora a valdszinisége

-m -W .y//% Zzzzilz,éﬁgggzyika? huszdr a kiindulo mezovel azonos szint
7/ //
N W

I. megoldas. Jeloljiik a sakktabla mez6it az db- 8 7

rdn lathaté modon. Mivel a huszart véletlenszeriien 7 .%%I%W.%
helyezziik el a tablan, ezért egy mezo kivalasztasanak 6 % /.m l.m .

a valdsziniisége é A tovabbiaknak minden mezore 5 7 ) 1

kiszamoljuk az egy lépésben vele azonos szinti mezé- 7 : 7 1 7
4

re val 1épés valdszinliségét. A kapott valésziniiségek 3 y.//% y.///%.y.///%

Gsszegét og-gyel kapjuk k 16- n 7 _

get g7-gyel szorozva kapjuk meg a eresett valo 9 .W/// .V
szintiséget. 7 / 7 h 7

, , N 1 7/ 7/ VI,

A szinezett tabla tengelyesen szimmetrikus a H1- ABCDEFGH
A8 4tlora nézve, ezért csak a vastag vonallal hatédrolt
mez6khoz tartozé valdszintiségek Gsszegét szamoljuk ki, majd az eredmény kétsze-
reséhez hozzdadjuk a H1-A8 4t16 mezbihez tartozé valdszintliségeket.

A | megfelel6” 1épés minden esetben a kiindulé mezdvel azonos szin{i mezére
1épést jelenti. Az elsé négy atldszertiség mezoit részletesen indoklom, a t&bbi esetben
csak a valoszinliségeket adom meg ugy, hogy a tort szamlaléjaban a megfelel6
lépések, mig nevezdjében a lehetséges 1épések szama all.

1.) Al: 2 lehetséges és 0 megfeleld 1épés, a keresett valdszintiség igy 0.

2.) B1-A2: A Bl és az A2 mezd esetén is 3 lehetséges és 1 megfelels 16pés
van, a keresett valésziniiség % A B1-A2 ,atléhoz” tartozé mezok valdszinliségének

0sszege %
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3.) C1-A3: Mindhdrom mez8 esetén 4 lehetséges és 2 megfelels 1épés van,
a keresett valésziniiség ;ZL = % A C1-A3 ,atléhoz” tartozo mezék valdsziniliségének
Osszege %

4.) D1-A4: a D1 és az A4 mez6 esetén 4 lehetséges és 2 megfelel§ 1épés van,
a keresett valosziniiség % = %, mig a C2 és B3 mez0 esetén 6 lehetséges és 3 megfelel6
1épés van, a keresett valoszintiség % = % A D1-A4 ,atléhoz” tartozoé valészintiségek
Osszege % =2.

5.) Az E1-A5 4tléhoz tartozd valészinliségek dsszege:

6.) Az F1-A6 atlohoz tartozé valdszinliségek Gsszege:

2+3+4+4+3+2—3
4 6 8 8 6 4

7.) A G1-AT &tlohoz tartozé valdszintliségek Gsszege:

2.3.4 .4 4 3 2 2
3 6 8 8 8 6 3 6

8.) A H1-A8 atldhoz tartozé valdszinliségek Ssszege:

2+2+4+4+4+4+2+275
2 4 8 8 8 8 4 2 7

Tehat az egyes mez6khoz tartozd valdszintiségek Gsszege:

2 3 5 23 27
2. -+ =-+24+ = - =9. = 392.
<0+3+2+ +2+3+6>+5 2+5 3

Tehat annak a valdszintisége, hogy a véletlenszertien elhelyezett huszar a kiin-
dul6é mezével azonos szinii mezore lép 6i4 232 = %
Molndr Istvan (Békéscsaba, Széchenyi Istvdn Szakkozépiskola, 12. évf.)

II. megoldas (vézlat). Az % eredmény tul szép ahhoz, hogy ne prébaljunk
meg ennél elegdnsabb megolddst keresni. Ez (mivel béarmelyik mezd kivalasztdsé-
nak a valdszintisége 6L4) olyan szimmetriat sugall, hogy minden megfelel6 1épésnek
kolcsonosen egyértelmiien meg lehet feleltetni egy nem megfeleld 1épést. A meg-
feleltetés a kovetkezo: minden lépéshez hozzdrendeljitk a sakktdbla elsé soranak
felezémerolegesére vett titkkrozéssel kapott 1épést.

Megjegyzések. 1. Akik jél oldottak meg a feladatot, azok az I. megoldashoz hasonléan
gondolkoztak. A II. megolddshoz hasonléan senki nem dolgozott.

2. A leggyakoribb hiba annak feltételezése volt, hogy minden 1épés azonos valdszi-
niiségli, és ennek megfeleléen a keresett valdszinliség a kedvezé 1épések és az Osszes 1épés
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szaméanak hanyadosa. Ez a feltételezés azonban nyilvan nem teljesiil, hiszen — mivel a ba-
but kezdetben barmelyik mezo6re 6%1 valészintiséggel helyezziik le — azok a lépések valo-
szinlibbek, melyek olyan mez6rél indulnak ki, ahonnan kevesebb huszar 1épés lehetséges.
Emellett igen gyakori volt még a szdmoldsi hibék elkovetése (példdul valamelyik mezd

esetén a kedvezd 1épés valdszintliségének elszdmoldsa).

63 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyzd: Adravecz Baldzs, Debreczeni
Tibor, Demcsédk Agnes, Facské Vince, Falvay Julia, Hordés Adél Zita, Kis Kéroly, Kis-
To6th Janka, Kovécs Bence, Limpek Balazs, Mészdros Marton, Molnar Istvdan, Német
Franciska, Péasti Bence, Székelyhidi Klara, Szigeti Dondt, Wagner D&avid Barnabaés.
4 pontos 6, 3 pontos 14, 2 pontos 11, 1 pontos 5, 0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszeri
4 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5004. 2n egymast kovetd egész szam kiozott legfeljebb hdany olyan lehet,
amely oszthaté azn+1, n+2, ..., 2n szdmok kozil legaldbb az egyikkel?

(6 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. A 2n egymdst kovetd egész szdm halmazat jelolje H. A H ele-
mei kozott legfeljebb egy lehet oszthaté 2n-nel, hiszen két ilyen szam kiilonbsége
legalabb 2n, mig H legnagyobb és legkisebb elemének kiilénbsége csupan 2n — 1.
Hasonl6é okbél az n+1,n+2,...,2n — 1 szamoknak legfeljebb két tobbszorosiik
lehet H-ban, mivel harom ilyen t6bbszoros koziil a legnagyobb és legkisebb kiilonb-
sége legaldbb 2(n + 1) > 2n — 1.

A tovabbiakban n paritdsa szerint két esetet kiilonitiink el egymastal.

1. eset: m paros. Ekkor az n+ 1, n+2, ..., 2n szamok koziil % paros és
ugyanennyi paratlan. Ha — a 2n kivételével — ezek koziil mindegyik k-nak két
tobbszorose van H-ban, akkor ezek ,szomszédos” tobbszorosok (ik és (i + 1)k),
igy a paratlanoknak egy paratlan és egy paros tobbszorose, a parosaknak pedig
két pdros tobbszorose taldlhaté H-ban. Ez (a 2n egyetlen H-beli tobbszorosét is
beszamitva 2(% — 1) + % +1=n+ % — 1 péros és) % paratlan tobbszorost jelentene
H-ban; mivel azonban H-nak pontosan n péaros és n paratlan eleme van, ebben
az esetben legfeljebb n+g lehet a H-ba es6 tobbszorosok szama. Ez a korlat
el is érhetd: legyen H = {n+1,n+2,...,3n}, ekkor (n + 1)-t6l 2n-ig mindegyik
szam oszthatd az n+ 1, n+ 2, ..., 2n szamok koziil valamelyikkel, mégpedig sajat
magaval. A tobbiek koziil pedig az % darab péros szdm: 2n+2 = 2(n+1), 2n+4 =
=2(n+2),...,3n= 2(37") oszthat6 rendre n + 1-gyel, n + 2-vel, ..., n + F-vel.
TL_H

2
ratlan szam van azn+1, n+2, ..., 2n szadmok kozott. fgy a H-ba esé paratlan t6bb-

2. eset: n paratlan. Az el6z6 esethez hasonléan, most ( paros és) ”T_l pa-
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n—1
2
paros elemeinek a szdma) + nT_l Az n+ nT_l korlat elérheté, ha példdul (ismét)
aMt={n+1,n+2,...,3n} valasztassal éliink. Ekkor ugyanisazn+1,n+2, ...,
2n szdmok sajat magukkal, az "T_l darab pdros szam pedig: 2n + 2 =2(n + 1),
2n+4=2n+2),....,3n—-1= 2(3”—2_1) = 2(71 + nT_l) sajat magdnak a felével

oszthaté.

szoroseik szama , ezért a H-ban taldlhaté tobbszorosok szdma legfeljebb n (a H

Tehat 2n egymast koveté egész szam kozott legfeljebb n + [%] olyan lehet,
amely oszthaté az n+ 1, n+ 2, ..., 2n szamok valamelyikével.

Nydrfddi Patrik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

47 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyzd: Baski Bence, Beke Csongor,
Bokor Endre, Csaplar Viktor, Dobdk Da&niel, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjamin,
Geretovszky Anna, Gyo6rify Agoston, Gyérfty Johanna, Hegediis Daniel, Kovacs Tamés,
Kun Agos‘con7 Miétravolgyi Bence, Nagy Néndor, Ny&arfadi Patrik, Rareg Polenciuc,
Soés Maté, Telek Zsigmond, Terjék Andras Joézsef, Téth Abel, Velich Néra, Weisz
Maté, Zsigri Balint. 3 pontos 8, 2 pontos 5, 1 pontos 3, 0 pontos 5 dolgozat. Nem
versenyszeri 1, nem szdmitunk a versenybe 1 dolgozatot.

B. 5035. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 8 csicsi teljes graf éleit kiszinezzik
két szinnel, akkor tobb, mint

(n—5)"
64
eqyszinii, négy hosszu kor keletkezik.

(6 pont) Palfi Mdté (Budapest) javaslata nyomdn

Megoldas. FElnevezés: Az (Z) kifejezésben n-re olykor szamlaloként, k-ra
pedig nevezoként hivatkozunk. Sziikségiink lesz a kovetkezd becslésre: Legyenek

a, b, y pozitiv egész szamok, melyekre a > b; ekkor: (Z) + (Z) > (a;l) + (b-;/—l).

Bizonyitds: ekvivalens atalakitasokat hajtunk végre a bizonyitando6 egyenlot-
lenségen. Szorozzuk mindkét oldalt (y!)-nel:

ala—1)(a—2)...(a—y+1)+bb-1)b—-2)...(b—y+1) >
>(a—1)a—2)(a=3)...(a—y)+(b+1)b(b—-1)...(b—y+2).

Vonjuk ki a jobb oldalt és emeljiink ki:
(a—(a—y)(a—1)(a—-2)...(a—y+1)+
+((b—y+1)—(b+1)bb—1)...(b—y+2) > 0.

Végezziik el a kivondst és adjuk hozza a negativ tagot:
yla—1)(a—2)...(a—y+1)=yblb—1)...(b—y+2).
Ez pedig egyenesen kovetkezik abbdl, hogy a > b, mert mindkét oldalon y pozi-

tiv szam szorzata &ll, és a bal oldalon 1évék paronként nagyobbak vagy egyenldk,
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mint a jobb oldalon 1évék. Ezzel a lemmaval a késobbiekben olyan Gsszegeket tu-
dunk alulrél becsiilni, ahol a binomialis tagok ,,szdmlaléjaban” 1évo tagok Gsszege
adott. Fontos megjegyezni, hogy amit beldttunk 1-re (amennyivel , kozelebb vittiik
egymashoz” a két szamldlot), az tetszOleges pozitiv valés szamra igaz, ez latszik
a bizonyitds menetébdl. Tehat valdjaban a szamlalok atlagaval tudunk alulrdl be-
csiilni, és ez akarhany tagra igaz.

A feladat dllitdsanak bizonyitisa: Vegyiink egy tetszéleges n ponti teljes gra-
fot. Legyen az élek szine kék és lila, és tegyiik fel, hogy kékb&l van tobb vagy
nk

2 1
szam, de ez nem baj, és mar most tudjuk, hogy k < %), az a lényeg, hogy egy
csucesbdl dtlagosan k darab kék él indul ki. Ha egy csicesbdl kiindul « kék él, akkor
, xT , , . 1 s
az a Csucs (2) kék cseresznyének a gyokere (egy cseresznye egy kettd hosszu tt,
és gyokere az élek kozos végpontja). Legyen a graf i-edik cstcsdbdl kiinduls kék

élek szama A;. Ekkor a grafban van ('421) + (’22) .o F (AQ") kék cseresznye, ahol

Ay + As+ ... A, = nk. Most alkalmazzuk a lemmét az y = 2 esetre, és megkapjuk,

ugyanannyi, mint lilabol. Legyen a kék élek szama (itt k nem feltétlentil egész

hogy van a grafban legalabb n(];) kék cseresznye, hiszen mind az n szamlaléba
behelyettesitettiik k-t, a szamlalok atlagat. Ezt osszuk el az élek szamaval, és meg-
kapjuk, hogy egy élen atlagosan

cseresznye fekszik (egy cseresznye azon az élen fekszik, ami hidnyzik a hdrom pont
altal meghatarozott hdromszogb6l). Persze lehetséges, hogy néhdny élen tobb, né-
hanyon pedig kevesebb cseresznye fekszik, azonban a kovetkezo 1épésbél és a lem-
mabodl 1atni fogjuk, hogy akkor kapunk alsé becslést, ha az atlaggal szamolunk.
Szintén a lemmat alkalmazva kapjuk, hogy

()

4 hosszu kék kor fekszik atlagosan egy élen mint a 4 hosszi kor ,atléjan”. Ezt
az élek szamaval beszorozva megkapjuk a 4 hosszi kék korok szamét. Azonban igy
minden 4 hosszi kék kort kétszer szdmoltunk (mindkét atldjandal), ezért ezt el kell
osztani 2-vel. Ebbol azt kapjuk, hogy legalabb

()6

4 hosszu kék kor van a grafban. Teljesen megegyez6 gondolatmenettel kaphatjuk,
hogy lila korbol legaldbb
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darab van, hiszen az egy csicsbdl kiindul6 lila élek atlagos szama n — 1 — k. Kons-
tans szorzétol eltekintve ezek is fix Osszegli szamlalék azonos nevezGji binomialis

kifejezéseinek tsszegei, tehat alulrél becsiilhetjiik az atlaggal: k és n — 1 — k atlaga
éppen "Tfl, ezt behelyettesitve becsiilhetjiik a 4 hosszi korok szamat:

n—1
) (2( 3 ) ) (n) |
. = . L
2
9 2
Ezt ekvivalens atalakitasok sorozataval szebb alakra hozhatjuk:

nn—1)(n-3)(n—71)
64 '

Ez n > 9 esetén nagyobb a bizonyitandénal, hiszen n(n —7) > (n — 5)* és (n—1) >
> (n—5), valamint (n —3) > (n —5) mind teljesiil n > 9-re. Ha n = 8, akkor pedig
8-7-5-1> 64. Ezzel a bizonyitandét belattuk.

Vidrkonyi Zsombor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

10 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 4 versenyzo: Fiiredi Erik Benjamin, Hegediis
Daniel, Véarkonyi Zsombor, Weisz Maté. 3 pontos 2, 0 pontos 4 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(639-643.)

K. 639. Egy buszon 53 utas van, férfiak és nék, illetve kislanyok és kisfitk.
A nok szama hdromszor annyi, mint a kisfiuké, és 10-zel tobb, mint a kisldnyoké.
Tudjuk tovabba, hogy a férfiak és kisfiik szama Osszesen 15. Hany férfi, no, kisfia
és kislany utazik a buszon?

K. 640. Egy 5-re végzodo kétjegyli szamot gy is négyzetre emelhetiink, hogy
a tizesek helyén all6 szamjegyet megszorozzuk a nala 1-gyel nagyobb szammal, és
a szorzat utan 25-6t frunk. Indokoljuk meg a moédszer helyességét.

K. 641. Egy konvex négyszog belsejében felvesziink valamennyi pontot. A fel-
vett pontokat egymadssal és a négyszog csicsaival Ugy kotjiilk 0ssze egyenes sza-
kaszokkal, hogy az 0sszekot6 szakaszoknak a négyszog belsejében ne legyen met-
széspontja, és a szakaszok a négyszoget kis haromszogekre és 6tszogekre bontsak.
(Minden belsd pont valamely haromszog vagy 6tszog csticsa.) Eléfordulhat-e, hogy
a négyszoget pontosan 2019 sikidomra bontottuk fel?
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K. 642. Adjuk meg az Osszes pozitiv egész = és y szamot, melyekre teljesiil,
hogy % — 4% = 2019.
K. 643. Az

abbe
de3fg

tortben a 0 kivételével minden szédmjegy pontosan egyszer szerepel. Mit jelolhetnek
az egyes betiik, ha a tort értéke 57

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: Ko6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
(1574-1580.)

- Feladatok 10. évfolyamig

C. 1574. Az dbran lathaté metszéspontokra rairtunk
minden egész szamot 0-tél 10-ig. Ezt kévetéen minden kis
haromszogbe beirjuk a cstcsain taldlhaté szamok Ossze-
gét. Mekkora az igy kapott 14 szam Osszegének lehetd leg-
nagyobb, illetve legkisebb értéke?

C. 1575. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan, p, q pozitiv primekbdl allé szam-
part, amelyre 2pq + 2p — q¢ = ¢* — 8.

Javasolta: Imre Tamds (Marosvasarhely)

Feladatok mindenkinek

C. 1576. Adott az O kozéppontu, egységsugaru kor, valamint a P pont ugy,
hogy OP = 2. Tekintsiik az egyik P-n atmené szel6t, ami a kort az M és N pon-
tokban metszi ugy, hogy az NP szakasz felezopontja M. Igazoljuk, hogy az OM N
haromszog teriilete kisebb, mint %
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C. 1577. Egy novekvd, végtelen szamtani sorozatrol tudjuk, hogy kozvetlen
egymds utani tagjai a tizes szamrendszerbeli két, illetve haromjegyt

ab, abc, cab
szdmok (a megadott sorrendben). Hény tagja van ennek a szédmsorozatnak 1552 és
2020 kozott?
Javasolta: Biré Balint (Eger)
C. 1578. Két egybevagd téglalap gy helyezkedik el, hogy a keriiletiik nyolc
pontban metszi egymast. Mutassuk meg, hogy a két téglalap kozos részének teriilete
nagyobb a teriiletiik felénél.
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1579. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

(m o 11)10g2(£—10) _ (x o 11)10g%(1‘_11)'

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1580. Bori véletlenszertien elhelyez 10 pénzérmét egy sorban az asztalra.
Egy 1épésben mindig egyszerre két szomszédos érmét fordit 4t a masik oldalara.
Mekkora annak a valdszintisége, hogy Bori nem tudja elérni, hogy valahdny 1épés
utdn minden érmén a ,.fej” legyen feliil?

L1

Bekiildési hataridé: 2020. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5062-5069.)

B. 5062. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

zla] +ylyl =1,

[z] + [y] = 1.
(3 pont) (MI6Q)
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B. 5063. Az ABC haromszogben BC < AC és az ACB< derékszog. A BC
atméréji kort az A-bol huzott érinték a C' és D pontban érintik. Az AD érinté
egyenese a BC' egyenest az E pontban metszi. A BC' szakasz felez6pontja O.
Bizonyitsuk be, hogy a DEO haromszog teriilete megegyezik az AFEB haromszog
tertiletével.

(3 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)

B. 5064. Az dbrdn lathaté 26 mezobol allé ,tabla”
hanyféleképpen fedhetd 13 ,dominéval”? Egy-egy dominé két
szomszédos mezét fed le. (Az egymésba forgathaté megolda-
sokat kiilonbozének tekintjiik.)

(4 pont)

B. 5065. A hegyesszogli ABC' haromszog koré irt kor kozéppontja O, az O
pont tiikkérképe a BC, C'A és AB oldalakra rendre O4, Op, illetve O¢. Mutassuk
meg, hogy az AO,, BOpg és CO¢ egyenesek egy ponton mennek at.

(4 pont)

B. 5066. Harminc didk a ,, Tautologika” nevii tantdrgybol vizsgazik. A didkok
egy teremben iilnek, és a tanar egyetlen kérdést tesz fel nekik: , Az itt iil6 30 diakbdl
Osszesen hanyan fognak megbukni ezen a vizsgdn?” A didkoknak sorban egy-egy
szamot kell mondani. Minden egyes valasz elhangzasa utan a tanar azonnal kihirdeti
az eredményt is, ami ,megfelelt” vagy ,,megbukott” lehet.

A hallgatéi onkorméanyzat elérte, hogy a vizsga utdn egy szakfeliigyeld ellen-
Orizze az eredményeket. Ha van olyan diak, aki helyesen vélaszolt, de mégis megbu-
kott, a vizsga Osszes eredményét érvénytelenitik, és mindenki , megfelelt” mindsitést
kap.

Van-e a didkoknak olyan stratégiaja, ami biztositja, hogy mindegyikiik atmen-
jen a vizsgan?

(5 pont) (Orosz feladat)

B. 5067. Az ABC hegyesszogii haromszog AB oldalanak felez6pontja F,
az F-re illeszkedd e egyenes felezi ABC' keriiletét. Az e egyenes a BC és C'A
oldalegyeneseket rendre D és E pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy az AB-
re F-ben allitott merdleges, a BC-re D-ben allitott merdleges, és a C'A-ra E-ben
allitott meroleges egyenesek egy pontban metszik egymast.

(5 pont)

B. 5068. Tegyiik fel, hogy p egy legfeljebb 1998-adfoki polinom, melyre
a p(1),p(2),...,p(2000) értékek az 1,2, ...,2000 szdmok egy permutdcidja. Kovet-
kezik-e ebbdl, hogy a p(1) és p(2000) szdmok az 1 és 2000 valamelyik sorrendben?

(6 pont)
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B. 5069. Az ABCD deltoid szimmetriatengelye AC. Az AB oldalra B-ben,
és a C'D oldalra D-ben allitott merdlegesek metszéspontja M. Mutassuk meg, hogy
AMD< = BMC«.

(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Az A pontversenyben kitilizott
nehezebb feladatok
(764-766.)

A. 764. Egy sokszog egy atlojat szépnek nevezziik, ha végig a sokszog belse-
jében vagy végig a sokszogon kiviil halad. Legyen P egy olyan n-szdg, amelynek
semelyik harom csicsa nem esik egy egyenesre. Bizonyitandé, hogy P-nek legaldbb
%(n — 3) szép &tlgja van.

Javasolta: Hujter Balint (Budapest) és Sziics Gdabor (Szikszo)

A. 765. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan f: R — R fiiggvényt, amelyre min-
den z,y € R esetén fenndll a kovetkez6 egyenloség:

f@)fy) = flz=1) = fly+1) = flay) + 20 -2y — 4.
Javasolta: Dobdk Ddniel (Budapest)
A. 766. Legyen H egy olyan haromszog, amelyben mindhdrom oldal és a ko-
rillirt kor sugara is egész hosszisagi. Bizonyitandd, hogy
a) H-ban a beirt kor sugardnak hossza egész;
b) H Xkeriiletének hossza oszthaté néggyel;
¢) H mindhdrom oldaldnak hossza péros.

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgaria)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 496. A processzorok bitmiiveletek segitségével sokszor gazdasagosabban és
gyorsabban végzik el két egész szam szorzasat, mint mas médon. Tizes szamrend-
szerben egy szam végére 0-t irva annak 10-szeresét kapjuk, mig kettes szamrend-
szerben az eredeti szdm 2-szeresét. Ha tehat egy bindris szamot eltolunk 3-mal
a nagyobb helyiértékek felé¢, mikozben a szadm végére harom 0-at irunk, akkor egy
8-cal torténo szorzast végziink. Ha a kapott értékhez még hozzaadjuk az eredeti
szamot, akkor valgjaban 9-cel szorzunk.

s

Ezek alapjan minden egész szammal torténd szorzas megvaldsithatd bizonyos
szamu eltolas, a kozben kapott értékek tarolasa, és valahany osszeadas segitségével.
Példaul az x - 29 folirhatd

- (2+1)=z-2-M4+1)=z-2-2-7T+1)=x-(2-2-(64+1)+1) =
=z-(2:2-(2:3+ )+ 1) =2-(2-2-(2-2+1)+1) +1)

alakban. Ha ezt folbontjuk, akkor az z-2-2-2-242-2-2-24+x-2- 2+ x kifejezést
kapjuk, ahol csak 2-vel vald szorzds (tehat eltolds), illetve osszeadds szerepel.

Tegytik fol, hogy a részeredmények taroldsahoz elegendd hely all rendelkezés-
re. Adjuk meg, hogy ezzel a mddszerrel végezve hény eltolds és hany Osszeadds
sziitkséges egy adott szdmmal torténd szorzas elvégzéséhez. A 29-cel valé szorzas-
hoz példaul ki kell szamitanunk az x -2, x-2-2, x-2-2-2, x-2-2-2-2 értékét,
amelyekhez 6sszesen 4 eltolas sziikséges, és ezutan kell még harom Gsszeadés.

A program a standard bemenet elsé sorabdl olvassa be a szorzét (pozitiv egész),
majd irja ki a standard kimenet egyetlen soraba elsoként az eltolasok szamét, majd
szokozzel elvalasztva az Osszeadasok szamat.

Bekiildendd egy i496.zip tomoritett allomdnyban a program forrdskddja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

I. 497 (E) Ebben a feladatban azt vizsgaljuk, hogy egy adott gimnaziumba
jelentkez6 tanulok milyen eredményt értek el a felvételi vizsgan az adott varosban
felvételiz6 Gsszes tanuld eredményéhez viszonyitva.

A felvételi vizsga frasban, két tantdrgybdl torténik: magyarbdl és matemati-
kabol. Mindkét tantargybdl legfeljebb 50 pont szerezhetd.

Rendelkezésiinkre all egy tablazat, amelynek elsé oszlopa a lehetséges pontsza-
mokat tartalmazza 0-t6l 50-ig. A mellette 1é6vé négy oszlop pedig rendre megmu-
tatja, hogy hany tanulé ért el ennyi pontot magyarbdl a varosban, illetve az adott
iskolaban; valamint matematikabdl a varosban, illetve az adott iskolaban.
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1. Toltsiik be a tablazatkezel6 program egyik munkalapjara az Al cellatol kezdve
a felv.txt adatfajlt, majd mentsiik a munkafiizetet elemzes néven a program
alapértelmezett formatumaban.

2. Hatarozzuk meg a K5:L5 tartomanyban, hogy hany tanuld irt felvételi dolgo-
zatot magyarbol és matematikabdl az adott varosban, illetve az K8:L8 tarto-
manyban azt, hogy koziilitk hany tanulé jelentkezett az adott iskolaba.

3. Hatarozzuk meg a K6:L6, illetve a K9:L9 tartomanyban a tanuldk atlagos
pontszamat az egyes tantargyakbol a varos Osszes tanuldja, illetve az adott
iskoldba jelentkezé tanuldk esetén. Az eredményeket két tizedesjegyre formazva
jelenitsiik meg.

4. Mennyivel nagyobb az adott iskoldba jelentkezd tanuldk atlagos pontszama,
mint a varos Osszes tanuldjaé? Az eredményt képlettel frassuk tantargyanként
a K11:L11 tartomanyba.

5. Hatarozzuk meg tantargyanként a varos valamennyi felvételizéje, illetve az
adott iskolaba jelentkezé tanuldk esetén is tantargyanként, hogy melyik pont-
szam volt a leggyakoribb. Az eredményt képlettel adjuk meg a K7:L7, illetve
a K10:L10 tartomany cellaiban.

6. Szeretnénk megvizsgalni, hogy mely pontszamok fordulnak elé nagyobb gya-
korisaggal az adott iskolaba jelentkezé tanuldk esetén, mint a varos Gsszes
felvételizbje esetén. Feltételes formazds alkalmazasaval emeljiik ki

a) a C4:D54 tartoményban halvdnypiros hdttérrel az azokhoz a pontszadmok-
hoz tartozo sorokat, amelyekben a pontszamok relativ gyakorisaga magyarbol
nagyobb volt az adott iskolaba jelentkez6 tanuldk esetén, mint a varos Gsszes
tanuldja esetén;

b) a G4:H54 tartomdnyban halvinyzold héattérrel az azokhoz a pontszdmokhoz
tartozo sorokat, amelyekben a pontszamok relativ gyakorisaga matematikabdl
nagyobb volt az adott iskolaba jelentkez6 tanuldk esetén, mint a varos Gsszes
tanuldja esetén.

7. Az iskola igazgatdja 5 pontos savonként is szeretné Osszehasonlitani az ered-
ményeket, de csak azok az adatok érdeklik, amelyek 20 pontnal nagyobbak.
Az egyes savok alsé és felsé hatarat az 118:J23 tartomédny tartalmazza. Masol-
hato6 képlet segitségével hatarozzuk meg a K18:K23 tartomany cellaiban, hogy
a tanuldk hany szazaléka esik az adott sdvba a varosban magyar felvételi vizs-
gat irt tanuldk esetén. Hasonlé médon végezziik el a szamitast az adott iskolaba
jelentkezd tanuldk esetén is az L18:L23 tartomanyban, valamint a matemati-
ka tantargyra vonatkozoéan is az M17:N23 tartoményban. Ugyeljink arra, hogy
csak a 20 pontot meghaladé tanuldk képezik a mintdt!

8. Abrézoljuk csoportositott oszlopdiagramon a tanuldk iskolai és varosi matema-
tika pontszdmanak megoszldsat gy, hogy az oszlopok érjenek tssze. Az isko-
lai adatok attekinthetobb elrendezéséhez alkalmazzunk masodik értéktengelyt.
A diagram cime , Matematika pontszamok” legyen.

9. Formdazzuk meg az 14:L11 tartomanyt a mintdnak megfeleléen!
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

I K L M N
Magyar  Matematika
tanuld 900 900
Qgéoé atlag 36,67 32,96
leggyakoribb 41 36
\ tanulo 92 92
& |[leggyakoribb 39,48 31,32
& >
csucs 41 28
|Eltérés atlag 2,81 -1,64
Magyar Matematika
Varosi Iskolai Varosi Iskolai
21 25 4% 1% 12% 5%
26 30 11% 2% 22% 42%
31 35 20% 11% 24% 32%
36 40 30% 36% 24% 19%
41 45 27% 42% 12% 1%
46 50 8% 8% 5% 1%

2

Matematika pontszamok

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

m Varosi  w Iskolai

Bekiildend6 egy tomoritett 1497 .zip dllomanyban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacio, amely megadja a felhaszndlt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.
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I. 498 (E). Egy szabadstrand vizibicikli-kélesonzéjében kolesénzéskor rogzi-
tik a kolesonzd nevét (lehet becenév is), az elvitt jarmii azonositéjat (A, B, C,
D, E, F, G), az elvitel 6rajat és percét, valamint a visszahozatal 6réjat és percét.
Péld4ul:

Anti;A;10;1;10;58
Malacka;A;11;12;11;20
Joci;A;12;5;14;15
Manci;B;10;5;11;4

Egy id6pontban csak egy jarmii indulhat vagy érkezhet. A jarmiivekért minden
megkezdett fél ora utan 1500 Ft-ot kell fizetni. A kolcsonzés idejébe az elsé és
az utolsé perc is beleszamit.

Az adatokat a — weblapunkrol letoltheté — vizdat . csv nevil, pontosvesszdvel
tagolt szoveges allomany tartalmazza. Feltételezhetjiik, hogy a napi kolcsonzések
szama nem haladja meg a 100-at.

Készitsiink programot 1498 néven a kovetkez6 feladatok megoldasdra. A prog-
ram futdsa soran a képernyore valé kiiraskor utaljunk a feladat sorszamara.

1. Olvassuk be a vizdat.csv fajlbol és taroljuk el a napi kolcsonzések adatait.

2. Kérjiink be egy nevet és frassuk ki, hogy az illeté aznap mettol meddig vette
igénybe a kolcsonzé szolgaltatasait. Elképzelhetd, hogy az illeté tobbszor is
kolesonzott aznap, ebben az esetben minden kolesonzés adatat irassuk ki. Ha
aznap egyszer sem kolcsonzott, akkor a Nem volt ilyen nevii kdlcsonzé! szoveg
jelenjen meg.

3. Kérjiink be egy idopontot az éra és a perc megadasaval, majd frassuk ki a kép-
ernydre, hogy ekkor mely jarmivek voltak vizen, és azokat kik kolcsonozték ki.

4. Hatarozzuk meg a napi bevétel Osszegét, és irassuk ki a képernyore.

5. Melyik jarmiivet hanyszor kolesonozték ki aznap? A vélaszt a minta szerinti
elrendezésben irassuk ki a képernyére:

Q W =
|
N W W

6. Melyik jarmi utan fizették a legnagyobb kolcsonzési dijat? [rassuk ki a képer-
nyére 6rdban megadva a fizetett id6t és a jarmi azonositdjat. (Vegyiik figye-
lembe, hogy minden megkezdett fél éra utdn a teljes fél érat ki kell fizetni.)
Ha t6bb ilyen jarmi volt, mindegyik azonositdja jelenjen meg.

7. Néhany strandolé nem tudott jarmiivet kolesonodzni, mert éppen az Gsszeset
elvitték. Mikor volt ilyen idészak? Jelenitsitk meg valamennyi idétartamot
a képernyon kezdés dra, kezdés perc, vége dra, vége perc formatumban.

8. Sajnos az F' jeli jarmiivet napkozben valaki haszndlat kozben megrongalta.
Készitsiink egy szoveges allomanyt, amely tartalmazza a lehetséges elkovetdket
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és azt, hogy mettél meddig volt naluk a jarmi. Az adatokat a kovetkezd
forméban frassuk a fjarmu.txt fajlba:

10:15-10:55 : Zigler
10:42-11:10 : Csacsa
11:16-11:40 : Bandi
11:52-12:02 : Joci

Bekiildend6 egy 1498.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithaté.

I/S. 40. Egy nap N matematikus moziba megy. A moziban M darab szék van
egy sorban (1-t6] M-ig megszamozva). Mindannyian egy sorban iilnek le. Mindenki
megmondja, hogy minimum melyik sorszamu székre és maximum melyik sorszdmiu
székre hajlandé leiilni. Nincs olyan szék, ahova ketten is letilhetnének. Azért, hogy
kényelmesen elférjenek, megprébédlnak a lehetd legtavolabb leiilni egymastol. Még
pontosabban: arra torekednek, hogy a két egymashoz legktzelebb il matematikus
tavolsdga (a székek szdmdnak kiilonbsége) a leheté legnagyobb legyen. Adjuk meg,
hogy mekkora ez a legnagyobb tavolsag.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza N és M értékét. A kovetkezé N sor mind-
egyike egy a;,b; szampart tartalmaz, ami azt jelenti, hogy az i-edik matematikus
olyan székre szeretne leiilni, amelynek szama legaldabb a; és legfeljebb b;. Kimenet:
a program adjon meg egyetlen szamot, két legkdzelebbi matematikus maximalis

tavolsagat.
Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
4 18 4
24 /1011 /15617 / 6 9

Korldtok: 3 < N <10, 0 < M < 10°. Id8korlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha 2 < N < 102,

Bekiildendd egy 1s40.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 139. Adott N darab pozitiv egész szam. Adjuk meg, hogy hany olyan
szampar van kozottiik, amelyek tagjai relativ primek.

Bemenet: az elsd sor tartalmazza az N értékét. A maéasodik sor tartalmazza
sz6kozokkel elvalasztva az N darab pozitiv egészet.

Kimenet: egyetlen sor, mely a relativ prim szamparok szamat tartalmazza.
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Példa:
Bemenet Kimenet
5 8
31 88 41 72 9

Korldtok: 3 < N < 50000, 1 < szdmok < 500 000. Idékorlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 30%-a kaphat6, ha N < 1000.

Bekiildendo egy s139.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. januar 10.

1
o ERICSSON-DIJ 2020
’ Felhivas dijazandé tanarok ajanlasara
ERICSSON Beérkezési hatéridé: 2020. februar 10. (6jfél)

Az Ericsson Magyarorszag 2020-ban ismét 8 kivalé pedagdgust dijaz
osszesen 3 200000 forinttal, igy ebben az esztend6ben is minden dijjal
400 000 forint jutalom jar. Az elmult 21 év soran 226 tanit6, matematika-
vagy fizikatanar kap