GF 2019.10.7 — 18:27 — 402. oldal — 18. lap KoMalL, 2019. oktéber ?

7. Egy mértani sorozat els6é négy tagjabdl rendre 1-et, 2-0t, 5-6t, 11-et elvéve
egy szamtani sorozat négy szomszédos tagjat kapjuk.

a) Mennyi a mértani sorozat elsé tagja és hdnyadosa? (8 pont)

Szamitsuk ki az adott eljarassal a szdmtani sorozat elemeit, majd képzeletben
folytassuk mindkét irdnyba a sorozatot.

b) Van-e ebben a szdmsorban olyan szomszédos elemekbdl allé rész, amely-
ben az elemek 6sszege 20197 Ha igen, adjuk meg az 6sszes megoldast. Indokoljuk
a védlaszt. (8 pont)

8. Egységsugaru korbol megfelelé korcikket kivagva, majd egyenes korkup
palastjanak kialakitva tolcsért készitiink.

a) Mekkora a korcikk koézépponti szoge, ha a tolesér térfogata a lehetd legna-
gyobb? (9 pont)

Rendelkezésre all egy 10 x 16 egység oldalu téglalap alaki lemez, amelybdl az
a) részben kapott maximélis térfogati toleséreket szeretnénk kialakitani.

b) Tudunk-e ebbél a lemezbdl 50 db ilyen tolesért csindlni? Megdllapitdsunkat
indokoljuk. (7 pont)

9. Adott az f(z) = cosz és a g(z) = sin 2z fiiggvény (x € R).
a) Irjuk fel a h(z) = f o g, illetve k(z) = go f fiiggvényeket, allapitsuk meg az

értékkészletiiket. (6 pont)

b) Hol metszi egymdst az f(x) és g(x) fiiggvény grafikonja? Adjuk meg a met-

széspontok koordindtdit. (5 pont)
¢) Mekkora e két gorbe dltal kozrefogott sikidom teriilete, ha = € [ — %; %]7

(5 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2019/6. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Dani kerékparversenyre készil. Eldszor hegynek felfelé, utdana vizszintes
terepen, majd lejtdn lefelé hajtja a biciklit, ezutdn visszafelé ugyanezen az utvonalon
hajt végig. Lejtén lefelé 60 kTm, vizszintes terepen 40 1%, mig hegynek felfelé 20 1%
allandd sebességgel képes haladni. Az odafele utat 1,75 ora alatt, mig a visszafele
utat 2,25 ora alatt tette meg. Milyen hossziak az egyes utszakaszok, ha oda-vissza
dsszesen 130 km-t biciklizett?

(Kdzben sehol sem dllt meg, a visszafordulds idéveszteség nélkil zajlédik le.)
(13 pont)
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Megoldas. Jeloljiik az egymds utdn kovetkezd utak hosszat (km-ben megadva)
rendre a; b; c-vel. Dani az odafelé és a visszafelé vezeté tton is eldszor hegynek
felfelé, majd vizszintes tton, végezetiil lejtén lefelé halad. Az odafelé vezetd tton a,
mig a visszafelé vezetd tton ¢ km hosszi uton halad hegynek felfelé. Az elébbieket
ésat= f} Osszefiiggést felhaszndlva kapjuk a kovetkezo egyenletrendszert:

a b c
I — Yt —+—=1
M 20 10 T BT
(11) by
20 40 60 77
(I11) 2-(a+b+c) =130,
azaz
) 6a + 3b + 2c = 210,
(I1) 2a + 3b + 6¢ = 270,
(I11) a+b+4c=65.

Fejezziik ki a III. egyenletbdl c-t és helyettesitsiik be a masik két egyenletbe.
Mivel ¢ = 65 — a — b, ezért

(1) da + b = 80,
(2) da + 3b = 120

adodik. Ezt megoldva kapjuk, hogy az egyes ttszakaszok a = 15; b = 20; ¢ = 30 km
hosszuak.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

2. Tekintsik a kovetkezd allitasokat.

A: Meg tudunk gy adni végtelen sok primet, hogy barmely kettd dsszege ne
legyen prim.

B: Ha az a? sorozat konvergens, akkor a, is konvergens.

C': Ha 6t kiilonbozo természetes szam dsszege oszthato ottel, akkor dttel osztva
ktilonboz6 maradékot adnak.

a) Dantsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitds megforditdsdat. Déntsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A §llitds igaz, hiszen ha vessziik a paratlan primeket, azok
kielégitik a feltételeket. Nyilvan végtelen sok van bel6liik, mert végtelen sok prim-
szam van és az egyediili paros prim a 2. Masrészt barmely két paratlan prim 6sszege
2-nél nagyobb paros szam, ami biztosan nem prim.
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A B 4llitds hamis, pl. a, = (—1)" esetén a2 = 1, ami nyilvdn konvergens, de
az a, = (—1)" sorozatrél tudjuk, hogy nem konvergens.

A C allitas hamis, pl. 5; 10; 15; 20; 25 kiilonboz6 szamok 6sszege oszthatd dttel,
de ottel osztva nem adnak kiilonb6z8 maradékot (s6t, azonos maradékot adnak).

b) A C allitds megforditdsa: Ha 6t kiilonbozé természetes szdm 6ttel osztva
kiilonb6z6 maradékot ad, akkor Gsszegiik oszthatd ottel. Ez igaz, hiszen egy szam
0tos maradéka 0; 1; 2; 3; 4 lehet, de a feltételek szerint ezek mindegyike fel is 1ép,
méghozza pontosan egyszer. A maradékok dsszege 10, ami oszthaté ottel. Az dllitas
megforditasa igaz.

3. a) Déntsiik el, hogy az implikdcid asszociativ mivelet-e, azaz tetszbleges A;

B; C Fkijelentések esetén fenndll-e, hogy (A — B) = C = A — (B — C). (4 pont)
b) Hatdrozzuk meg azon P(x;y) pontok halmazdt a derékszdgi koordindtarend-
szerben, amelyek koordindtdira igaz, hogy PA* + PB* = 22, ahol A(1;2) és B(3;0).
(8 pont)

Megoldas. a) frjuk fel az igazsagtablazatot. Mivel van olyan kiértékelés,
amelynél a két allitas logikai értéke nem egyezik meg, ezért a két allitas nem egyezik
meg, azaz az implikacié nem asszociativ mivelet.

A|/B|C|A—-B|B—-C|(A—-B)—-C|A—(B—-C)
i i i i i i i
i|i|h i h h h
i | h|i h i i i
h | i i i i i i
i|h|h h i i i
h|i]|h i h h i
h|h]|i i i i i
h|h|h i i h i

b) frjuk fel a két pont tavolsdgara vonatkozé Osszefiiggést:

PA=\(w- 1+ (-2 & PB=\(z—3"+(y—0)

Mivel PA% + PB? = 22, ezért (x — 1)° + (y — 2)° + (z — 3)* + y* = 22. Ezt kibont-
va és rendezve azt kapjuk, hogy 2x2 + 2y% — 8x — 4y — 8 = 0. Egyszertisitve 2-vel
és teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy (z — 2)° + (y — 1)* = 9. Tehét a kere-
sett pontok mértani helye egy kor, melynek kozéppontja K(2;1) és sugara r = 3.
Konnyen latszik, hogy a kérvonal minden pontja kielégiti a feladat feltételeit.

4. Legyen A a 2% +2'~% < 3 egyenlétlenség megolddshalmaza, B pedig az aldbbi
két figguény értékkészletének kozos része:

2 3
f(@) =3 -sin(201972) és gla) = da® — o+ .
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a) Hatdrozzuk meg az A halmazt. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg a megadott fiigguények értékkészletét és a B halmazt.
(7 pont)
¢) Hany eleme van az (A\ B) NZ halmaznak, ahol Z az egész szamok halmazdt
jeloli? (2 pont)

Megoldés. a) 2% +217% < 3 <« 27 2% < 3. Mindkét oldalt szorozzuk meg
a 2% > (0 kifejezéssel és rendezziik az egyenlétlenséget. Ekkor az egyenlotlenség
irdnya nem valtozik meg, hiszen pozitiv kifejezéssel szoroztunk.

(2“7)2 —3-2% +2 <0, vezessiik be az a = 2% > 0 ismeretlent. Az a®> —3a+2 <0
egyenlétlenség megolddsa: 1 < a < 2. Most {rjuk vissza a = 2%-t. Az f(x) =2*
fliggvény szigortian monoton né, ezért az 1 < 27 < 2 egyenlotlenség megoldasa:
x € [0;1].

Tehat A = [0;1].

b) Mivel Vt € R esetén —1 < sint < 1, ezért —1 < sin(20197x) < 1, igy az f
fiiggvény értékkészlete: Ry = [ - %; %] A g fiiggvényt teljes négyzetté alakitjuk:

3 1V 1
=42? 4o+ - =4-(z—= -
g(x) x x+2 (a: 2)+2,

igy Ry = [%,oo[ Innen Ry N Ry = [%, %]

Tehat B = [1;3].

¢) Lathatd, hogy A\ B = [0; %[ U ]%, 1]. Innen kapjuk, hogy (A\ B)NZ =
= {0;1}, ennek a halmaznak pedig két eleme van.

II. rész

5. a) Egyik este Anna, Bea, Csilla, Déra és Emese elmentek vacsordzni a ki-
zeli pizzdzoba. Mindannyian mdsféle pizzdat rendeltek. A pincér még 1j, igy a rendelt
ételeket véletlenszerden osztotla ki a lanyoknak (de azokat hozta ki, amikel rendel-
tek). Jelolje X azt a valdszintiségi vdltozdt, amely azt adja meg, hogy hdnyan kaptdk
a sajat rendelésiiket. Hatdrozzuk meg X wvdrhato értékét. (8 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv egész szamok halmazdn:
2" — 1 =m? (8 pont)

Megoldas. a) Koénnyen ldthatd, hogy X értékkészlete a {0;1;2;3;5} halmaz.
Ezek valéban megvalosithaték. Az X nyilvan nem veheti fel a 4 értéket, mert ha
4 pizzat a megfelel6 személy kap, akkor az 6todiket is csak az azt megrendeld sze-

mély kaphatja. A pincér dsszesen 5! = 120 kiilonb6z6 mddon oszthatja ki a pizzdkat,
igy P(X =5) = 135

120
() _ 10
P(X =3) = 355 = 155, mivel ki kell vélasztani azt a 3 f6t, akik j6 pizzdt

kapnak és a mésik 2 ember csak egyféleképpen nem kaphatja a sajatjat.
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5
2
P(X =2)= <1220 = 2%, mivel ki kell valasztani azt a 2 f6t, akik j6 pizzdt
kapnak és a mésik 3 embernél kétféleképpen torténhet meg az, hogy senki sem
kapja a sajat rendelését. Ugyanis jeloljiik pl. A; B; C-vel azokat az embereket, akik

az a; b; ¢ pizzédkat rendelték és egyikiik sem kapta a sajatjat. Ennek lehetOségei:

Alb
Blc|a
Clalb
5
PX=1)= (117)09 = 14750 Itt egyediil a 9-et érdemes magyarazni az aldbbi
tablazattal:
Alb|b|blclc|lc|d|d]|d
Blalc|d|al|d|d|al]c]|c
Cldld|al|d|a|b|b|lalb
D)|cla|lc|b|b|lal|lc|b]a

A varhat6 érték kiszdmoldsdhoz P(X = 0) értékére nincs sziikségiink, ugyanis

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2)+3-P(X =3) +

+5-P(X =5)=

45 20 10 1
=041 - — +2- 43— 45— =1.
Ot 0t 2 120 TP 120 TP 120

Megjegyzések. P(X = 0) értéke tobbféle médon is meghatirozhato.
1. Tudjuk, hogy P(X = 0)+ P(X = 1)+ P(X = 2)+ P(X = 3)+ P(X = 5) = 1, hi-

szen ezek eloszldst alkotnak. Innen P(X = 0) = %40 adédik.

2. Lényegében azt kell meghatdrozni P(X = 0) esetén, hogy mennyi a kedvez8 esetek
szama. Ezen esetek szama valéjaban azt adja meg, hogy 6t elemnek hany olyan permu-
taciéja van, amikor semelyik sem keriil a helyére, in. fixpontmentes. Ismert az aldbbi
Osszefiiggés n elem fixpontmentes permutécidinak szaméra:

n!~(1 —i+i—...+(_1)n).

21 31" 4l n!

Itt n helyére 5-6t helyettesitve éppen 44-et kapunk eredményiil.

3. A 44-et masképpen is megkaphatjuk. Gondoljuk meg, hogy pl. Anna a pizzdja
hény helyre keriilhet: 4 helyre. Keriiljon pl. Bedhoz. Ezen beliil vizsgalunk két lényegesen
eltérd esetet aszerint, hogy Bea b pizzdja hova keriil.

1) Ha Bea b pizzdja Anndhoz keriil. Ekkor lényegében arrdl van szd, hogy Anna kapta
Bea pizzajat és viszont. fgy azt kell megvélaszolni, hogy hany olyan eset van, amikor Csilla,
Déra és Emese egyike sem kapja a sajat pizzdjat. Ebbdl 2 eset van, ezt mar lattuk. Ekkor
Osszesen 4 - 2 = 8 j6 esetiink van.

7i) Ha Bea b pizzdja nem Anndhoz keriil. Ekkor 4 embernek kell kiosztani 4 pizzét
tgy, hogy mindegyiknél pontosan 1 pizza van tiltva, hogy odakeriiljon. Ezen eseteket is
megszamoltuk mér, ezekbdl 9 eset van. Ekkor 6sszesen 4 - 9 = 36 jé esetiink van.

Tehat 6sszesen 8 + 36 = 44 j6 eset van.
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4. Ha dy,-nel jeldljiikk a fixpontmentes permutaciék szamat n elem esetén, akkor
teljesiil az aldbbi rekurzié: dy = 0;de = 1;dn = (n—1) *dn—1+(n—1) - dn—2, n > 3 esetén.

b) Mivel n € NT, ezért 2" — 1 paratlan, igy m? is paratlan, tehdt m pératlan.

Legyen m = 2k + 1, ahol k € N. Egyenletiink az alabbi alakot 8lti: 2" —1 = (2k + 1),
ahonnan 2™ = 4k* + 4k + 2. A jobb oldali kifejezés 4-gyel osztva (s6t 8-cal osztva is)
2 maradékot ad. Ha n > 2, akkor 4 | 2". Ekkor nem kapunk megolddst. Tehdt, ha van
megoldés, az csak akkor lehet, ha n = 1. Ha n = 1, akkor m = 1.

Ez valéban megoldésa az egyenletnek.

6. a) Eqy derékszdgl hdromszig beirt és koré irt kirének sugardt jellje r és R.
Mekkordk a haromszdg oldalai, ha tudjuk, hogy r + R = 31 és rR = 1507 (8 pont)

b) Egy szabdlyos itszog mindegyik oldaldt kiszinezzik hdrom adott szin vala-
melyikével. Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha két szinezést nem tekintink kilon-
bozének, ha forgatdssal eqgymdsba vihetdk? (8 pont)

Megoldas. a) Megoldjuk az

@ r+ R =31,
(11) R = 150
egyenletrendszert. Mivel R = 31 — r, ezért r(31 —r) = 150, innen r; = 25; 79 = 6
és Ry = 6; Ry = 25 adddik. Derékszogii haromszogben teljesiil, hogy r = a+g_c és

= 5. A tovdbbiakban két esetet vizsgalunk meg.

1. eset: Har = 25 és R = 6. Erezhetd, hogy ekkor nem fogunk megoldast kapni,
de ezt igazoljuk is. a+gfc =25 és % =06, igy c=12;a+ b = 62.

Pitagorasz tétele szerint a? + b? = ¢? = 144, igy mivel b = 62 — a, az alabbi
masodfokii egyenletet kapjuk, melynek nincs valés megoldésa: a? — 62a + 1850 = 0.

2. eset: Har = 6 és R = 25. Ekkor =€ = 6 65 £ = 25, fgy ¢ = 50; a + b = 62.

Pitagorasz tétele szerint a? + b? = ¢? = 2500, tovabbd b = 62 — a. Az alibbi
mésodfoki egyenletet kapjuk: a? — 62a + 672 = 0.

fgy a1 = 14; as = 48 adoédik, melyekre a by = 48; by = 14 értékeket kapjuk.
Tehat a hdromszog oldalai: 14; 48; 50, melyek valoban kielégitik a feladat feltételeit.

b) Legyen a hérom szin pl. piros, kék és zold. Aszerint fogunk eseteket vizsgalni,
hogy a szinezés soran hany kiilonb6z6 szint hasznalunk.

1. eset: Ha 1 szint haszndlunk. Ekkor nyilvan 3 jé szinezés van.

2. eset: Ha 2 szint haszndlunk. El6szor eldontjiik, hogy melyik 2 szint hasznal-
juk, erre (g) = 3 lehetOségiink van. Legyen pl. piros és kék. Ezekbdl rendre 4 + 1;
34 2; 2+ 3 vagy 1 + 4 szinelosztés lehetséges. A 4+ 1 és 1+ 4 elosztdasok mindegyi-
kébél csak 1 lehetOség van a forgdsszimmetria miatt. A 3 + 2 és 2 + 3 elosztdsokbdl
a forgdsszimmetria miatt rogzitsiik a 2 egyforma szintibol az egyiket, pl. a szabé-
lyos 6tszog ,,talpa” legyen piros. A masik piros helyére 2 lehetéségiink van, ezeket
az alabbi dbrdk mutatjak:
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5) - (2+2-2) = 18 j6 szinezés van.

3. eset: Ha 3 szint hasznélunk. Ezekbol 3+ 1+ 1 vagy 2 + 2 + 1 szinelosztéas
lehetséges. A 3+ 1+ 1 elosztasnal el6szor eldontjiik, hogy melyik szinbél haszndlunk

Tehat a 2. esetben Osszesen (

harmat, erre (‘;’) = 3 lehetOségiink van. Legyen pl. piros, ekkor 3 piros, 1 kék és
1 z6ld szint hasznalunk fel. A forgdsszimmetria miatt rogzitsiik a zold helyét, legyen
az 0tszog ,,talpa” zold szinti.

Ekkor a maradék 4 hely barmelyike lehet kék szinii és mind-
egyik kiilonbo6zo esetet jelent. Igy a 3+ 1 + 1 elosztasbdl Gsszesen

(?) -4 =12 jé szinezés van.

A 242+ 1 elosztasnal el6szor eldontjiik, hogy melyik szinb6l hasznalunk egyet,
erre (f) = 3 lehet6ségiink van. Legyen pl. piros, ekkor 1 piros, 2 kék és 2 z6ld szint
hasznalunk fel. A forgasszimmetria miatt rogzitsiik a piros helyét, ismét legyen
az Otszog ,,talpa” piros szinli. Ekkor, ha a maradék 4 helyet barhogyan is szinezziik
2 kékkel és 2 zolddel, mindig killonboz8 eseteket kapunk. Erre () = 6 lehetéség
van. Igy a 2 + 2 + 1 elosztdsnal Ssszesen (i’) . (;1) = 18 j6 szinezés van.

Tehat osszesen 3 + 18 4+ 12 + 18 = 51 j6 szinezése van az 6tszognek.

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha egy szabalyos p-szoget a feladatbeli feltételeknek

al—a
+a.

megfeleléen szineziink a darab szinnel, ahol p prim, akkor a jé szinezések szédma

7. a) A lappfoldi Mikuldsnak két rénszarvasa van: Vigta és Eppenhogycsak. Ha
valamelyik nap Vigta egyediil x sebességgel (v > 1) hiznd a szdnt, akkor Eppen-
hogycsakot melléfogua az még 1/x sebességet tud hozzdadni. A Mikulds mar ireg,
emiatt ijedds. Minél gyorsabban megy a szdn, anndl t6bbszor fogja vissza az dllato-
kat. A preciz mérések szerint, ha Vdgta x sebességgel hiznd a szdnt, akkor ez éppen
Inx sebességcsokkenést eredményez. Eqgyszer egy ellendrzésnél azzal vadoljak meg
a Mikuldst, hogy lassan hajtott. Lappfoldin a lassihajtds hatdra 7/4. Meg tudja-e
védeni magat a Mikulds?

(Haszndljuk fel, hogy (Inx)" = %) (9 pont)

b) A sakk egy érdekes vdltozata az un. Fischer random sakk, melyet Ro-
bert Fischer amerikai vildgbajnok hozott létre 1996-ban. A lényegi eltérés a tisztek
(kiraly (K), vezér (V), 2 bdstya (B), 2 huszar (H), 2 futé (F)) elhelyezkedésében
rejlik.

Az alapdllas szabalyai:

o A kiraly a bastydk kozott foglal helyet.

o A futdk ellentétes szind mezdn dllnak.
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A felsorolt tiszteket az aldbbi 1 x 8-as tdbldzatba kell elhelyezni (az abran egy

helyes kitoltés lathatd):
FREIBRIHY B

Az azonos mindségi tisztek kozétt (pl. két huszdr stb.) csak a futdkndl van
megkotés arra, hogy sziikségszerien kiillonbozo szinen kell dllniuk.

Mutassuk meg, hogy 960 megengedett alapdllas lehetséges a Fischer random
sakkban. (7 pont)

Megoldas. a) A Mikulds akkor tudja magét megvédeni, ha Va € ]1; 0o[ esetén
x+ % —Inx > 1,75. Vezessiik be az f : [1;00[ = R; f(z) =2 + % — Inx figgvényt.
A fliggvényvizsgalatot derivalds segitségével végezziik el. Egy differencidlhato fiigg-
vénynek ott lehet szélséértéke, ahol f’(z) = 0.

1 1

oy g L1 2_ . 1—_0
fflz)y=1 = 0 - a2°—2—-1=0;

L+ 1,618; 29 = %ﬁ ~ —0,618. Minket csak az L5 érdekel, mert Dy =

8

1= 73 2
= |1;00[. Mivel f"(z)= :%3 + :%2 >0, Vo € ]1;00[ esetén, gy az f fiiggvénynek
T = 1+2‘/5 helyen helyi minimuma van.

1+5 1++5 1 1++5
f< 5 ) st Iy = L7549 > 175,

2

Tehat a Mikulas biztosan gyorsabban hajtott, mint %, igy képes magat megvédeni.

b) El6szor a futoknak keressiik meg a helyiiket. Erre 4 - 4 = 16 lehetdség van,
hiszen a vildgos és sotét mezejii futdknak egymastdl fiiggetleniil 4 lehetséges he-
lye van. A maradék 6 helybol megkeressiik, hogy hényféleképpen foglalhat helyet
a 2 béstya és a kiraly. Ezen figurdknak az egyméshoz valé elrendezése rogzitett, hi-
szen a kirdly a 2 bastya kozott van, tovabbd a bastyak kozott nincs kitiintetettség.
Ezek elhelyezésére (g) = 20 lehet6ség van. A maradék 3 helyre a vezért és a 2 hu-
szart kell elhelyezni. Ezt nyilvan (i’) = 3-féle modon tehetjiik meg. Tehdt a figurdk

elhelyezésére valéban 4 - 4- () - (7) = 960 lehetéség van.

8. a) Egy tizenkét elemi, egész szamokbdl dllé mintabdl ismerink hét értéket: 4;

4; 4; 5; 7, 9; 13. Tudjuk, hogy a minta egyetlen modusza 5 és a minta dtlagdnak szo-

rds sugari kirnyezete hdarom tizedesjegyre kerekitve | — o, + o = ]3,292;8,708|.

Hatdrozzuk meg a minta hidnyzoé ot elemét. (8 pont)

b) Eqgyenld szdrid hdromszdg szdra 13 cm, alapja 24 cm. Szdmitsuk ki a hdrom-
$20q sulypontjanak a hdromszog koré irhato kor kézéppontjdtol valo tdavolsdgdt.

(8 pont)

Megoldés. a) A minta médusza 5 és van 3 darab 4-es benne, ezért az 1 darab
5-6s mellett még biztosan van legalabb 3 darab 5-6s. Tehat a minta az aldbbi médon
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néz ki: 4; 4; 4; 5; 7, 9; 13; 5; 5; 5; x; y, ahol x, ,y € Z. Tudjuk, hogy & — o = 3,292 és
%+ 0 = 8,708. Ezért & = 6 és o = 2,708. Mivel & = 6, egért S H0HTEOTISTIHY
= 6, ahonnan x + y = 11 adédik. Mivel o = 2,708, ezért

02 =2,708% =

36—4)74+4-(6-52+6-7°+(6-9)°+(6-13)"+(6—2)>+ (6 —y)°

12 ’
innen (6 — z)° + (6 —y)* = 13.
Tehat meg kell oldani az
) r+y =11,
(1) (6 —2)*+(6—y)* =13

egyenletrendszert az egész szdmok halmazan. Az y = 11 — z Osszefliggést beirva
a mésik egyenletbe, kibontva és rendezve az aldbbit kapjuk: 22 — 11z + 24 = 0.
Innen adodik, hogy x1 = 3; o =8 és y; = 8; y» = 3. Tehat a minta hidnyzé ot
eleme: 3; 5; 5; 5; 8, ezzel a rendezett minta az aldbbi médon néz ki: 3; 4; 4; 4; 5; 5;

55 95 75 8;9; 13.
Ellen6rzés a feladat szovege alapjan.
C b) Készitsiink dbrdt a feladathoz.
13 5 13 Mivel 132 + 132 < 242, ezért a feladat-
% ‘E)an szerepld “hér.c.)mszég ..tog}p:cmszijgﬁ,
A 12 T 19 L lgya haromszog koré irt kor kozéppont-

ja a haromszogon kiviil helyezkedik el.
Szimmetriaokok miatt a K koré irt kor
kozéppont rajta van a C-bél indulé ma-
gassagvonalon. A haromszog alaphoz
tartozd magassaga Pitagorasz tétele mi-
att 5 cm hosszu, me15yet a sulypont har-

madol, ezért T'S = 3 cm. A haromszog

teriilete T = % =60 cm?, koré irt korének sugara R = Z—gf = 16,9 cm. Mivel
R=KC =169 cmés SC = % cm, igy a keresett K.S tavolsdg 16,9 — % = % ~
~ 13,57 cm.

K

9. a) Bence nemrég tanulta az iskoldban a szinusztételt és a koszinusztételt.
Sajnos rosszul emlékezett rajuk és azokat az aldbbi mddon jegyezte meg (a jelilések
a szokdsosak):

a  cosa
A =a>+b%>+2ab-siny és - = .
b cosp
Mekkorak annak a hdromszdgnek a szdégei, amelyre igazak a Bence dltal megtanult
osszefiiggések? (7 pont)

b) Hatdrozzuk meg az a; b; ¢ egész paraméterck értékét gy, hogy az f(x) =
= ax? + bx + ¢ egyenleti parabola az aldbbi feltételek mindegyikét teljesitse.
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1. f/(3) = —11.
1
2
2. [ flz)de = 3.
-1
3. Csucspontja illeszkedik az y = %a: + 1 egyenletii egyenesre. (9 pont)

Megoldas. a) A koszinusztétel szerint ¢? = a? + b2 — 2ab - cos vy, ezt dsszevetve
Bence formuldjaval azt kapjuk, hogy 2ab - siny = —2ab - cos~y. Mivel a;b > 0, ezért

siny = — cos~y adédik. Ha cosy = 0 lenne, akkor siny = 0 adédna, de ez ellentmond
a sin®y 4 cos®y = 1 osszefiiggésnek. Tehat cosvy # 0, igy oszthatunk vele. Azt
kapjuk, hogy tgy = —1, innen v = 135° (mivel hdromszog bels6 szogérél van szd).
A sinustétel szerint § = ziﬁg, ezt dsszevetve Bence formuldjdval azt kapjuk, hogy
?inTg = ¢225. Innen E?Tg = %, azaz tg o = tg 8. Mivel haromszog belsd szogeirdl

van sz0, ezért a = f3.
Mivel oo + B + v = 180°, 7 = 135° és a = f3, ezért a = § = 22,5° adddik.
Tehat a haromszog szogei 22,5°; 22,5%; 135°.

Megjegyzés. Az alabbi befejezést is valaszthattuk volna. A koszinusztételbél cos a =

b24c2—a? |, a?+c2—b?
=" 6 cos 3 = e 18y
b2 402 — g2
a _ cosa _ 2be
b cosf a’+c2—b?
2ac

a _a b*4c?—d? _ . o . _ ” . . P
Innen 3 = 3+ PrE g T a= b. Mivel a = b, ezért a = (5. Innentdl ugyanugy fejezhetd

be a feladat, mint el6ébb.

b) Mivel f(x) = az? + bx + ¢, ezért f'(x) = 2ax + b, igy f/(3) = 6a+b= —11.
A 2. feltétel szerint

1 1 5 ) 1 ) )
/f(x)dz:/(ax2+b:r+c)dz: e b yex :—a+20:7,
372 P 3
S1 Z1
innen a + 3¢ = 1. Ismert, hogy az f(z) = ax? + bx + ¢ paraboldnak x = —% helyen

van szélsOértéke, mely egyben cstcspontjanak z-koordinataja is. Mivel f ( — %) =

= %‘Z‘MC, ezért a Earabola csticspontjanak koordinatai: T( - %; %'24“), igy
a 3. feltétel miatt % = —% +1, azaz b® + 4a = b+ 4ac. Feladatunk megoldani
az aldbbi egyenletrendszert az egész szdmok halmazan:
) 6a + b= —11,
(1) a+3c=1,
(I11) b? + 4a = b + 4ac.
Mivel b = —6a — 11 és ¢ = PTQ, ezért a III. egyenlet igy alakul:
1—

(—6a — 11)% + 4a = —6a — 11 + 4a - T‘l
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masrészt hasonléan
c (1 2 . b? , . b2
—_— = _—— = {— 1 = {—.
Vs e 2 ey y=ig

T F x+z

Innen il i tehat a PGH haromszog hasonlé a PFjFs hiaromszoghoz,
a hasonlésag ardnya
b2
T zz b?

T+2 Pt R+

Ezért
b2 b2
GH=FiFy 5 =2 7
ami valéban fiiggetlen a P pont valasztasatol.
Geretovszky Anna (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn., 11. évf.)

26 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 23 versenyzé: Baski Bence, Beke Csongor,
Bencsik Adém, Csapldr Viktor, Geretovszky Anna, Gyorthi Adém Gyorgy, Hamori
Janka, Hegedfis Déniel, Jénosik Aron, Nagy Néndor, Nguyen Bich Diep, Osztényi
Jézsef, Rares Polenciuc, Sandor Péter, Sebestyén Pal Botond, Szabé Kornél, Telek
Zsigmond, Tiderenczl Déniel, T'6th Abel, Varkonyi Zsombor, Velich Néra, Weisz Maté,
Zsigri Balint. 2 pontos 2, 0 pontos 1 dolgozat.

ENTIARy,
oY KA
% ' '

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolds didkok (9-12. évfolyam) szamadra.

Polygon palyazat matematikabdl
kozépiskolasoknak

A pélydzat témaja:
Kozépiskolai matematikdahoz kapcsolédé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, djszerii
és érdekes feladatok vagy tritkkos megoldasok, régi korok matematikaja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudomanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazésok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyédzni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {6s csapattal. A palyamunkédkat a Bolyai
Intézet oktatéibol allé zstiri fogja elbiralni.

Dijak (csapat esetén a jutalom megoszlik a tagok kézt):
I. dij: 25 ezer Ft értékil konyvutalvany és egy Polygon konyv,
IT. dij: 20 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
II1. dij: 15 ezer Ft értékli konyvutalvany és egy Polygon konyv,
Dicséret: Polygon konyv.
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