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lyeztet6 esetekben (pl. a feladatok megtargyaldsa internetes féorumokon) az érintett
versenyzoket kizarjuk a versenybol.

A végeremény kozzététele

A versenyek végeredménye az sszes dolgozat kijavitdsa utdn, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2020. szeptemberi szamunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2020. decemberi szamunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany palya-
dijait és targyjutalmakat kapnak a 2020. évi KoMalL Ifjiusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhany megjegyzés

A versenyben résztvevo hozzajarul a dolgozatdanak név nélkiili, valamint a szer-
kesztett véaltozat névvel torténd kozléséhez.

Orommel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szél6 be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményei-
ket elkiildhetik postan, vagy személyesen juttathatjak el szerkesztéségiinkbe. Szép,
érdekes és nem kozismert feladatokat barki javasolhat kitiizésre. A javasolt felada-
tokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkesztéség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott
javaslatait év végén beszamitjuk a kiilondijért folyé versenybe.

Szeretnénk, ha a kitizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridével, a kozolt megoldédssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMalL f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédd megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4989. Az ABC hdromszig BC, CA és AB oldalainak felez6pontjai rendre
D, E és F. Jelolje a hdromszog sulypontjat S. Tegyiik fel, hogy az AFS, BDS
és CES hdaromszigek keriilete egyenld. Mutassuk meg, hogy az ABC hdromszdg
szabalyos.

(6 pont)

Megoldas. Tiikrozziik az A cstcsot a D pontra, a tiikorképet jellje A’.
Mivel AA" és BC' a D pontban felezik egymdst, ezért ABA'C' paralelogramma.
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A paralelogramma-tételt felirva kapjuk, hogy
AA” + BC? = AB* + BA”? + A'C? + CA”.

A haromszog oldalait és sulyvonalait a szo-
késos mddon jelolve és kihasznélva, hogy
AB = CA’ és BA’ = AC kapjuk, hogy

c A’

(250)% +a®> = 2 + > + 2 + b7,

453 =20% +2¢% — o2,

202 + 2¢2 — a2
Sqg =\ ————.
2

Hasonlé a képlet sp-re és sc.-re. A képletekbdl lathaté, hogy ha egy oldal
legalabb akkora, mint egy mésik, akkor a hozza tartozo sulyvonal legfeljebb akkora,
mint a madsikhoz tartozé. Az is kovetkezik, hogy ha az a-hoz és b-hez tartozo
stulyvonal hossza egyenld, akkor a = b, hiszen felirva a képletet a két sulyvonalra, és
egyenlévé téve éket, majd négyzetre emelve és rendezve azt kapjuk, hogy a? = b2.

Legyen az a-hoz tartozé stlyvonal hossza 3z, a b-hez tartozé 3y, a c-hez tarto-
z6 pedig 3z. A sulypont harmadolja a sulyvonal haromszogbe es6 szakaszat, tehat
az egyes haromszogek keriileteit fel tudjuk {rni ezeknek a szakaszoknak a segitsé-
gével.

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a-nél nincs hosszabb oldal. Ezutan két
esetet kiillonboztetiink meg: b > ¢ és b < c.

Kezdjiik az els6 esettel. Ekkor tehat a > b > c¢. Ennek alapjan =z <y < z.
Tudjuk, hogy az AF'S és CES haromszogek keriilete egyenld. Az AF'S hiromszog
keriilete % + z + 2z, a CES haromszogé pedig % + y + 2z. Tudjuk tovabbd, hogy

<-, 2<2, <Ly, L2

oo
| o

Ezt a négy egyenlétlenséget Osszeadva azt kapjuk, hogy AF'S keriilete legfeljebb
akkora, mint C'ES keriilete. Viszont a feladat szovege szerint ezek egyenléek, ami
pedig csak akkor lehet, ha minden egyenl6tlenségben az egyenloség esete teljesiil.
Tehat % = %, vagyis ¢ = b; és x = y, vagyis a masodik bekezdés értelmében ekkor
a =b. Tehat a = b = ¢, a haromszog szabalyos.

A maésik eset nagyon hasonlé. Ekkor a > ¢ > b, emiatt x < z < y. Ebben
az esetben a feladat szovege alapjén az AFS héromszog keriilete (% +2x+ 2
megegyezik a BDS haromszog keriiletével (% + x4+ 2y). Felirva, majd osszead-
va az

525) $>$, y)x’ y}Z

egyenldtlenségeket, azt kapjuk, hogy BDS keriilete legaldbb akkora, mint AF'S
keriilete, és egyenloség csak akkor lehet, ha minden egyenldtlenségnél az egyenléség
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esete all fenn. Ekkor pedig a = ¢; és y = z, amibdl kovetkezik, hogy b = ¢. Tehat
a = b = ¢, vagyis a haromszog szabalyos.

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy ha a feltétel igaz, akkor a hdromszog bizto-
san szabdlyos.

Dobdk Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

46 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 19 versenyzd: Baski Bence, Bursics Andrés,
Dobék Déniel, Fiiredi Erik Benjamin, Geretovszky Anna, Gyérifi Adam Gyorgy, Gyo6rity
Johanna, Hegedilis Déniel, Kitschner Bernadett, Nagy Néndor, Rares Polenciuc, Soéds
Maté, Szabdé David, Szabé Kornél, Terjék Andras Jézsef, Torok Matyas, Velich Néra,
Weisz M4té, Zsigri Balint. 5 pontos 6, 4 pontos 4, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 3,
0 pontos 10 dolgozat.

B. 5010. Egy hegyesszogii ABC
héromszog beirt kore az oldalakat az Ao,
By és Cy pontokban érinti. A hdromszog
harom hozzairt korének érintési pont-
jai az oldalegyeneseken rendre Ay, By és
Cl; AQ, BQ és CQ; illetve A3, 33 és 03
Az A; B;C; haromszog teriiletét jelolje T;
(1 =0,1,2,3). Mutassuk meg, hogy

1 1 1 1

T on T n T

As (5 pont)

Megoldaés. Eloszor belatjuk, hogy az AgBoCy haromszoghen a Cy-bol induld
me,, és az A3 B3Cs haromszogben a Cs-bdl indulé me, magassigok megegyeznek.
Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az dabrdt.

Mivel a kiilsé pontbdl korhoz hizott érinték hossza megegyezik, ezért C Ay =
C By, illetve C A3 = C Bs. Természetesen ebbdl az is adédik, hogy AgBy és AsB3
parhuzamos szakaszok, amelyek kozos szakaszfelez6 merélegese éppen a C-beli belsd
szogfelezd, jeloljiik ezt f-fel.

Az m¢, és mc, magassagok éppen az f-re vett vetiiletekkel adhaték meg,
ezért jelolje tetszOleges x szakasz f-re vonatkozé merSleges vetiiletét /. Az dbrardl
leolvashaté, hogy me, = (CoB)! + (BAo)', illetve m¢, = (C3A) + (AB3).

Jél ismert, hogy
AB3:A03=BCOZBA0:S—b,

ahol s az ABC héaromszog keriiletének fele. Ebbél egyrészt nyilvanvaléan (CgA)f =
(C'OB)f , mivel C3A és CyB kozos egyenesre illeszkedd, egyenld hosszi szakaszok.

Mésrészt (ABs)! = (BAg)! is kivetkezik, mivel ez a két szakasz is egyenld hossz,
és ABj f-re vonatkozé tiikorképe illeszkedik a BA, egyenesre. Ezzel az m¢, =
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me, egyenléséget belattuk. Hasonléan igazolhatok az mp, = mp, és ma, = ma,
Osszefiiggések is (értelemszert jelolésekkel).
Felhasznalva a bizonyitott mc, = me, Osszefiiggést, tovabba a parhuzamos
szelOszakaszok tételét kapjuk, hogy
Ty BoAy CBy s—c

ﬁ_BgAg_CBg_ S ’

s hasonléan
T s—b , Ty, s—a
— = és — =
T2 S T1 S

Fzeket Gsszegezve

T, T, Ty s + s s s

T Ty, Ty s—a sfb+s—c735725

ami a bizonyitanddval ekvivalens.
Nagy Ndandor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 21 versenyzé: Apagyi David, Baski Bence,
Beke Csongor, Bukva David, Csaplar Viktor, Fiiredi Erik Benjdmin, Geretovszky Anna,
Gyérifi Adam Gyorgy, Hamori Janka, Hegediis Daniel, Janosik Aron, Kerekes Anna,
Kovacs Tamaés, Nagy Néndor, Rares Polenciuc, Stomfai Gergely, Telek Zsigmond,
Tiderenczl Daniel, T6th Baldzs, Weisz Maté, Zsigri Balint. 4 pontos 3, 3 pontos 4,
1 pontos 1, 0 pontos 3 dolgozat.
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