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II. megoldés. Konnyen ldthatd, hogy ha x, y, z megoldas, akkor |z|, |y|, |z| is
megoldés. Az is vildgos, hogy ha valamelyik ismeretlen értéke 0, akkor a tobbié is; pl.
x =0esetén y = xz = 0 = zy = z. A pozitiv megoldasokat keresve szorozzuk 6ssze
a harom egyenletet; kapjuk, hogy (xy)(x2)(yz) = 2y, azaz (vyz)? = xyz, ezért
ilyenkor zyz = 1. Az altaldnossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy x > y > z. Ekkor
viszont z > 1 > z miatt z = yz < y, igy * = y. Hasonlbéan z = zy > y szerint y = z,
tehat x =y = z = 1 az egyetlen pozitiv megoldds. A t6bbi nemnulla megoldés ettél
elojelekben kiilonbozhet csak, mégpedig gy, hogy az egyik ismeretlen 1, a masik
ketto pedig —1.

Megjegyzések. 1. Tébben — a netes megoldashoz hasonléan — a hdrom egyenletet
osszeszorozték, és az gy kapott (zyz)? = zyz egyenletbdl jutottak eredményre. Sokan
pedig a szimmetridt kihasznalva az x = +1, y = £1 és z = £1 lehetdségeket vizsgaltédk,
az eseteket leszilikitve annak segitségével, hogy csak paros darab negativ szdm lehet
a valtozok kozott.

2. Nagyon sokan gy osztottak valamelyik véltozéval, hogy nem kototték ki, hogy
az nem lehet 0. Koziiliik legtobben igy nem kaptak meg az x = y = 2 = 0 megoldést, sokan
pedig csak gy odairtdk, hogy az is megoldds. Tobben csak egész szamokra oldottdk meg
a feladatot, holott ez nem volt benne a feladat szovegében.

328 dolgozat érkezett. 5 pontos 123, 4 pontos 33, 3 pontos 54, 2 pontos 29, 1 pontos 45,
0 pontos 30 dolgozat. Nem versenyszert 4, nem szamitunk a versenybe 10 dolgozatot.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4984. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész x szamhoz taldlhato olyan
pozitiv egész y, amelyre x® +y> + 1 oszthaté az x +y + 1 szdmmal. Van-e olyan
pozitiv egész x, amelyhez végtelen sok ilyen tulajdonsdgu y létezik?

(4 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)

I. megoldéas. Az x = 1-re nyilvan y = 1 megfelel6. Ha x > 1 és paratlan, akkor
legyen y = x — 1; ekkor

r+y+1=20|2°-3@z-e=2"+(@@-1 +1=2"+4>+1.
Végiil, ha x péros, akkor legyen y = = + 1. Ekkor

r4+y+l=z+(z+1)+1=
=2x+1) | (z+1)222 +2+2)=223+322+3z+2=
=B+ (r+1)° +1=a3+ 93+ 1
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Legyen ezutan x tetszoleges pozitiv egész. Mivel
By tl=@+y+ )P @+)y+(@+1)%) 23 +1— (z+1)%

azért x+y+1 |2+ +Lesetén z+y—+1| 23 +1— (z + 1)°. Az utébbi egész szdm
semmilyen pozitiv egész z-re nem lehet 0 (hiszen két szomszédos pozitiv kobszam
kiilonbsége nagyobb, mint 1), ezért csak véges sok osztéja van. Tehdt nincs olyan
pozitiv egész x, amelyhez végtelen sok megfelel6 y tartozna.

Csertdn Andrds (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 12. évf.)

I1. megoldéas. Az a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?) azonossag miatt
@+ 4yl (@+1)°+4° = (@®+4°+1) + (32 + 32).

fgy y pontosan akkor teljesiti a feladat feltételét, ha 322 + 3z = 3x(x + 1) oszthaté
x + y + 1-gyel. Ez pedig teljesiil, ha y = 2x — 1, hiszen akkor

r+y+1=3z|3z(x+1).

Az is 14tszik, hogy a 0-tdl kiilonb6z6 3z (x 4 1)-nek csak véges sok osztéja van, ezért
x4+ vy + 1 csak véges sok megfelelo értéket vehet fel, tehat y is.

Ajtai Boglarka (Miskole, Féldes F. Gimn., 12. évf.)
Megjegyzés. Hasznéljuk fel az 2® +y® +1 = (z +y+1)(2* —zy —x +9*> —y+1) + 32y

azonossagot. A feladat feltétele ekkor = +y + 1| 3zy. A véges sok megfelels tulajdon-
ségi y 1étezése abbdl is kivetkezik, hogy ha (adott z mellett) y > 32 4 22 — 1, akkor

3zy > 3zy—y+32° +20—1 = (z+y+1)(3z— 1) szerint x—izil > 3z — 1, masrészt a nyil-
p . s n , ) . 3xy e 3xy
vanvaldan teljestilé y < x + y + 1 egyenl6tlenség miatt tyLl < 3zx. lgy ilyenkor Tty

két szomszédos egész szam kozé esik, tehat nem lehet egész.

Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

95 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 26, 2 pontos 2, 1 pontos 2, 0 pontos
4 dolgozat.

B. 4987. Az ABC hegyesszogii, nem eqyenld szdri hdromszig korilirt korének
kozéppontja O, magassagpontja pedig M, az A csicsbdl induld magassdg talppont-
ja D, az AB oldal felezépontja F. Az F pontbdl kiindulé és az M ponton dtmend
félegyenes az ABC' hdromszig korilirt korét a G-ben metszi.

a) Bizonyitsuk be, hogy az A, F, D, és G pontok egy kiron vannak.

b) Jeldljiik a fenti kir kézéppontjat K-val, a CM szakasz felez8pontjat E-vel.
Igazoljuk, hogy EK = OK.

(5 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)
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Megoldas. a) Legyenek I és H rend-
re az M pont tiikkorképei az F és D
pontokra. Kozismert, hogy ekkor I és H
rajta vannak az ABC héaromszog koré
irt koron. A hurtétel szerint IM - MG =
=HM - MA (az M pontnak az ABC hé-
romszog koriilirt korére vonatkozo hatva-
nya), ezért

2FM - MG = 2DM - MA,

vagyis FM-MG =DM -MA. Ebbédl
a hurtétel megforditasa miatt kovetkezik,
hogy AF DG hurnégyszog.

b) F-re kozéppontosan tiikrozve az AMF hiromszoget a BIF hiromszoget
kapjuk, igy DAB< = MAF<x=IBF<=IBA<«. fgy IBCq=1BA<+ ABC«q =
= DAB<+ ABD =90°. Tehat IC az AIBHCG kor atméréje a Thalész-tétel
megforditasa miatt, vagyis O felezi IC-t. Ekkor a Thalész-tétel szerint IGC't = 90°,
ezért MGC< =90°, és ezzel — ismét a Thalesz-tétel megforditasat alkalmazva —
kapjuk, hogy G rajta van az MC atmér6jii koron, melynek koézéppontja E. fgy
EM = EG = EC. AZ OEF az MIC haromszog kozépvonal-haromszoge, ugyanis
O felezi az IC, E az MC, F pedig az M I szakaszt. Ezért OF || IM || FG, tovabba
OF = EM = EG. Tehat OEGF trapéz, melynek szarai egyenl6 hossziak, vagyis
hirtrapéz. Igy F'G felez6merdlegese megegyezik OF felezbmerdlegesével, hiszen ez
a trapéz szimmetriatengelye. Mivel K az AF DG kor kézéppontja, rajta kell lennie
FG felezémerolegesén, ekkor viszont rajta van OF felezomerdlegesén is. Ez pedig
ekvivalens azzal, hogy FK = OK.

Weisz Mdté (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 23 versenyzé: Baski Bence, Beke Csongor,
Csaplar Viktor, Csertan Andrds, Dobdk Daniel, Fekete Richard, Fiilop Anna Técia,
Héamori Janka, Hegediis Daniel, Janosik Aron, Kerekes Anna, Kovdcs Tamés, Miétravolgyi
Bence, Nguyen Bich Diep, Rareg Polenciuc, Snehansu Bhowmick, Szabé David, Télos
Zoltan, Tiderenczl Déniel, Téth Baldzs, Velich Nora, Weisz Maté, Zsigri Balint. 4 pontos 2,
3 pontos 1, 0 pontos 7 dolgozat.

B. 4988. Egy (m +2) x (n+ 2)-es tabldzatnak levdgjuk a négy darab 1 x 1
méretd ,sarkat”. Az igy kapott csonka tablazat elséd és utolsd sordnak, illetve elsd
és utolsé oszlopanak minden mezdjére egy-egy (tetszdleges) valds szdmot trunk.

Igazoljuk, hogy a tdbldzat maradék m X n-es ,belseje” egyértelmien kitolthetd
valds szamokkal gy, hogy minden ide esd szdm megegyezzen a négy szomszédjanak
dtlagdval.

(6 pont) (Irdni feladat)
Megoldas. Elészor is vegyiik észre, hogy ha egy megfelelo kitoltés esetén a tab-

lazat minden elemét (a ,sz816t”, azaz az elsé és utolsé sort és oszlopot is) megszo-
rozzuk egy konstanssal, akkor az igy kapott tablazat is teljesiti a feladat feltételét
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(azaz minden bels6 szdm a négy szomszédja dtlaga). Valamint két megfeleld kitoltés
Osszege is megfeleld kitoltés (az Osszegzést itt is elvégezve a tébldzat szélén is).

Midsodszor azt latjuk be, hogy barmely megfelel6 kitoltés esetében a legna-
gyobb abszolut értékii tag csak a tdblazat szélén szerepelhet — kivéve, ha a tablazat
minden tagja azonos (beleértve a széleket is). Tegyiik fel, hogy a tdblazat belsejé-
ben van egy érték, mely a legnagyobb abszoltit értékkel rendelkezik. Ez a szam csak
ugy lehet a négy szomszédja atlaga, ha mind a négy szam megegyezik vele. Ugyan-
ez igaz erre a négy szomszédra, azok Osszesen 8 darab (hacsak nem értiink mar ki
a szélre) szomszédjara, és igy tovdbb, mindegyik érintett szambdl minden irdnyban
tovabbhaladva, egészen addig, amig a teljes tdblazatot le nem fedtik, a szélekkel
egyiitt. Tehdt ugyanaz az érték szerepel mindenhol (a széleket is beleértve).

A fentiekbdl az is 1atszik, hogy egyetlen megoldds lehet a szélek adott kitoltése
esetén, hiszen ha lenne két megoldas, akkor ezek kiilonbségére is teljesiilne a feladat
kovetelménye, viszont a kiilonbségnél a széleken csupa nulla van. fgy ennél nagyobb
abszolut értékil szam nem szerepelhet a tablazatban, azaz a kiilonbség minden
szama nulla, vagyis a két kitoltés azonos.

Végiil azt latjuk be, hogy mindig létezik megfeleld kitoltés. Ezt egy viszonylag
egyszeri esetre latjuk be, amikor a tabldzat szélének egyetlen tagja nem nulla, és
ez a tag pont 1. Ha ezt belattuk, akkor ezen tablazatok linedris kombinaciéja a szé-
lek tetszoleges kitoltését megadja, igy az ilyen specidlis tablazatok megolddsainak
fentivel azonos linedris kombinacidja kiadja a megoldést a szélek adott kitoltésére
az els6 pontban beldtottak miatt.

Ehhez tegyiik azt, hogy el6szor a tablazat belsejébe csupa nullat {runk, ez lesz
az Ai tablazat. A mésodik 1épésben minden bels6 mezébe a négy szomszédja at-
lagdt frjuk (a széleken 16v§ értékeket természetesen nem véltoztatjuk); igy kapjuk
az As téblazatot. Ugyanezt a 1épést ismételgetve kapjuk az Az, A4 stb. tablaza-
tokat. Az elsé 1épésben egyetlen szdm értéke fog valtozni, a szélen 1évo 1-es érték
szomszédja 0-rdl All—re no, az Gsszes tobbi érték marad 0. Teljes indukcidval latszik,
hogy egy 1épés sordn a tdblizat egyetlen értéke sem csokkenhet (hiszen az el6-
76 lépésben sem csokkent egyetlen érték sem, és nem kisebb szamok atlaga sem
lesz kisebb a kordbbi dtlagndl). Azt is tudjuk, hogy ezen tabldzatok egyetlen belsd
szdménak értéke sem lehet soha 1, vagy anndl tobb (a megoldds mésodik pont-
ja miatt). Azaz az egymds utdni tabldzatok minden adott helyen 1év§ értéke egy
monoton névé, korldtos sorozatot alkot, ami igy konvergens lesz. Es mivel a ha-
tarértékek atlaga megegyezik az dtlag hatarértékével, igy az Ay, As, ... tablazatok
hatarértéke a specialis feladat megoldéasa lesz.

Ezzel bebizonyitottuk az utolsé bizonyitando allitast, tehat a feladat allitasat
is igazoltuk.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A megoldds mindkét része erésen tdmaszkodik a valds szamok rendez-
het8ségére (és a rendezés teljességére). Mivel a feladat kovetelménye csupdn a szdmokkal
végzend6 alapmiiveletekrodl szdl, jogosan vetddik fel a kérdés, vajon érvényben marad-e
valami a feladat allitasdbdl, ha a valds szamok helyett egy nem rendezhet6 test elemeivel
toltjiik ki a tablazatot.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/5 287



éf 2019.5.12 — 19:15 — 288. oldal — 32. lap KoMalL, 2019. méajus ?

— P

Ha valds szamok helyett komplex szamok szerepelnek, akkor a beirt szamok valds
és képzetes részeivel kapott tablazatokra kiilon-kiilon alkalmazhaté a valds esetre adott
bizonyitas, igy ebben az esetben a feladat mindkét allitasa igaz marad. Mésodik prébal-
kozasként tekintsiik a hdromelem® 7= {0, 1,2} testet a modulo 3 &sszeadds és szorzés
miiveletével. Mivel T-ben 3 =141+ 1 =0, itt négy szam atlaga a szamok Osszegével
egyenld. Tekintsiik itt a levagott sarki 4 x 3-as tdblazatot, aminek széls6 soraiban és osz-
lopaiban minden mez&be nulldt irtunk. A belsé két mez6 mindegyikébe szintén nullat irva
megfelel6 kitoltést kapunk, de megfelel az a kitoltés is, ha a két bels6 mezébe 1-es keriil:
ezek mindegyikének hiarom 0 és egy 1-es szomszédja van, amelyek dtlaga e szamok Ossze-
ge: 0+0+0+1=1; igy ez is egy megfelel6 kitoltés, tehat az egyértelmiiség ekkor nem
teljesiil.

Tovabbra is 4 x 3-as tdblazatot és a T test elemeit haszndlva irjunk az elsé (kiils6) sor
iires mezdjébe 1-et, a tobbi szé1s6 sor és oszlop mezdibe pedig nulldkat. A kozépsé (belsd)
oszlop két mezdjébe (az l-es ald) frandé értékeket jeldlje rendre z és y. Az x szomszédai
0,1,0ésylévén x =0+ 1+ 04y = 1 + y sziitkséges. Hasonléan, y szomszédai 0, x, 0 és
01évén y = 04 = + 0 4 0 = z-nek is teljesiilnie kellene, ezekbdl viszont x =14+y =14z
kovetkezik, ami ellentmondés. Tehat ebben az esetben a tabldzatnak nem létezik a feladat
kovetelményeinek megfelel6 kitoltése.

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 3 versenyz6: Sebestyén Pal Botond, Téth
Balazs, Weisz Maté. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 3 pontos 6, 2 pontos 3, 1 pontos 10,
0 pontos 1 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1546-1552.)

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1546. Oldjuk meg az egész szamparok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

(x —8)(x — 10) = 2Y.
(Amerikai versenyfeladat)

C. 1547. Az ABCDEF szabélyos hatszog EF oldalanak felezépontjat je-
16lje K. Adjuk meg az ABCD torottvonalon azt az L pontot, melyre az AKL
haromszog teriilete egyenld a hatszog teriiletének % részével.

Bakos Tibor feladata nyoman

Feladatok mindenkinek

C. 1548. Anna gondol egy 3 X 3-as négyzet néhany mezdjére. Ezutdn meg-
mondja Balintnak minden sorrdl és oszloprdl, hogy hény mez6 szerepel benne
az altala gondoltak koziil. Hanyféleképpen tud Anna gy gondolni, hogy az altala
adott informéciokbdl Balint ne taldlhassa ki egyértelmiien, melyek voltak a gondolt
mezOk?
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