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Vegyiik észre, hogy minden sorban az (a;,b;) = an+1 (= LNKO) azonosak
minden ¢ =0,...,n+ 1 esetén. (Az (n+ 1)-edik sort az egységes jelolés végett
szurtuk csak be.)

Az ax + by = 1 diophantoszi egyenlet vizsgalatanal emlitett 2. kovetkezmény
(Bézout-lemma) miatt minden sorra igaz, hogy az (a;,b;) = a;z; + b;y; egyenletnek
van x;, y; megoldédsa. Specidlisan az (n + 1)-edik sorndl @, 11 = 1, yp+1 = 0.

Megmutatjuk, hogy az i-edik sor x;, y; egyiitthatdi szdrmaztathatdk az (i + 1)-
edik sor egyiitthatoibdl, azaz hatulrdl visszafelé indulva az x,41, Y1 = 1,0 parbdl
kiszdmithaté az xo, yo pér, azaz meghatdrozhatd az (a,b) = ax + by diophantoszi
egyenlet megolddsa.

Tegyiik fel, hogy az (a;41,bi+1) = @i412i+1 +bip1Yit1 egyenlet ;4 1, ;41 meg-
olddsa mér ismert. Ugyanezt az Osszefiiggést az i-edik sorra alkalmazva (a;,b;) =
= a;x; + b;y;. Behelyettesitve a felfelé mutato nyilakkal jelolt egyenloségeket, vala-
mint felhasznalva a sor elemei kézotti belsé dsszefiiggést:

(ai, bz) = ;X + biyi = (k’zbz + 7‘1')561‘ + biyz' = (kiaH_l + bi—i—l)mi + Ai+1Y; =
= ajp1(kizi + yi) + i1 = (@1, big1)-
Az egyiitthaték egyenléségébdl z; 11 = kix; +y; és y;+1 = x;, ahonnan atrende-
zéssel:
Ty = yi-‘rl’
Yi = Tig1 — kivy = 201 — Kiyiga,
vagyis az i-edik sor egyiitthatéi kiszdmithatdk az (i + 1)-edik sor egyiitthat6ibdl,
tehdt az eljaras végén megkapjuk a keresett xg, yo megoldast.

Vegyiik észre, hogy az algoritmus alkalmazasakor sziikségiink van a k; ha-
nyadosokra, melyeket az LNKO meghatdrozasakor veremben kell elhelyezni. Mivel
az ax =1 (mod n) kongruencia megoldasa ekvivalens az axz — ny = 1 diophanto-
szi egyenlet megoldasaval, a fenti eljarassal az a modalis inverzét is meg tudjuk
hatarozni.

A cikk folytatdsa a szeptemberi szamban lesz olvashatd.

Kiss Gabor

Megoldasvazlatok a 2019/5. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1.a) A 2,0,1,9 szdmjegyekbdl az dsszes lehetséges mddon hdromgjegyd ter-
mészetes szamokat képeztink. Szdamitsuk ki annak a valdszinidségét, hogy a képzett
szamok kozil egyet véletlenszerien kivdlasztva, annak szdmjegyei kilonbozok.

(3 pont)
b) Oldjuk meg a [%;w] halmazon a sin(x + 20197) = —% egyenletet. (8 pont)
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Megoldas. a) A képzett szamok elsé szdmjegye héromféle (2, 1 vagy 9),
masodik és harmadik szamjegye négytéle (2, 0, 1, vagy 9) lehet, ezért az Gsszes
lehetdség szdma (az el6bbiek szorzata, azaz) 3 - 4% = 48. A megadott szamjegyekbdl
32 .2 = 18 kiilonboz6 szamjegyekbdl all6 haromjegyti szam képezhetd.

18 3

Ez a kedvez6 esetek szama. fgy a keresett valdszintiség: =%
b) I. megoldds. Az addiciés tétel alapjan:

1

sin - cos(2019 - m) 4 cos x - sin(2019 - w) = —5
sinz-(—=1)+cosz-0= —%. Az egyenletet rendezve: sinx = % Ebbél x = % + 2k,
k € Z,vagy © = %r + 2Im, | € Z. A megadott alaphalmazon csak z = %ﬂ megoldas.
Ellen6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitdsokra hivatkozassal.
I1. megoldds. A szinusz fiiggvény periodicitdsa miatt: sin(x 4+ 10092 -7+ 7) =

— %, sin(z +7) = f%. Az egyenletet z-re megoldva: x + 7 = %r + 2km, k € Z.

Ebbdl (az egyik gyok) z = % + 2k, k € Z. Az egyenletet z-re megoldva:

w+m =" +2n, | € Z. Ebbl (a masik gyok) = = 5T + 2Ir, | € Z. A megadott
alaphalmazon csak = = %ﬂ megoldés.

Elleno6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitasokra hivatkozéssal.
111. megoldds. Az egyenletet z-re megoldva: x + 2019 - = 7—63T + 2km, k € Z.
Ebbél az egyik gyok z = % + 2km, k € Z. Az egyenletet x-re megoldva:

x+2019o7r:11%+217r, leZ.

Ebbdl a masik gyck x = %ﬁ + 2lm, I € Z. A megadott alaphalmazon csak = = s

6

megoldés.
Ellen6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitasokra hivatkozdssal.
2. A Regéci Var egy 1300 koril épilt vdar, ahol II. Rakdczi Ferenc fejedelem

a gyermekkorat toltétte. Az 1. abran ennek a vdrnak o XIV. szdzadi dllapota
lathato, a 2. abran pedig egy vdzlatos képet lathatunk annak tornydrol.

G
16 m
C
8 m
1. dbra 2. dbra
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A torony az ABCDEFGH téglatestbél és az EFGHJK tetdbdl dall. A tornyot
alkotd téglatest kiilsé6 méretei: AB =16 m, BC =8 m és CG = 16 m.

a) Mekkora az oldalfalak térfogata, ha a fal vastagsdga 2 m és az dsszes faltér-
fogatot az ablakok, ajtdk és l6rések 5%-kal csokkentik? (4 pont)

Tudjuk, hogy az EFGHJK tetdé magassiga 5 méter, és az EJH és FKG
eqyenld szdri hdromszigek sikjai 50°-o0s szoget zarnak be az EFGH sikkal.

b) Mekkora a JK szakasz hossza? (5 pont)

A war 2018-as rekonstrukcidja sordn gimnazistdk tobb napon keresztil segitet-
ték a régészek munkdjdt. A didkok 60%-a dsdsban, 30%-a feltdrdsban, és 45%-a
talicskdzdasban segitett. Egyféle munkdt 29-en végeztek, pontosan kétféle munkafo-
lyamatban a tanulok % része, mindhdromban pedig 7,5%-a vett részt.

¢) Hdny tanuld vett részt dsszesen a munkdlatokban? (8 pont)
Megoldas. a) I. megoldds. Az ABCDEFGH téglatest térfogata:
Vapeperan = 16-8-16 = 2048 (m?).

A bels6 téglatest 12 m hosszii, 4 m széles és 16 m magas, igy ennek térfogata:
Vielss = 12 -4 -16 = 768 (m3)

Az oldalfalak térfogata: V = Vapcprrar — Vielss = 2048 — 768 = 1280 (m?),
melyet az ablakok, ajték és 16rések miatt 5%-kal csokkentve a keresett térfogat
1280 - 0,95 = 1216 m? lesz.

II. megoldds. A hosszabbik oldalfal 16 m hosszi, 16 m magas és 2 m vastag,
igy ennek térfogata: V3 =16 - 16 - 2 = 512 (m?). A rovidebbik oldalfal 4 m hosszt,
16 m magas és 2 m vastag, igy ennek térfogata: Vo =416 -2 = 128 (m?).

Mivel a hosszabbik és a révidebbik oldalfalbdl ketté van, igy a teljes térfogat:
V = (512 + 128) - 2 = 1280 (m3), melyet az ablakok, ajték és 16rések miatt 5%-kal
csokkentve a keresett térfogat 1280 - 0,95 = 1216 m? lesz.

J, K b) Az EFGHJK tet6 magassiga a tetd
K cstcsdbdl az EFGH sikra bocsatott meréle-
ges szakasz. Az FFGHJK tet6 K csucsabdl in-

N\ g dul6é magassagat és az FFKG hiaromszog alaphoz
tartoz6 magassagat behuzva, a teté és az EFGH

sik hajlasszoge a. Az LPK derékszogii harom-
5

szogben: tg 50° = 755, ahonnan LP = tg% (=~ 4,2 m).

E
F P

Mivel a tet6é szimmetrikus, ezért JK = 16 — 2 - ~ 7,61 m hosszu.

_5
tg 50°
¢) I. megoldds. Jelolje x a munkélatokban részt vevé tanulék szamat. Ekkor:
mindharom munkafolyamatban 0,075 z;

pontosan két munkafolyamatban 0,2 x;
pontosan egy munkafolyamatban 29 tanuld vesz részt.

Ebben az esetben tehat az egyenlet: 0,075z + 0,2z + 29 = 2. Ebbdl = = 40.

1I. megoldas. Jelolje x a munkélatokban részt vevo tanuldk szamat. Ha az egyes
munkafolyamatokat Osszegezziik, akkor egyszeresen szamoltuk azokat, akik csak
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egyféle, kétszeresen, akik kétféle, és haromszorosan azokat, akik mindharom tevé-
kenységet végezték.

Ebben az esetben tehat az egyenlet: 1,352 =29+ 2-0,2x 4+ 3 - 0,075 z. Ebbol
x = 40.

3. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlbtlenséget a valds szamok halmazdn.

log, x < log1 (4z) (7 pont)
2

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, ahol x ésy nemnegativ valds szamok.

VE= V=8, }
Ty = 33.

(7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A két logaritmus csak akkor értelmezhetd, ha x > 0.
A két oldalt azonos alapra hozva:

1 4
log, < 108204%).

1
log, 5

A logaritmus azonossiga alapjan: log, x < log, (4x)71. A logaritmusfiiggvény szi-
gori monotonitdsa vagy kolcsonds egyértelmiisége miatt: < -

. . P . 1 " 1 1
Mivel = > 0, igy az egyenlétlenséget rendezve: x? < 7- Ebbdl —5 <2< 3,

mel%let az értelmezési tartomannyal Gsszevetve az egyenlGtlenség megoldashalmaza
J0; 3]

1I. megoldds. A két logaritmus csak akkor értelmezhetd, ha = > 0. A két oldalt
azonos alapra hozva:

1 4
log, x < OgQi(f).
log, 5
A nevezbvel beszorozva: —log, x > logy(4x). A logaritmus azonossiga alapjan:
—logy x > log, 4 4 log, z. Az egyenlétlenséget rendezve: log, z < —1( = log, %)

A logaritmusfiiggvény szigori monotonitdsa vagy kolcsonds egyértelmiisége
miatt: x < %, melyet az értelmezési tartoméannyal Osszevetve az egyenlOtlenség

megoldashalmaza ]0; %] .

b) I. megoldds. Mindkét egyenletet négyzetre emelve:
r— 2/ xy +y = 64,
xy = 1089.

A miésodik egyenletet az elsébe helyettesitve kapjuk, hogy x + y = 130, ahonnan
y = 130 — z. A masodik egyenletb6l y = 130 — x helyettesitéssel: 22 — 1302 + 1089 =
= 0. Ebbdl z1 = 121 és xo = 9, majd visszahelyettesitve y; = 9 és yo = 121.
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Ellen6rzés behelyettesitéssel:
x1 =121 és y; = 9 megoldasa az egyenletnek;
T9 = 9 és ys = 121 nem megoldésa az egyenletnek.

11. megoldas. A gyokvonds azonossaga alapjdn:

f_@ZSa
VT -y = 33.

Az els6 egyenletbél: /y = /x — 8, melyet a mésodik egyenletbe helyettesitve:
z—8y/x—33=0.Ebbdl (Vz), =11és (y/x), = —3. Az egyenlet gydkei: z; = 121
és o = 9, majd visszahelyettesitve y; = 9 és yo = 121.

Ellenoérzés behelyettesitéssel:
r1 = 121 és y; = 9 megolddsa az egyenletnek;
To =9 és yo = 121 nem megoldasa az egyenletnek.

4. A vasuti szaknyelvben drszelvénynek ne-
vezik a szerelvények akaddlytalan dthaladdsd-
hoz sziikséges térnek a wvdagdnyokra merdleges
keresztmetszetét. A nemzetkiozi szabvanyok sze-
rint az Urszelvény jellemzéen 4 m széles és 5 m
magas. Az alakja dltaldban kéveti a szerelvény
alakjat, de az egyszeriség kedvéért ez legyen
most az abran szirkével jelzett téglalap. A vas-

&3l Ut egy olyan hid alatt halad dt, amelynek acél

. S5m  tartoszerkezete parabolaiv alaki. A tartoszerke-

zet belsd ive (az dbrdn vastag fekete vonallal)
@' a sinek szintjén 6 m széles és éppen nem log be
4m

az Urszelvénybe.

a) Milyen magas a hid tartdszerkezete
a belsd twének kozépsd, legmagasabb pontjan?
(8 pont)
A vasutvonal dthalad egy olyan 24 méter hosszu, egyenes alaguton is, amelynek
keresztmetszete parabolaszelet alakiu. A parabolaszeletet a koordindta-rendszerben
megadott

6 m

L
=——2" 438
Y 2$
egyenletd parabola és az x tengely hatdrolja. A koordindta-rendszerben 1 egység

1 métert jelent.

b) Hdiny m?3 kovet kellett kitermelni az alagit épitése kizben? Vilaszunkat
egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)

Megoldas. a) Rogzitsiink gy egy koordindta-rendszert, hogy az x-tengely
a sinek szintje, az y-tengely pedig a parabolaiv szimmetriatengelye legyen. Ekkor

ennek a parabolanak az altaldnos egyenlete: y = 7%79:2 + v.
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Ebben a koordinata-rendszerben a parabolaiv elsé siknegyedbe es6 részén ki
tudunk jelslni két pontot: A(3;0), és B(2;5). Az elébbi két pontot a parabola
altalanos egyenletébe behelyettesitve megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

1

0=——-3%+0,
% +wv
1

5=——-22 1.
% +v

EbbSl v =9 és p = 0,5.

Mivel v éppen a keresett magassag, a tartoszerkezet a bels6 ivének kozépso,
legmagasabb pontjan 9 méter magas.

b) A keresett térfogat a parabolaszelet teriiletének és az alagit hosszénak
a szorzata. A parabola két zérushelye: x1 = —4 és x5 = 4. A kiszamitando T teriilet:

4
T:i/<—;x2+8)dm
—4

A hatdrozott integral értéke:

a? ! 64 64 128
L tsr| = (= +32) - (= —32) = —.
] () (5 w) =

Tehat a kitermelt k& térfogata % 24 = 1024 (m?).

II. rész

5. a) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb, kilonbo- Y
26 szamjegqyekbol dllo 6-jegyl természetes szamot,
amely a 0;1;2;3;4;5 szdmjegyekbdl dll és oszthato
12-vel. (5 pont)

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak hdny részhalma-
za tartalmaz legalabb 1 db pdratlan szamot?
(3 pont) i Z ! ke

¢) Adjuk meg az dbrén ldthatd fiigguény hoz-
zdrendelési szabdlydt, és szamitsuk ki a fiigguény
E(—1;—-4) pontjaban hizott érintdjének meredeksé-
gét. (8 pont) \ /

[=2]

S

e

(=}

Qo

Megoldas. a) Egy tizes szdmrendszerbeli szdm pontosan akkor oszthaté 12-
vel, ha oszthaté 3-mal és 4-gyel is. A képzett szam biztosan oszthaté 3-mal, mert
a szdmjegyek osszege (0+14+2+3+4+5 =)15. A képzett szam csak akkor oszthat6
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4-gyel, ha az utolsé két szdmjegye: 04; 12; 20; 24; 32; 40 vagy 52. A keresett szam
akkor lesz a legkisebb, ha a nagy alaki értéki szamjegyek kis helyiértéken allnak.

(Mivel a szédm nem kezdédhet 0-val), a legkisebb feltételeknek megfelel$ szdm
a 103452.

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak 6sszesen 26 = 64 db részhalmaza van. Azok
a részhalmazok, amelyek nem tartalmaznak pdratlan szamot, a {0;2;4} halmaz
részhalmazai, melyek szama 23 = 8.

A kérdéses részhalmazok szdma: 26 — 23 = 56.

¢) Az abrézolt fiiggvény két részbdl ll: egy masodfokid és egy linedris fiigg-
vénybol. A felfelé nyflé nem nytjtott parabola talppontja (és egyben a fiiggvény
minimuma) a (—3; —8) pont, igy ha z € [-5;0], akkor f(z) = (z +3)> —8. A li-
nedris fiiggvény az y tengelyt a (0;1) pontban metszi, meredeksége 1, tehédt ha
x €]0;4], akkor f(z) = + 1.

A fiiggvény hozzarendelési szabalya:

Fa) = (x+3)°—8, ha xe[-50],
r+1, ha z €]0;4].

Az E-ben htzott érinté meredekségét az f derivaltfliiggvényének az x = —1 helyen
felvett helyettesitési értéke adja meg: f/'(z) =2z + 6, f'(—1) = 4.

6. Tekintsik az a, = n® + 2 sorozatot.

a) Hatdrozzuk meg a lim aL hatdrértéket. Valaszunkat indokoljuk. (2 pont)

n—oo “n
b) Szamitsuk ki az (ay) sorozat elsd szdz tagjdnak dsszegét. (4 pont)
Az (an,) sorozat eqymdst kivetd tagjai segitségével a by, = any1 — an sorozatot
képeztiik.
¢) Igazoljuk, hogy a (by) sorozat szdmtani sorozat. (3 pont)

d) Igazoljuk teljes indukcidval, hogy az (a,) sorozat a; =3 és n > 1 esetén

megadhato az
14 2n —1
Gy = —— | can—
n2—2n+3 !

rekurzidval is. (7 pont)

Megoldas. a) Ha n — oo, akkor n? + 2 is végtelenbe tart. (Mivel a tort
nevezdje végtelenbe tart), ezért

b) A sorozat els§ szaz tagjit osszeadva:
ay+asg+ ... +ape = (17+2)+ (22 +2) +...+ (100> +2) =
a jobb oldalon 1évé Gsszeg tagjait csoportositva:

= (12 4+ 2% 4+ ... +100%) + 2 - 100.
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n(n+1)(2n+1))

A zaréjelben az els6 100 db pozitiv egész szam négyzetének dsszege ( 6

szerepel, ezért a sorozat elsé szaz tagjanak Osszege:

100(100 4 1)(2 - 100 4 1)

6 +2-100 = 338 550.

¢) Azt kell megmutatni, hogy a (b, ) sorozat egymadst kovetd tagjainak kiilonb-
sége allando. A sorozat képzési szabalyaba behelyettesitve:
by = ang1 —ap = [(n+1)> +2] = [(n? +2)] =2n+1,
by —bp1=0C2n+1)—2n—-241) =2,
tehét a sorozat valoban szamtani.

d) Teljes indukciét alkalmazunk. Ha n = 1, akkor az §llitds igaz, mert mindkét
képzési szabalybdl a; = 3.

Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz egy k pozitiv egész szamra, azaz létezik olyan
k szém, amelyre teljesiil, hogy ar_1 = (k — 1)* + 2. Ekkor igazolnunk kell, hogy:

2k — 1 9
ak<1+k2_2k+3)‘ak1k + 2.

Az indukciés feltevés miatt:

B 2% — 1 s o
"o <1+k2—2k+3>'((k_1) 2=

2k —1
=1+ """ ). (k2 =2 =
(+k22k+3> (k* — 2k + 3)

=k?—2%k+34+2%k—1=

=k +2.
7. Az abran egy csaladi hdz fold- 10 m
szintjének alaprajza ldthaté a benne lé- w 5 Il .
V4 z. - s 2 .y 2 . 5 m
v6 hét helyiséggel és az ajtokkal egyiitt. A —

A rajzon feltintettik a foldszint és né-

hany helyiség méretét is. (A foldszinti be- | #

jarati ajto nem szerepel az dbrdn, mert 10 m ¢

a megolddshoz az nem sziikséges.) D E ]
a) A hdzban [évd helyiségeket és

az ajtokat eqy grdffal szemléltethetjiik B 7 G 3,5m

dgy, hogy a grdf csucsai (A,B,C,D,E, \

F,GQ) a helyiségeket jelolik, a grdf két 5 m

csucsa kozott pedig pontosan akkor vezet

€l, ha a két csucsnak megfeleld helyiség kozott van ajto. Rajzoljuk fel a csaladi hdz

foldszintjének grdfjdt (a csicsok azonositdsdval egyiitt), és hatdrozzuk meg a felraj-

zolt grdfban a fokszamok dsszegét. (3 pont)
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A lakds folott a foldszinttel megegyezd méretd padlds, a hdz alapteriiletének
negyede alatt pince is van. A csaldd macskdja a pince padldjan fele olyan szivesen,
a padldason viszont kétszer olyan szivesen van, mint a foldszinten.

b) Mekkora valdszintiséggel fekszik a macska a C jeld szobdban? (8 pont)
¢) Legaldbb hdny €lt kell kitordlni eqy 7 csucsi teljes grdafbol ahhoz, hogy az mdr
ne legyen dsszefiiggd? Allitasunkat igazoljuk. (5 pont)
Megoldés. a) A csalddi héz {6ldszintjének grafja: A
A fokszamok Osszege: 2-4+2-3+3-2 = 20. bl B
F C
E D

b) I. megoldds. A foldszint és a padlds alapteriilete is 100 m?, a pince alap-
teriilete 25 m?. Ezek Gsszege 225 m?.

Ha a macska a foldszinten van, akkor a valdsziniiség 225 - p, ha a padlason,

akkor % 2p, ha a pincében, akkor % 12) A kedvez6 esetek szama: 232 - p.
Az Osszes eset szama:

100 n 100 ot 25 p

225 P 995 225 2

Annak a valésziniisége, hogy a macska a foldszinten van:

100

_ 225 P _
P= 100 100 555 — 0:32.

295 Pt 995 2P+ 555 3

Mivel a C' jelii szoba alapterulete 25 m?, a foldszint alapteriilete 100 m2, igy az ott
tartézkodds valosziniisége: 155 - 0,32 = O 08.

II. megoldds. Jelolje p annak a valészintliségét, hogy a macska a foldszinten
tartozkodik. Ez esetben annak a valdsziniisége, hogy a padlason van 2p, annak
a valdszintiisége, hogy a pincében fekszik %’. Mivel a macska vagy a pincében, vagy
a foldszinten vagy a padlason tartozkodik, ezért az egyes helyeken valé tartézkoda-
sok valdszintiségeinek Gsszege biztosan 1:

P . 8
= 2p=1, ebbbl p=—.
3 +p+2p ebbdl p o5
Mivel a C' jelii szoba alapterulete 25 m?, a foldszint alapteriilete 100 m2, igy az ott
tartozkodas valdszintisége: m 0,32 = 0 08.

¢) 1. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 cstcsu teljes grafbdl a lehetd
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot. Ez egy 7 cstcsu teljes graf esetén
haromféleképpen johet létre: ha az eredeti grafot egy 3 és 4 csicsu teljes grafra
szakitjuk szét, akkor a két graf éleinek szama Gsszesen 9.
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Ha az eredeti grafot egy 2 és 5 csuicsu teljes gréfra szakitjuk szét, akkor a két
graf éleinek szama Gsszesen 11.

Ha az eredeti grafot egy 1 és 6 csuicsu teljes gréafra szakitjuk szét, akkor a két
graf éleinek szama Gsszesen 15.

Igy az eredeti grafbol legalabb 21 — 15 = 6 db 6t kell kitorslni, hogy ne legyen
Osszefiiggd.

II. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 cstcsu teljes grafbdl a lehetd
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot.

Jelolje az egyik részgrafban 1évo csicsok szamat x, ekkor a masik részgrafban
7 — x csucs lesz, igy az egyes részgrafok éleinek szama:

z-(x—1) ‘s (7—:5)-(6—3:).
2 2

A megmaradd élek szama x fiiggvényében:

x-(z71)+(7fx)~(6—x)

5 5 =22 — Tz +21.

e(z) =

Mivel 2 € {1;2;3;4;5;6}, ezért az e fiiggvény akkor maximalis, ha z = 1 vagy = 6
(azaz ha egyetlen izoldlt pont keletkezik).

Igy az eredeti grafbol legalabb 6 db élt kell kitérolni, hogy ne legyen dsszefiiggd.

II1. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 csicsu teljes grafbdl a lehet6
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot.

Jelolje az egyik részgrafban 1évo csicsok szamét z, ekkor a masik részgraf-
ban 7 — x csics lesz. Mivel minden cstcs minden csticesal 6ssze van kotve a teljes
grafban, ezért az x csucsu részgraf mindegyik cstucsabdl a masik részgrafba ve-
zet6 mindegyik élt ki kell torolni, ezért a kitérlendo élek szama x fiiggvényében
k(z) = —22 + Tx.

Mivel x € {1;2;3;4;5; 6}, ezért az k fiiggvény akkor minimélis, ha x = 1 vagy
x = 6 (azaz ha egyetlen izolalt pont keletkezik).

Igy az eredeti grafbol legalabb 6 db élt kell kitérolni, hogy ne legyen dsszefiiggd.

8. Az aldbbi tablazat hazdank napsiitéses ordinak dtlagos mennyiségét mutatja
oraban mérve az egyes évszakokban.

Tavasz | Nyar Osz | Tél
575,2 | 845,7 | 403 | 180,1

a) Hatdrozzuk meg a napsiitéses ordk mennyiségének dtlagdt és szordsdt.
(4 pont)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/5 279



? 2019.5.12 — 19:15 — 280. oldal — 24. lap KoMalL, 2019. méjus ﬂs

—®

Az abrédn ldthaté mapora egy magyar
varosban taldlhaté. A napdra mutatdjanak
hossza 60 cm, északi iranyba dll és a vizszin-
tes talapzattal 60°-0s szdget zdr be. A tavaszi
nap-€j egyenldéség idején (2018. mdrcius 20-
dn) a Nap delelési magassdga 42° volt. A Nap
delelési magassagdn a Nap irdnydba mutatd
félegyenesnek a vizszintessel bezdrt szogét ért-
Jlik.

b) Milyen hosszi volt ekkor a napdra mutatdjdnak drnyéka a vizszintes alapla-
pon? (5 pont)

A napora feliletének koszoloddsdt ugy szeretnék csokkenteni, hogy talapzatra
helyezik a napordt. A talapzat egy olyan téglatest alaki betontomb, amelynek fedd-
lapjat és oldallapjait 2 cm vastag mdrvinylappal boritjik be. A mdrvdinnyal bebori-
tott betontomb alaplapja 1 m oldalhosszisdagu négyzet, magassiga 80 cm. A mdr-
vdanybevonat készitése kézben a megudsdrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz.

¢) Mennyibe keriil a betontomb beboritdsdhoz szikséges mdrvdny, ha 1 m® 2 cm
vastag mdrvanylap dra 540000 Ft? Vilaszunkat tizezer forintra kerekitve adjuk
meg. (7 pont)

Megoldés. a) A napsiitéses 6rik atlaga:

575,24 845, 7 + 403 4 180,1
g = 224+ 8%, 4+ 0L 50 (6ra).

A napsiitéses érak szorasa:

. ~ 243,36 (6ra).

b) A feladat megértését titkrozé dbra: C

o \/(74,2)2 + 344,72 + (—98)% + (—320,9)°

60 cm (napsugdr)

A (feddlap) B

Az ABC<« = 8 = 42°, igy a hdromszog C csticsanal 1év6 v szoge 78°. Az ABC
hiromszogben a szinusztétel alapjan:
sin78°  AB
sin42° 60
ahonnan AB = 87,71 cm.

¢) I. megoldds. A betonnal kiontésre keriild test egy négyzet alapi hasdb,
melynek alapéle 0,96 m, magassdga 0,78 m. A betonnal kiontott rész térfogata:

Vi, = 0,96 - 0,96 - 0,78 (=~ 0,72 m?).
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A talapzat térfogata:
Vi=1-1-08 (=0,8m?).

A talapzatba beépitésre keriilé marvany térfogata:

Vin = Vi — Vi, ~ 0,08 m3.
Mivel a vasarolt mennyiség 10%-a hulladék lesz, ezért a beépitésre keriil§ térfogat
a vdsdrolt mennyiség 90%-a, ezért a vésdrolt marvdny térfogata:

100
= *Vm = U, 3~
V 90 V 0,09 m

A marvanyboritds ara kb. 50 000 Ft.

1I. megoldds. A marvanyboritas teriiletét megkapjuk, ha a fedélap teriiletéhez
hozzdadjuk a két-két egyforma oldallap teriiletét. A fedélap élei 1 méter hosszuak,
az egyik oldallap élei 1 m és 0,78 m, a szomszédos oldallap élei 0,96 m és 0,78 m
hosszusaguak.

A=1-142-1-0,78+2-0,96-0,78 ~ 4,06 m>.
(A mdrvénylapok térfogata:)
V ~ 4,06 - 0,02 ~ 0,08 m®.

Mivel a vésédrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz, ezért a beépitésre keriils térfogat
a vaséarolt mennyiség 90%-a, ezért a vasarolt marvany térfogata:

100 5
V=55 Ve~ 0,09 .

A marvanyboritas ara kb. 50 000 Ft.

9. Az aldabbi tabldzatban a gyorshajtas miatt bekdovetkezett haldlos koziti bal-
esetek szama lathato a Nyugat-Dundntilon 2010-t61 2018-ig a megadott iddszakban.

Haldlos kézuti balesetek szdma 2010-t6l 2018-ig 01.01-t61 02.28-ig (Nyugat-Dundnitiil)

Ev 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Balesetek szama 9 8 12 7 18 14 15 12 8

a) Hatdrozzuk meg a balesetek szdmdnak medidnjdt és terjedelmét. (3 pont)

Hazankban a rendorség rendszamtdbla alapjin azonositja a gyorshajtokat. Eqgy
sebességmeérés alkalmdval az uttesten szabdalyosan kozlekedd autds éppen szemben
van a meérést végzo készilékkel, amit VEDA-nak hivnak. A 6,5 m magas dllvdny-
ra szerelt sebességmérd berendezésbdl 15°-os lehajldsi szogben érkezik az tttestre
a lézernyalab.

(A lézernyaldb szélességétdl az egyszeriiség kedvéért most tekintsink el.)
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Vi

b) Erzékeli-e a sebességmérd berendezés az ebben a pillanatban a P ponttol
40 m tdvolsdgban az uttest kozepén a VEDA iranyaba kozlekedd személyautot?
(4 pont)
Egy biztosito honlapjan a kévetkezdket olvashatjuk:

»Az autébiztositassal rendelkezd tigyfeleink 65 szazalékat férfiak, 35 szazalékat
nok teszik ki. Balesetek szempontjabdl a férfiak a karokozok 69 szazalékdt teszik
ki. Ugy tiinik, a holgyek biztonsigosabban vezetnek, ugyanis a kérokozék korében
csak 31 szazalékos az ardanyuk.”

¢) Vizsgdljuk meg, hogy (a leirtak alapjan) az alabbi két esemény kozil melyik-
nek nagyobb a valdszinisége. (9 pont)
I. Ha holgy vezeti az autot, akkor ¢ okozza a balesetet.

II. Ha férfi vezeti az autot, akkor & okozza a balesetet.

Megoldas. a) A medidn: 12, a terjedelem: 11.

B b) Készitsiink dbrdt.
Az ABC' derékszogii hdromszogben:
6,5 m 6,5 6,5
tg 15° = A,C’ ahonnan AC = v ’150 ~ 24,26 m.
C. 15 A Tehat a sebességmérd berendezés 40 m tavolsag-

bol nem érzékeli a személyautot.
c) Jelolje A azt az eseményt, hogy a biztositott iigyfél férfi, B azt, hogy né,
C' pedig azt, hogy baleset torténik. Ekkor a feladat szovege alapjan: P(A) = 0,65;
P(B) =0,35 és P(C) = p.

Annak a valdsziniisége, hogy ha baleset torténik, akkor azt né okozza:

P(B|C) =0,31.

Annak a valdszinlisége, hogy ha baleset torténik, akkor azt férfi okozza:
P(A|C) =0,69.

(A feltételes valosziniiség definicidja alapjdn:)

P(BC) P(AC)
(BIO) = 5 (4i0) = S5

ahonnan P(BC') = 0,31p és P(AC) = 0,69p.
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Annak a valdszintiisége, hogy ha n6 vezeti az autét, akkor 6 okozza a balesetet:

0,31p
P(C|B) = 035 0,89p.

Annak a valdszintisége, hogy ha férfi vezeti az autot, akkor 6 okozza a balesetet:

0,69p
0,65

P(Cl|A) = ~ 1,06p.
Mivel P(C|B) < P(C|A), igy a II. esemény bekovetkezésének valdsziniisége na-

gyobb.
Varga Péter

Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1497. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

Ty = %2,
Tz =1y,
Yz = .

I. megoldas. Jelolje az els6 egyenletet (1), a méasodikat (2), a harmadikat
pedig (3). A (3)-at az (1)-be beirva adédik, hogy yz -y = z. Ha z # 0, akkor mindkét
oldalt z-vel osztva ebbél y? = 1 kovetkezik.

1. eset. y = 1. Ekkor (1) alapjan = = z, és igy (2)-bél 2% = 1.

Ha x = 1, akkor (1) miatt z=1-1= 1. Ha « = —1, akkor szintén (1) alapjin
z=—-1-1=-1.

2. eset. y= —1. Ekkor (1)-b8l —z = z, és gy (2) miatt —2? = —1, vagyis
2?2 =1.

Ha z =1, akkor (1) miatt z =1-—1= —1. Ha pedig = —1, akkor szintén
(1) alapjén z = —1- -1 =1.

Végiil, ha z = 0, akkor (2) miatt y = 0, (3) miatt pedig z = 0.

A megoldasok tehét: x| 1] -1 11-11]0
y |1 1|-1]-11]0
z| 1] —-1|-1 110

Selmi Balint (Pécsi Ledwey Klara Gimn., 10. évf.)
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