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Konvex poliéderek stabil lapjai

Az elsd, testek statikal egyensulydval kapcesolatos eredmények Arkhimédész
nevéhez flizédnek, mely eredményeket még a 17. szazadi hajoéépitok is hasznaltdk.
A statikai egyensulyi pontok vizsgédlata végigvonul a fizika és a mérnoki tudomanyok
torténetén.

Mi is egy test egyensilyi pontja? Mi az aldbbi médon fogalmazzuk meg.

1. definicié. Legyen K egy konvex test, és X a test egy rogzitett belsé pontja.
Azt mondjuk, hogy a test egy Y hatarpontja K egy egyensuly: pontja X -re nézve,
ha az Y-on atmené, XY szakaszra meréleges sik nem metszi a K test belsejét. Ha
X a K test tomegkozéppontja (homogén siirliséget feltételezve), azt mondjuk, hogy
az Y pont K egy egyensulyi pontja.

Példak egyensulyi pontokra:

e Egy gomb minden hatarpontja egyensulyi pont a gomb koézéppontjara nézve.
Ha az X viszonyitdsi pont nem a géomb kozéppontja, akkor a gémbnek X-re
nézve csak két egyensiilyi pontja van: az X-hez legktzelebbi, és a vele atellenes,
X-t0l legtavolabbi pontja.

e Egy szabdlyos tetraéder minden csicsa, élkozéppontja és lapkdzéppontja a koc-
ka egyensilyi pontja (a kocka koézéppontjara nézve).

e Altaldnosabban: az 6t szabalyos poliéder minden cstucsa, él- és lapkozéppontja
a poliéder egyensiilyi pontja.

1. dbra. Egy gobmb minden pontja egyensilyi pont a tomegkozéppontra nézve,
de mas pontra nézve csak a hozza legkozelebbi, illetve a téle legtavolabbi
pontok egyensulyi pontok

Miés mddon is megfogalmazhatjuk, mi is egy egyensulyi pont: az Y pont
a K test egy egyensulyi pontja, ha a K testet alatdmaszthatjuk az Y pontban
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egy vizszintes sikkal, hogy ne billenjen el. Ekkor a tomegktzéppont pontosan Y fe-
lett fog elhelyezkedni. Ebben a megkozelitésben a tomegkodzépponttdl kiillonbozo
X viszonyitasi pontot tekinthetjiik gy, mint egy inhomogén stirliségi test tomeg-
kozéppontjat.

Akér homogén, akar inhomogén stiriiséget feltételezve, tobbféle egyensiilyi pon-
tot kiilonboztethetiink meg. A mindennapokban leginkabb stabil egyensilyi pon-
tokkal taldlkozunk, azaz olyan pontokkal, melyben megtamasztva a testet, az egyen-
sulyi helyzetbdl tetszéleges irdanyban kicsit kibillentve a test visszabillen az egyen-
sulyi helyzet felé. Ilyen egyenstlyi pontok példaul a homogén stirtiségii szabalyos
poliéderek lapkozéppontjai, illetve inhomogén gémb esetében a géombnek a sily-
ponthoz legkdzelebbi hatarpontja.

Konvex poliéder esetében a stabil egyensilyi pontok éppen a lapok belsejében
elhelyezked6 egyenstlyi pontok. fgy egy P konvex poliéder azon lapjait, melyek
belseje tartalmaz egyensilyi pontot, a tovabbiakban stabil lapoknak nevezziik, ezek
azok a lapok, melyek sikjdra merdlegesen vetitve a poliéder siulypontjat, a vetiilet
a lap belsejébe esik. Meggondolhatd, hogy a stulypontjahoz legkdzelebbi lap mindig
stabil, igy minden poliédernek van legalabb egy stabil lapja. A pontosan egy stabil
lappal rendelkez6 poliédereket monostabil poliédereknek nevezziik.

John Conway és Richard Guy tette fel az alabbi kérdést 1966-ban: Igaz-e, hogy
minden homogén tetraédernek legalabb két stabil egyensiilyi pontja van? A kérdésre
az igenld vélaszt Goldberg [2] adta 1969-ben. Ugyanezen &llitdsra kés6bb, 1984-ben
egy egyszeriibb és érthetébb bizonyités jelent meg Dawson egy cikkében [3].

A tovdbbiakban Dawson bizonyitasat ismertetjiitk Conway és Guy kérdésére.
1. tétel. Minden tetraédernek van legalabb két stabil lapja.

Bizonyitas. Legyen T egy tetszoleges tetraéder, melynek cstucsai A, B, C és
D. A tetraéder silypontjat jelolje S, és az A-val szemkozti hdromszoglap sily-
pontjat Sa. Legyen a tetraéder A-bdl indulé magassdganak talppontja My, és
S-nek a BC'D haromszog sikjara vett merdleges vetiilete X 4. Legyen my = AM 4
és x4 = SXa (l&sd 2. dbra). Hasonléan definialjuk az Sp, Sc és Sp pontokat,
valamint az mp, xg, mc, xc, mp, *p mennyiségeket.

A

o

2. dbra. Az ABCD tetraéderre vonatkozé jelolések
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Ismert, hogy a tetraéder silypontja a tetraéder minden silyvonaldt 1 : 3 ardny-
ban osztja, azaz

ASy BSp CSc  DSp _ 4

SSs  SSp  SSe¢  SSp
Vegyiik észre, hogy az SSaX 4 és az AS4 M, haromszogek hasonldak. A megfelel
oldalaik ardnyéra igy

%7145,474
ra  SS,

adodik. Hasonléan kapjuk az

mp _mc _mp _,
rp  xc  Tp

egyenléségeket. Mivel a tetraéder térfogatat ugy szamolhatjuk ki, hogy tetszole-

ges lap teriiletét megszorozzuk a hozzatartozd magassag harmadaval, azt kapjuk,

hogy a stlypont tetszéleges két lap koziil pontosan ahhoz van koézelebb, melynek

a teriilete nagyobb.

Egy lapon pontosan akkor van stabil egyensulyi pont, ha S merdleges vetiilete
a lap sikjara a lap belsejébe esik. Masrészt, mivel a sulypont a tetraéder egy
belsé pontja, a tetraéder egyik lapjardl csak gy billenhet at egy médsik lapjara,
ha a két lap kozti lapszog tompaszog. A billenés utan a sulypont lejjebb kertiil,
azaz a tetraéder csak olyan lapjara tud atbillenni, amelynek a sikjahoz a sulypont
kozelebb van. Az el6z6 bekezdésben meggondoltak szerint igy a tetraéder csak
kisebb teriiletii laprdl egy nagyobb teriiletii lapra tud atbillenni.

Tegyiik most fel, hogy T-nek csak egy stabil lapja van. Vegyiik észre, hogy
a fentiek szerint a stabil lap igy a legnagyobb teriiletii lap. Legyen T legnagyobb
lapja BC'D, és a masodik legnagyobb lapja AC'D. A tetraéder egy harmadik lapja
igy vagy el6szor az AC'D lapra, és arrél a BCD lapra gordiil, vagy ez a lap és
az ACD lap is kozvetleniil a BC'D lapra gordiil. Mindkét esetben igaz az, hogy a két
legnagyobb lap egyikéhez két derékszognél nagyobb lapszog tartozik, és az egyik
ilyen lapszog a két legnagyobb lap kozti lapszog. Jelolje ezt a lapot F', és a tetraéder
negyedik lapjat G. Ekkor F' és G szbge hegyesszog, és G merdleges vetiilete F
sikjara szigoruan tartalmazza F-et. De igy F' teriilete hatarozottan kisebb, mint
G teriilete, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy F' a két legnagyobb, G pedig
a két legkisebb teriileti lap egyike. O

1967-ben Heppes Aladér [6] konstrudlt egy T tetraédert egy érdekes, a fen-
ti probléméhoz kapcsolédé tulajdonsaggal: a Heppes-féle ‘double-tipping’ tetra-
édernek két lapjan talalhato stabil pont, és egy harmadik lapjan megtamasztva
a tetraéder elészor a negyedik lapra gordiil, miel6tt taldlna egy egyenstlyi hely-
zetet valamelyik stabil lapon. Hogyan is néz ki ez a tetraéder? Ezt mutatjuk meg
a tovabbiakban.

Legyen A = (=7;—7;0), B = (-1;0;0), C = (1;0;0) és D = (7;8;8) egy T tet-
raéder négy cstcsa. Ekkor a tetraéder alaplapja az (z,y)-koordindtasikban helyez-
kedik el, és silypontja, melynek koordinatdit az egyes csiuicsok megfelelé koordi-
natdjaként szamolhatjuk ki, az S = (0;0, 25;2) pont, melynek vetiilete az alaplap

260 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/5



éf 2019.5.12 — 19:15 — 261. oldal — 5. lap KoMalL, 2019. méjus ?

— P

sikjdra S” = (0;0,25;0). A tetraéder alaplapja az ABC' lap, amin az S’ pont kiviil
esik, tehat T ebbdl a helyzetbdl atfordul egy masik lapra.

y 2
D D

A
3. dbra. A T tetraéder vetiilete az (x,y) és az (y, z) sikokra

A D csics vetiilete az ABC' lap sikjara a D’ = (7;8;0) pont, ami az A, B és
C pontokkal egyiitt egy konvex négyszoget alkot. Ebbdl lathatd, hogy az ABC'D
tetraéder AB és AC élénél levo lapszoge hegyesszog, tehat az ABC laprol T a BC
él mentén, vagyis az x-tengely koriil fordul 4t a BC'D lapra.

Vegyiik észre, hogy mind az ABC, mind a BCD lap meréleges az (y, 2)-
koordinatasikra. A tetraéder csucsainak merdleges vetiiletei erre a sikra rendre
A=(0;-7;0), B=C = (0;0;0) és D = (0;8;8). Ebbél lathaté, hogy a T tetraéder
BC' élénél levo lapszoge 135°, azaz az atfordulds szoge az x-tengely koriil 45°.
Minthogy a forgas soran a pontok z-koordinatai nem véaltoznak, kiszamolhatdak
az elfordult Ty tetraéder csicsainak koordinatdi, melyek rendre

Ap=(-7,-3,5V2:3,5v2); Bj=B=(-1;0;0);
C;=C=(1;0;0); D= (7;8V2;0).
A Ty tetraéder stlypontja, és ennek vetiilete az (x,y)-koordinatasikra rendre

Sy = (0;1,125v2;0,875v2); S} = (0;1,125V'2;0).

Ay
Nf
T By, Cy )

4. dbra. Az elfordult Ty tetraéder vetiilete az (x,y) és az (y, z) sikokra

Kénnyen kiszamolhato, hogy S’ 7 kiviil esik az dtfordult tetraéder ByCyDy
alaplapjan. Igy a tetraédernek ez a lapja sem stabil, azaz Ty ebbdl a helyzetbdl is

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/5 261



éf 2019.5.12 — 19:15 — 262. oldal — 6. lap KoMalL, 2019. méjus ?

— P

atfordul valamelyik éle mentén egy harmadik lapjara, mely az els6 tételiink szerint
stabil.

Lattuk, hogy minden tetraédernek legalabb két stabil lapja van. Esetleg igaz-e
az is, hogy minden konvex poliédernek van legalabb két stabil lapja? Conway és
Guy [2] alédbbi konstrukciéja mutatja, hogy ez viszont nem igaz.

2. tétel. Van olyan 19 lapu K konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil
lapja van a témegkozéppontjdra nézve.

A bizonyitas Stlete Elészor egy A (2n — 1)-szoget definidlunk az (z, y)-sikon
az aldbbi modon, ahol n > 2.

Y Legyen (= %, és P P,O egy olyan
derékszogli haromszog, melyben OP; = 1,
PIOPt =0 és P1P20<I:% (1d. 5. dab-
ra). frjunk a haromszog OP, befogdja-
ra egy OP,P; haromszoget, mely hason-
16 az O Py P, haromszoghoz, atfogdja OPs,
és O-nél levo szoge (. Ezen haromszog

x OPs befogdjara ugyancsak irjunk egy ha-
sonlé haromszoget, melynek atfogdja OPs,
és O-nél levo szoge B. Az eljarast folytat-

= - juk, amig eljutunk az OP, P, 1 hdromszog-

P, Puo hoz, amely ugyancsak hasonlé az OP) Py

haromszoghoz, atfogéja OPF,, és O-nal le-

v0 szoge (. Ekkor (8 definiciéja miatt a P,

O, P,11 pontok egy egyenesen vannak, és

a P, P,110 szog derékszog. Trigonometrikus fiiggvények haszndalataval konnyen

lathaté, hogy OP; = cos 3, OP3 = cos? f3, illetve dltaldban OP; = cos’~! 3 minden

1=1,2,...,n+1 esetén, azaz specidlisan P, és P,i1 rajta vannak az (z,y)-sik

y = — cos™ 3 egyenletli egyenesén.

Py

5. dbra. Az A (2n — 1)-szdg
konstrukciéja

A P, P, ..., P, pontokat tiikrozziik az y-tengelyre, és jelolje a tiikorképeket
rendre Pj, P;, ..., P). A konstrudlni kivant A sokszoget a PPy ... P, P}, ... Py t6-
rottvonal hatarolta konvex sokszogként definialjuk. Vegyiik észre, hogy az OP, 11
szakasz tetszOleges belsé pontjara igaz, hogy A oldalegyeneseire vett merdleges ve-
tiiletei kozt egyetlenegy van, amelyik A-nak is pontja; ez a pont a P,, 1 pont a P, P,
oldal egyenesén. Ez az észrevétel lesz az alapja a konstrukciéonknak.

Legyen G az a végtelen gula, melyet gy kapunk, hogy A minden pontjaban
merdlegest bocsatunk az (x,y)-sikra, és vessziik az Osszes {gy keletkezett egyenes
unidjat. Ebbdl a végtelen gulabol egy korlatos K gulat fogunk konstrualni dgy,
hogy elmetssziik két Sp, So sikkal, melyek szimmetrikusak az (z,y)-sikra, és me-
rélegesek az (x, z)-sikra (Id. 6. dbra). Ezen sikok metszete az (y, z)-sikkal egy-egy
egyenes. Az S1, Sy stkokat ugy vélasztjuk, hogy S; tartalmazza a Q(0;1;a) és
az R(0; —cos™ B,a + b) pontot, ahol a,b > 0, és az So stk S; tiikérképe az (x,y)-
sikra. (2n — 1)-szog. A poliéder szimmetridi miatt lathatd, hogy a poliéder sily-
pontja a P, P, szakasz egy pontja.
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O 7
XV
Pn+1 a b R

6. dbra. A K csonkolt gila (y, z)-sikra vett meréleges vetiiletének képe

Allitsunk merolegest az S; sikra a () pontban, és a merdleges egyenes y-
tengellyel vett metszéspontjat jelolje X. Ha a poliéder silypontja az OX szakasz
egy belsd pontja, akkor K-nak csak egy stabil lapja van; ez a lap a P, P/ szakaszt
tartalmazo lap. Megmutatjuk, hogy ha a értéke rogzitett és b értéke nagyon nagy
a-hoz képest, akkor n = 9 esetén ez teljesiil.

Ha b > a, akkor P11 € OX, tehat csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a sily-
pont y-koordindtaja negativ-e. Kiszamolhatd, hogy a t = cos 8 jel6léssel a sulypont
y-koordinataja

t

12sin 8

(1= my 1+ 2% + 4t* + 2t° — 3¢8 _2(1+t3n)(1—t2)(1+2t2)
(14+22)(1 +t2 + 3t* —19) 1412 —t4 '

(1 —#2)(1+ 2t?) b
L+t2—t4 L+tn

Ys = 2a(1 —|—t3")

amibdl lathatd, hogy b > a esetén, ha a masodik sorban levo kifejezés pozitiv, akkor

ys negativ. Szamolassal adédik, hogy a legkisebb n érték, melyre ez teljesiil, n = 9.

Ebben az esetben K egy 19 lapu, pontosan egy stabil lappal rendelkez6 poliéder.
O

A fenti eredmények tobb tovabbi kérdést is felvetnek.

(1) Van-e inhomogén stirliségli tetraéder, melynek pontosan egy stabil lapja
van?

(2) Mennyi a monostabil, azaz (a sulypontjukra) pontosan egy stabil lappal
rendelkez6 konvex poliéderek lapszamanak minimuma?

(3) Specidlisan, igaz-e, hogy a négyszog alaplapi guldk kozt nincs monostabil?

(4) Egyenstilyi ponttal rendelkez6 lapok helyett egyensilyi ponttal rendelkezé
csucsokat is vizsgalhatunk. Ezekre igaz-e az els6 tételiink ,,dudlis” valtozata, azaz

igaz, hogy minden tetraédernek van legalabb kett6 egyensulyi ponttal rendelkez6
csucsa?

Az elsé kérdésre Conway adta meg az igenld vélaszt, melyrol bévebb informacid
talalhat6 a [4] cikkben.

Jelolje a monostabil poliéderek minimalis lapszamat [,,. Ekkor az eddig ismer-
tetett eredményeket az 5 < [,,, < 19 egyenlétlenségekben foglalhatjuk dssze. A ma-
sodik kérdést illetéen Conway eredménye, mely szerint [,,, < 19, meglepéen sokdig
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a legjobb felsé becslés maradt 1, értékére. Az elsd javitds Bezdek Andrasnak [1] ko-
szonheto, aki, ugyancsak elemi geometriai médszerekkel, 2011-ben konstrualt egy
18 lapd monostabil poliédert. Ezt 2014-ben Reshetov [7] javitotta 14-re szamit6gé-
pes maédszerek alkalmazasdval. A harmadik, Conway és Guy altal 1969-ben feltett
kérdés, hogy a négyszoglapi gulak kozt van-e monostabil, még ma is nyitott.

Az utolsé kérdésre igenld a vélasz (1d. [5]), de ennek térgyaldsa meghaladja
ezen cikk kereteit.
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Az RSA kulcsgeneralas és
a Carmichael-szamok kapcsolata 1.

A nyilt kulesu titkosité algoritmus matematikai alapjait 1976-ban fektette le
Ron Rivest, Adi Shamir és Len Adleman. A neviik kezd8betiii alapjdn elneve-
zett RSA algoritmus napjaink egyik leggyakrabban hasznalt adattitkosité eljarasa.
A szakirodalomban elérhet6 matematikai alapok felhasznaldsdval magam is elkészi-
tettem a titkosito eljardas — gyakorlatban is jol hasznalhat6 — programjat. A kulcsge-
nerdlas algoritmusanak pontosabb vizsgalataval sikeriilt kimutatni, hogy a primek
mellett specialis Osszetett szamok is kivaléan alkalmazhatok kulcsok generdlasahoz,
s6t jelentésen csokkenthetik a kulcsok eldallitasanak idGtartamaét.

A dolgozat megmutatja, hogy a Fermat féle primteszt — annak ellenére, hogy
primek keresésére nem megbizhatd, mert atbujhatnak rajta Osszetett szamok is —
tokéletesen alkalmas megbizhaté RSA kulcsok generaldsara.
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