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Konvex poliéderek stabil lapjai

Az elsd, testek statikal egyensulydval kapcesolatos eredmények Arkhimédész
nevéhez flizédnek, mely eredményeket még a 17. szazadi hajoéépitok is hasznaltdk.
A statikai egyensulyi pontok vizsgédlata végigvonul a fizika és a mérnoki tudomanyok
torténetén.

Mi is egy test egyensilyi pontja? Mi az aldbbi médon fogalmazzuk meg.

1. definicié. Legyen K egy konvex test, és X a test egy rogzitett belsé pontja.
Azt mondjuk, hogy a test egy Y hatarpontja K egy egyensuly: pontja X -re nézve,
ha az Y-on atmené, XY szakaszra meréleges sik nem metszi a K test belsejét. Ha
X a K test tomegkozéppontja (homogén siirliséget feltételezve), azt mondjuk, hogy
az Y pont K egy egyensulyi pontja.

Példak egyensulyi pontokra:

e Egy gomb minden hatarpontja egyensulyi pont a gomb koézéppontjara nézve.
Ha az X viszonyitdsi pont nem a géomb kozéppontja, akkor a gémbnek X-re
nézve csak két egyensiilyi pontja van: az X-hez legktzelebbi, és a vele atellenes,
X-t0l legtavolabbi pontja.

e Egy szabdlyos tetraéder minden csicsa, élkozéppontja és lapkdzéppontja a koc-
ka egyensilyi pontja (a kocka koézéppontjara nézve).

e Altaldnosabban: az 6t szabalyos poliéder minden cstucsa, él- és lapkozéppontja
a poliéder egyensiilyi pontja.

1. dbra. Egy gobmb minden pontja egyensilyi pont a tomegkozéppontra nézve,
de mas pontra nézve csak a hozza legkozelebbi, illetve a téle legtavolabbi
pontok egyensulyi pontok

Miés mddon is megfogalmazhatjuk, mi is egy egyensulyi pont: az Y pont
a K test egy egyensulyi pontja, ha a K testet alatdmaszthatjuk az Y pontban
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egy vizszintes sikkal, hogy ne billenjen el. Ekkor a tomegktzéppont pontosan Y fe-
lett fog elhelyezkedni. Ebben a megkozelitésben a tomegkodzépponttdl kiillonbozo
X viszonyitasi pontot tekinthetjiik gy, mint egy inhomogén stirliségi test tomeg-
kozéppontjat.

Akér homogén, akar inhomogén stiriiséget feltételezve, tobbféle egyensiilyi pon-
tot kiilonboztethetiink meg. A mindennapokban leginkabb stabil egyensilyi pon-
tokkal taldlkozunk, azaz olyan pontokkal, melyben megtamasztva a testet, az egyen-
sulyi helyzetbdl tetszéleges irdanyban kicsit kibillentve a test visszabillen az egyen-
sulyi helyzet felé. Ilyen egyenstlyi pontok példaul a homogén stirtiségii szabalyos
poliéderek lapkozéppontjai, illetve inhomogén gémb esetében a géombnek a sily-
ponthoz legkdzelebbi hatarpontja.

Konvex poliéder esetében a stabil egyensilyi pontok éppen a lapok belsejében
elhelyezked6 egyenstlyi pontok. fgy egy P konvex poliéder azon lapjait, melyek
belseje tartalmaz egyensilyi pontot, a tovabbiakban stabil lapoknak nevezziik, ezek
azok a lapok, melyek sikjdra merdlegesen vetitve a poliéder siulypontjat, a vetiilet
a lap belsejébe esik. Meggondolhatd, hogy a stulypontjahoz legkdzelebbi lap mindig
stabil, igy minden poliédernek van legalabb egy stabil lapja. A pontosan egy stabil
lappal rendelkez6 poliédereket monostabil poliédereknek nevezziik.

John Conway és Richard Guy tette fel az alabbi kérdést 1966-ban: Igaz-e, hogy
minden homogén tetraédernek legalabb két stabil egyensiilyi pontja van? A kérdésre
az igenld vélaszt Goldberg [2] adta 1969-ben. Ugyanezen &llitdsra kés6bb, 1984-ben
egy egyszeriibb és érthetébb bizonyités jelent meg Dawson egy cikkében [3].

A tovdbbiakban Dawson bizonyitasat ismertetjiitk Conway és Guy kérdésére.
1. tétel. Minden tetraédernek van legalabb két stabil lapja.

Bizonyitas. Legyen T egy tetszoleges tetraéder, melynek cstucsai A, B, C és
D. A tetraéder silypontjat jelolje S, és az A-val szemkozti hdromszoglap sily-
pontjat Sa. Legyen a tetraéder A-bdl indulé magassdganak talppontja My, és
S-nek a BC'D haromszog sikjara vett merdleges vetiilete X 4. Legyen my = AM 4
és x4 = SXa (l&sd 2. dbra). Hasonléan definialjuk az Sp, Sc és Sp pontokat,
valamint az mp, xg, mc, xc, mp, *p mennyiségeket.

A

o

2. dbra. Az ABCD tetraéderre vonatkozé jelolések
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Ismert, hogy a tetraéder silypontja a tetraéder minden silyvonaldt 1 : 3 ardny-
ban osztja, azaz

ASy BSp CSc  DSp _ 4

SSs  SSp  SSe¢  SSp
Vegyiik észre, hogy az SSaX 4 és az AS4 M, haromszogek hasonldak. A megfelel
oldalaik ardnyéra igy

%7145,474
ra  SS,

adodik. Hasonléan kapjuk az

mp _mc _mp _,
rp  xc  Tp

egyenléségeket. Mivel a tetraéder térfogatat ugy szamolhatjuk ki, hogy tetszole-

ges lap teriiletét megszorozzuk a hozzatartozd magassag harmadaval, azt kapjuk,

hogy a stlypont tetszéleges két lap koziil pontosan ahhoz van koézelebb, melynek

a teriilete nagyobb.

Egy lapon pontosan akkor van stabil egyensulyi pont, ha S merdleges vetiilete
a lap sikjara a lap belsejébe esik. Masrészt, mivel a sulypont a tetraéder egy
belsé pontja, a tetraéder egyik lapjardl csak gy billenhet at egy médsik lapjara,
ha a két lap kozti lapszog tompaszog. A billenés utan a sulypont lejjebb kertiil,
azaz a tetraéder csak olyan lapjara tud atbillenni, amelynek a sikjahoz a sulypont
kozelebb van. Az el6z6 bekezdésben meggondoltak szerint igy a tetraéder csak
kisebb teriiletii laprdl egy nagyobb teriiletii lapra tud atbillenni.

Tegyiik most fel, hogy T-nek csak egy stabil lapja van. Vegyiik észre, hogy
a fentiek szerint a stabil lap igy a legnagyobb teriiletii lap. Legyen T legnagyobb
lapja BC'D, és a masodik legnagyobb lapja AC'D. A tetraéder egy harmadik lapja
igy vagy el6szor az AC'D lapra, és arrél a BCD lapra gordiil, vagy ez a lap és
az ACD lap is kozvetleniil a BC'D lapra gordiil. Mindkét esetben igaz az, hogy a két
legnagyobb lap egyikéhez két derékszognél nagyobb lapszog tartozik, és az egyik
ilyen lapszog a két legnagyobb lap kozti lapszog. Jelolje ezt a lapot F', és a tetraéder
negyedik lapjat G. Ekkor F' és G szbge hegyesszog, és G merdleges vetiilete F
sikjara szigoruan tartalmazza F-et. De igy F' teriilete hatarozottan kisebb, mint
G teriilete, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy F' a két legnagyobb, G pedig
a két legkisebb teriileti lap egyike. O

1967-ben Heppes Aladér [6] konstrudlt egy T tetraédert egy érdekes, a fen-
ti probléméhoz kapcsolédé tulajdonsaggal: a Heppes-féle ‘double-tipping’ tetra-
édernek két lapjan talalhato stabil pont, és egy harmadik lapjan megtamasztva
a tetraéder elészor a negyedik lapra gordiil, miel6tt taldlna egy egyenstlyi hely-
zetet valamelyik stabil lapon. Hogyan is néz ki ez a tetraéder? Ezt mutatjuk meg
a tovabbiakban.

Legyen A = (=7;—7;0), B = (-1;0;0), C = (1;0;0) és D = (7;8;8) egy T tet-
raéder négy cstcsa. Ekkor a tetraéder alaplapja az (z,y)-koordindtasikban helyez-
kedik el, és silypontja, melynek koordinatdit az egyes csiuicsok megfelelé koordi-
natdjaként szamolhatjuk ki, az S = (0;0, 25;2) pont, melynek vetiilete az alaplap
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sikjdra S” = (0;0,25;0). A tetraéder alaplapja az ABC' lap, amin az S’ pont kiviil
esik, tehat T ebbdl a helyzetbdl atfordul egy masik lapra.

y 2
D D

A
3. dbra. A T tetraéder vetiilete az (x,y) és az (y, z) sikokra

A D csics vetiilete az ABC' lap sikjara a D’ = (7;8;0) pont, ami az A, B és
C pontokkal egyiitt egy konvex négyszoget alkot. Ebbdl lathatd, hogy az ABC'D
tetraéder AB és AC élénél levo lapszoge hegyesszog, tehat az ABC laprol T a BC
él mentén, vagyis az x-tengely koriil fordul 4t a BC'D lapra.

Vegyiik észre, hogy mind az ABC, mind a BCD lap meréleges az (y, 2)-
koordinatasikra. A tetraéder csucsainak merdleges vetiiletei erre a sikra rendre
A=(0;-7;0), B=C = (0;0;0) és D = (0;8;8). Ebbél lathaté, hogy a T tetraéder
BC' élénél levo lapszoge 135°, azaz az atfordulds szoge az x-tengely koriil 45°.
Minthogy a forgas soran a pontok z-koordinatai nem véaltoznak, kiszamolhatdak
az elfordult Ty tetraéder csicsainak koordinatdi, melyek rendre

Ap=(-7,-3,5V2:3,5v2); Bj=B=(-1;0;0);
C;=C=(1;0;0); D= (7;8V2;0).
A Ty tetraéder stlypontja, és ennek vetiilete az (x,y)-koordinatasikra rendre

Sy = (0;1,125v2;0,875v2); S} = (0;1,125V'2;0).

Ay
Nf
T By, Cy )

4. dbra. Az elfordult Ty tetraéder vetiilete az (x,y) és az (y, z) sikokra

Kénnyen kiszamolhato, hogy S’ 7 kiviil esik az dtfordult tetraéder ByCyDy
alaplapjan. Igy a tetraédernek ez a lapja sem stabil, azaz Ty ebbdl a helyzetbdl is
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atfordul valamelyik éle mentén egy harmadik lapjara, mely az els6 tételiink szerint
stabil.

Lattuk, hogy minden tetraédernek legalabb két stabil lapja van. Esetleg igaz-e
az is, hogy minden konvex poliédernek van legalabb két stabil lapja? Conway és
Guy [2] alédbbi konstrukciéja mutatja, hogy ez viszont nem igaz.

2. tétel. Van olyan 19 lapu K konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil
lapja van a témegkozéppontjdra nézve.

A bizonyitas Stlete Elészor egy A (2n — 1)-szoget definidlunk az (z, y)-sikon
az aldbbi modon, ahol n > 2.

Y Legyen (= %, és P P,O egy olyan
derékszogli haromszog, melyben OP; = 1,
PIOPt =0 és P1P20<I:% (1d. 5. dab-
ra). frjunk a haromszog OP, befogdja-
ra egy OP,P; haromszoget, mely hason-
16 az O Py P, haromszoghoz, atfogdja OPs,
és O-nél levo szoge (. Ezen haromszog

x OPs befogdjara ugyancsak irjunk egy ha-
sonlé haromszoget, melynek atfogdja OPs,
és O-nél levo szoge B. Az eljarast folytat-

= - juk, amig eljutunk az OP, P, 1 hdromszog-

P, Puo hoz, amely ugyancsak hasonlé az OP) Py

haromszoghoz, atfogéja OPF,, és O-nal le-

v0 szoge (. Ekkor (8 definiciéja miatt a P,

O, P,11 pontok egy egyenesen vannak, és

a P, P,110 szog derékszog. Trigonometrikus fiiggvények haszndalataval konnyen

lathaté, hogy OP; = cos 3, OP3 = cos? f3, illetve dltaldban OP; = cos’~! 3 minden

1=1,2,...,n+1 esetén, azaz specidlisan P, és P,i1 rajta vannak az (z,y)-sik

y = — cos™ 3 egyenletli egyenesén.

Py

5. dbra. Az A (2n — 1)-szdg
konstrukciéja

A P, P, ..., P, pontokat tiikrozziik az y-tengelyre, és jelolje a tiikorképeket
rendre Pj, P;, ..., P). A konstrudlni kivant A sokszoget a PPy ... P, P}, ... Py t6-
rottvonal hatarolta konvex sokszogként definialjuk. Vegyiik észre, hogy az OP, 11
szakasz tetszOleges belsé pontjara igaz, hogy A oldalegyeneseire vett merdleges ve-
tiiletei kozt egyetlenegy van, amelyik A-nak is pontja; ez a pont a P,, 1 pont a P, P,
oldal egyenesén. Ez az észrevétel lesz az alapja a konstrukciéonknak.

Legyen G az a végtelen gula, melyet gy kapunk, hogy A minden pontjaban
merdlegest bocsatunk az (x,y)-sikra, és vessziik az Osszes {gy keletkezett egyenes
unidjat. Ebbdl a végtelen gulabol egy korlatos K gulat fogunk konstrualni dgy,
hogy elmetssziik két Sp, So sikkal, melyek szimmetrikusak az (z,y)-sikra, és me-
rélegesek az (x, z)-sikra (Id. 6. dbra). Ezen sikok metszete az (y, z)-sikkal egy-egy
egyenes. Az S1, Sy stkokat ugy vélasztjuk, hogy S; tartalmazza a Q(0;1;a) és
az R(0; —cos™ B,a + b) pontot, ahol a,b > 0, és az So stk S; tiikérképe az (x,y)-
sikra. (2n — 1)-szog. A poliéder szimmetridi miatt lathatd, hogy a poliéder sily-
pontja a P, P, szakasz egy pontja.
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O 7
XV
Pn+1 a b R

6. dbra. A K csonkolt gila (y, z)-sikra vett meréleges vetiiletének képe

Allitsunk merolegest az S; sikra a () pontban, és a merdleges egyenes y-
tengellyel vett metszéspontjat jelolje X. Ha a poliéder silypontja az OX szakasz
egy belsd pontja, akkor K-nak csak egy stabil lapja van; ez a lap a P, P/ szakaszt
tartalmazo lap. Megmutatjuk, hogy ha a értéke rogzitett és b értéke nagyon nagy
a-hoz képest, akkor n = 9 esetén ez teljesiil.

Ha b > a, akkor P11 € OX, tehat csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a sily-
pont y-koordindtaja negativ-e. Kiszamolhatd, hogy a t = cos 8 jel6léssel a sulypont
y-koordinataja

t

12sin 8

(1= my 1+ 2% + 4t* + 2t° — 3¢8 _2(1+t3n)(1—t2)(1+2t2)
(14+22)(1 +t2 + 3t* —19) 1412 —t4 '

(1 —#2)(1+ 2t?) b
L+t2—t4 L+tn

Ys = 2a(1 —|—t3")

amibdl lathatd, hogy b > a esetén, ha a masodik sorban levo kifejezés pozitiv, akkor

ys negativ. Szamolassal adédik, hogy a legkisebb n érték, melyre ez teljesiil, n = 9.

Ebben az esetben K egy 19 lapu, pontosan egy stabil lappal rendelkez6 poliéder.
O

A fenti eredmények tobb tovabbi kérdést is felvetnek.

(1) Van-e inhomogén stirliségli tetraéder, melynek pontosan egy stabil lapja
van?

(2) Mennyi a monostabil, azaz (a sulypontjukra) pontosan egy stabil lappal
rendelkez6 konvex poliéderek lapszamanak minimuma?

(3) Specidlisan, igaz-e, hogy a négyszog alaplapi guldk kozt nincs monostabil?

(4) Egyenstilyi ponttal rendelkez6 lapok helyett egyensilyi ponttal rendelkezé
csucsokat is vizsgalhatunk. Ezekre igaz-e az els6 tételiink ,,dudlis” valtozata, azaz

igaz, hogy minden tetraédernek van legalabb kett6 egyensulyi ponttal rendelkez6
csucsa?

Az elsé kérdésre Conway adta meg az igenld vélaszt, melyrol bévebb informacid
talalhat6 a [4] cikkben.

Jelolje a monostabil poliéderek minimalis lapszamat [,,. Ekkor az eddig ismer-
tetett eredményeket az 5 < [,,, < 19 egyenlétlenségekben foglalhatjuk dssze. A ma-
sodik kérdést illetéen Conway eredménye, mely szerint [,,, < 19, meglepéen sokdig
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a legjobb felsé becslés maradt 1, értékére. Az elsd javitds Bezdek Andrasnak [1] ko-
szonheto, aki, ugyancsak elemi geometriai médszerekkel, 2011-ben konstrualt egy
18 lapd monostabil poliédert. Ezt 2014-ben Reshetov [7] javitotta 14-re szamit6gé-
pes maédszerek alkalmazasdval. A harmadik, Conway és Guy altal 1969-ben feltett
kérdés, hogy a négyszoglapi gulak kozt van-e monostabil, még ma is nyitott.

Az utolsé kérdésre igenld a vélasz (1d. [5]), de ennek térgyaldsa meghaladja
ezen cikk kereteit.
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Az RSA kulcsgeneralas és
a Carmichael-szamok kapcsolata 1.

A nyilt kulesu titkosité algoritmus matematikai alapjait 1976-ban fektette le
Ron Rivest, Adi Shamir és Len Adleman. A neviik kezd8betiii alapjdn elneve-
zett RSA algoritmus napjaink egyik leggyakrabban hasznalt adattitkosité eljarasa.
A szakirodalomban elérhet6 matematikai alapok felhasznaldsdval magam is elkészi-
tettem a titkosito eljardas — gyakorlatban is jol hasznalhat6 — programjat. A kulcsge-
nerdlas algoritmusanak pontosabb vizsgalataval sikeriilt kimutatni, hogy a primek
mellett specialis Osszetett szamok is kivaléan alkalmazhatok kulcsok generdlasahoz,
s6t jelentésen csokkenthetik a kulcsok eldallitasanak idGtartamaét.

A dolgozat megmutatja, hogy a Fermat féle primteszt — annak ellenére, hogy
primek keresésére nem megbizhatd, mert atbujhatnak rajta Osszetett szamok is —
tokéletesen alkalmas megbizhaté RSA kulcsok generaldsara.
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A tovabbiakban 6sszefoglaljuk azokat a matematikai tételeket, algoritmusokat,
melyek az eljarés elvi alapjait adjék.
1. Az Euler-Fermat-tétel és az Euler-féle ¢ fiigguény.

2. Az ax 4+ by = 1 diophantoszi egyenlet megoldhatdsdga és a moddlis inverz fo-
galma.

3. A rend és a primitiv gyok fogalma.
4. A kiterjesztett euklideszi algoritmus.

5. A kétkulcsos titkositdas alaptétele, kapcsolata a kétkulcsos titkositdssal és az
elektronikus aldirdssal.

6. Primek keresése, tesztelése (valdszindségi becslés), ,Tanik” és ,Cinkosok” vi-
szonya.

7. Carmichael-szamok definicidja és tulajdonsdgai.
8. A kétkulcsos titkositds alaptételének egy fontos dltaldnositisa (CA-tétel).

9. Kulcspdrgenerdlds dsszetett szamokbol.

A cikkben nem bizonyitott tételek igazoldasa megtalalhato pl. Freud—Gyarmati:
Szdmelmélet c. kényvében.

A kovetkezd mellékletek letolthetdk a www.plwsecur.com URL cimrdl. 1. Az
a program (PLWSecur.exe), mely a fenti elvek alapjdn ténylegesen végre is hajtja
egy adott fajl vagy mappa titkositasat, illetve annak visszafejtését — ez a program
integréltan tartalmazza a kulcsgeneralé modult, de itt a CA tételt még nem al-
kalmazzuk. 2. Az a kiilondll6 kulesgenerdlé modul (KulesparGen_CA.exe + Delphi
source k6d), mely a CA tételt mar alkalmazza. A generdlt kulcsok természetesen
tokéletesen egyiittmiitkodnek a PLWSecur.exe programmal.

1. Az Euler—Fermat-tétel és az Euler-féle ¢ fiiggvény

Tétel. Ha p prim és a nem oszthato p-vel, akkor a?~* =1 (mod p) - (ez a ,kis”
Fermat-tétel).

Bizonyitas. Az a,2a,...,(p — 1)a szdmokat osszuk el p-vel és a maradékok
legyenek mq, ma,...,my_1, azaz:
a = kip+ma,
2a = kgp —+ ma,

(p—1Da=ky_1p+mp_1.
A maradékok kozott nem lehet két egyenl8, mert ha m; = m; lenne, akkor (i — j)a
oszthaté lenne p-vel, de ez lehetetlen, mert sem (i — j), sem a nem oszthaté p-vel.

A fenti egyenl8ségek oldalait dsszeszorozva (p—1)!aP~t = Kp+ (p—1)!, hiszen
a jobb oldalon megjelenik a p — 1 darab kiilénboz6 maradék szorzataként (p — 1)!.
Ebbdl atrendezéssel kovetkezik, hogy (p — 1)!(a?~! — 1) = Kp. Mivel (p — 1)! nem
oszthaté p-vel, azért aP~! — 1 oszthaté p-vel, azaz a?~! =1 (mod p).
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Definicid. Legyen ¢(n) az n-nél nem nagyobb, nemnegativ, n-hez relat{v prim
szamok darabszama — ez az Euler-féle ¢ fiigguény.

Tétel. Ha A és N relativ primek, akkor A*™) =1 (mod N) (Buler tétele —
a kis Fermat-tétel Euler-féle dltaldnositdsa).

A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint a kis Fermat-tétel esetében: Legyenek
mi,ma, ..., Myn) az N-hez relativ prim osztasi maradékok, és ezek A-szorosainak
is tekintsiik az N-nel valé osztdsnal keletkez6 maradékait:

Amy = 51 (mod N),
Ams = s9 (mod N),

Amw(N) = Su(N) (mod N)

Konnyen belathatd, hogy az si1,s2,...,8,(v) szdmok az my,ma, ..., Myn)
szamok egy permutdciéja. Ehhez elegendé megmutatni, hogy az s; szamok rela-
tiv primek N-hez, és nincs kozottiik két egyenld. Ha (s;, N) = p > 1 lenne, akkor
Am,; is oszthatd lenne p-vel, ami lehetetlen. Ha lenne koztiik két egyenld, akkor
A(m; —mj) = Am; — Am; oszthaté lenne N-nel, ami szintén lehetetlen, mert
(A,N) =1 és |m; —m;| < N. A fenti kongruencidk szorzatabél — a maradékok
szorzataval vald egyszertisités utan — kovetkezik az allités.

Ha N prim, akkor ¢(N)= N — 1, igy beldthaté, hogy Euler tétele valéban
a kis Fermat-tétel altalanositasa.

Megemlitjiik még a ¢ fliggvény néhany — késébbiekben felhaszndlt — alapvet6
tulajdonsagat:

Tétel. Ha p és q relativ primek, akkor o(pq) = ¢(p)e(q).

Specidlisan, ha p és ¢ egymdstol kiilonbozé primek, akkor ¢(pq) = ¢(p)e(q) =
={@-1D(-1).

Tétel. Tetszbleges n > 1 és p prim esetén o(p™) = (p — 1)p" L.

Bizonyitas. Mivel p prim, azért az 1,2,3,...,p" szamok kozott p-vel csak
ap,2p,3p,...,p" 1 -p = p" szdmok oszthatdk, a tobbi relativ prim p™-hez. A p-vel
oszthaték széma p”~ ', tehdt a fenti intervallum p™-hez relativ primjeinek széma
pr=p"t=p""p—1).

Tétel. Legyen n primtényezds alakja
i

n=pips®..pfr =]]pd,  ahol a;>0.
i=1

Ekkor o(n) felirhatd a kévetkezd szorzat alakjdban:

=Bl =l (-2) =+ 11 (1)

p prim
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2. Az ax + by = 1 diophantoszi egyenlet megoldhatésaga és
a modalis inverz fogalma

Tétel. Legyenek a és b egész szamok. Az ax + by = 1 diophantoszi egyenletnek
akkor és csak akkor van egészekbdl dllo x, y megolddsa, ha a és b relativ primek,
azaz (a,b) = 1.

a) Ha a és b legnagyobb kozos osztéjdra (a,b) > 1, akkor az egyenlet dtirhatd
(a,b)(a1z + byy) = 1 alakba.

Semmilyen x, y par nem elégitheti ki az el6bbi egyenletet, mert a jobb oldalon
all6 1 nem oszthaté (a, b)-vel.

b) Legyen (a,b) = 1. Az altaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetd, hogy a és b
1-by

pozitiv. Atrendezés utdn r = , azaz keresni kell azt az y egész szamot, amelyre
by-nak az a-val val6 osztasi maradéka 1; megmutatjuk, hogy létezik ilyen y szdm.

A b szamot szorozzuk meg az 1,2,. .., a szamokkal, és képezziik az a-val valé osztas
maradékait:

16 = kia + mq,

2b = koa + mo,

ab =kqea+m, (mg =0).

Belathato, hogy az mq,mo, ..., m, maradékok a 0,1,2,...,a — 1 szdmok egy
permutdcidja, tehat el kell fordulnia 1-nek is mint osztasi maradéknak. Indirekte
tegyiik fel ugyanis, hogy van koztiik két egyenld, példaul m; = m;, ekkor (i — j)b =
= (k; — kj)a (#£0). Mivel |i — j| < a, azért ¢ — j nem lehet oszthaté a-val, de akkor
— (a,b) = 1 miatt — (i — )b sem.

1. kovetkezmény. Az ax + by = ¢ diophantoszi egyenletnek mindig van meg-
olddsa, ha (a,b) = 1. (Ugyanis, ha xy és yo megolddsa ax + by = 1-nek, akkor cxg
és cyp megoldasa ax + by = c-nek.)

2. kdvetkezmény. Az ax + by = (a,b) diophantoszi egyenletnek mindig van
megoldésa. Ez eredetileg Bézout lemmaja. A megoldas nem egyértelmt, mert ha x
és y megoldas, akkor xy = x + kb és y; = y — ka is az. Az a, b szdmok legnagyobb
kozos osztéjat, illetve az egyenlet egy x, y megoldasat a kiterjesztett euklideszi
algoritmussal lehet meghatarozni (14sd ott).

Az ax + by =1 alaki diophantoszi egyenletek szoros kapcsolatban vannak
az ax = 1 (mod n) alakd kongruencidkkal. Formalis okok miatt az ax =1 (mod n)
kongruencia x megoldasat tekinthetjiik az a szam modalis multiplikativ inverzének,
azaz jelolhetjiik fgy is: 2 = a~! (mod n). Természetesen ha xy megoldas, akkor
xo + kn is az (k tetszOleges egész szdm lehet).

Tétel. Az ax =1 (mod n) kongruencianak akkor és csak akkor van x megol-
ddsa, ha (a,n) = 1. (Ha van megoldds, akkor szimmetria okok miatt (x,n) = 1.)
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Bizonyitas. Tekintsiik az ax + ny = 1 diophantoszi egyenletet. Ennek akkor
és csak akkor van megoldasa, ha (a,n) = 1. Masrészt, az ax = 1 —ny alakbdl latszik,
hogy az egyenlet éppen azt jelenti, hogy axz =1 (mod n).

Kovetkezmény. Az Euler-Fermat-tételt felhaszndlva, ha (a,n) = 1, akkor
az ax = 1 (mod n) kongruencia megolddsa felirhaté z = a#™~! (mod n) alakban is.
Ez az alak tobbnyire csak elméleti jelentéségii, mivel konkrét esetekben a modalis
inverz meghatarozasahoz a kiterjesztett euklideszi algoritmust hasznéljuk; ez el-
dénti, hogy az (a,n) =1 feltétel teljesiil-e, s ha igen, akkor egyidejiileg megadja
az inverzet is.

3. A rend és a primitiv gyotk fogalma

Képezziik g egymds uténi (1.,2.,...,k-adik) hatvdnyait mod p. Ha az {gy
képzett szamok kozott megjelenik a 0, akkor minden tovabbi szam mar 0 marad.
Ha nem jelenik meg a 0, akkor el6bb-utébb ciklusba esik, azaz 1étezik egy legkisebb
k> 1 egész, amelyre g = ¢g* (mod p) lesz. Ekkor a ciklus hossza k — 1. (Vegyiik
észre, hogy ha (g,p) = 1, akkor 0 nem jelenik meg.)

Ha a tetszolegesen vélasztott g és p esetében 1étrejon a fenti tipusu ciklus, akkor
definici6 szerint a ciklus hossza g rendje mod p — melynek jel6lése o,(g) (kiejtve
ordo g mod p).

Konnyen beldthatd, hogy ha (g, p) = 1 akkor o,(g) mindig létezik, és az Euler—
Fermat-tétel miatt 0,(g) < ¢(p). S6t, az is beldthaté, hogy ha g* = 1 (mod p), akkor
a ciklikussdg miatt o,(g) osztja k-t, specidlisan 0,(g) — ¢(p) is mindig fennall.

Ha (g,p) =1 és 0,(g) = ¢(p), akkor g-t p primitiv gyoknek nevezzitk mod p.
Ha ¢ primitiv gyok mod p, akkor a g',¢?,...,¢*® =1 szdmok mod p maradékai
a p-hez relativ prim maradékok egy permutacidjat adjak.

Most megmutatjuk, hogy a (g,p) = 1 nem csak elégséges, de sziikséges feltétel is
op(g) 1étezésére, igy arra is, hogy ¢ primitiv gy6k legyen mod p. Ennek beldtdsdhoz
csupén azt kell észrevenniink, hogy a = b (mod m) esetén (a,m) = (b,m). Ha létezik
0,(g), akkor van olyan k > 0 egész szdm, amelyre g* =1 (mod p), igy (¢*,p) =
= (1,p) =1, ezért (g,p) = l-nek is teljesiilnie kell.

Bizonyitas nélkiil kozoljitk a primitiv gyok 1étezésére vonatkozd aldbbi tételt:

Primitiv gyok pontosan (csak) az N = 2,4,p*, 2p* alaki modulusokra létezik,
ahol p paratlan primszam és k > 0 egész.

4. A kiterjesztett euklideszi algoritmus

Két szam legnagyobb kozos osztéjanak meghatdrozdasara — nagy szamok ese-
tében — a primtényezds felbontasra alapozott eljaras idében kivarhatatlan.

Az a, b szdmok legnagyobb kozos oszt6jat (LNKO) a kozismert euklideszi algo-
ritmussal lehet hatékonyan meghatdrozni. Az eljards kiterjesztésével (veremtechni-
ka alkalmazdsaval) az ax + by = (a,b) egyenlet x, y megolddsét és az ax = 1 (mod n)
kongruenciabdl az x mod n inverzét is gyorsan kiszamithatjuk.
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Legyen My és M; két pozitiv egész szam, melyekbdl sorozatos maradékos
osztasokkal képezziik a kovetkezd nemnegativ egészeket:

My = koM7 + Mo (M2 < MQ),
M1 :k1M2+M3 (Mg <M1),
My = ko M3 + My,

M, = knMys1 + 0.

Mivel az My, M3, ... folyamatosan csokkennek (a pdros indextieck monoton csok-
kenek My-t6l, mig a paratlan indextiek M;-tél lefelé), ezért az n + 1 osztds utén
a maradék 0 lesz.

Az M, 1, értéke (a,b), azaz az LNKO. Az, hogy M, a kiindulé két (My
és My) szam kozos osztdja, kovetkezik az algoritmusbdl, a hatulrél induld soro-
zatos visszahelyettesitésekbél. Azt, hogy M, +1 a kiindulé két (Mo és M;) szdm
legnagyobb kozos osztdja a kovetkez6 moédon lathatjuk be: Legyen P az My és My
szamok egyik kozos osztdja. Az algoritmusbdl kovetkezik, hogy P osztéja Mo-nek
is, illetve tovabb folytatva a gondolatmenetet valamennyi M;-nek, beleértve M, 1-
et is. Tehat M, 41-et osztja valamennyi P kozos osztd, ezért M, 1 a legnagyobb
koz06s 0szto.

A fenti algoritmus hatulrdl visszafelé alkalmazva, lehet6vé teszi az ax + by =
= (a,b) egyenlet z, y megolddsainak meghatdrozasat is (ez az algoritmus kiter-
jesztése).

Foglaljuk tabldzatba a fenti algoritmus egy-egy sordnak szamait (A4, B, R, K)
az aldbbiak szerint:

A B R(maradsk) K (hanyados)
0. lépés My My M, ko
1. lépés e ky
(n—l.)-e(/lik/ 1épés Mn_l// M, - My kn—1
n-edik 16pés M, M1 0 ky,

Az A, B, R, K oszlopok szamait — az i-edik sorban — jeloljiik a;, b;, r;, k;-vel.

A B R(maradék) K(hényados)
0. lépés ag bo o ko
22 / /
1. 1épés a, by 1 k1

i M
. o n / n/ n
(n+ 1)-edik 1épés  ant1 0 - -
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Vegyiik észre, hogy minden sorban az (a;,b;) = an+1 (= LNKO) azonosak
minden ¢ =0,...,n+ 1 esetén. (Az (n+ 1)-edik sort az egységes jelolés végett
szurtuk csak be.)

Az ax + by = 1 diophantoszi egyenlet vizsgalatanal emlitett 2. kovetkezmény
(Bézout-lemma) miatt minden sorra igaz, hogy az (a;,b;) = a;z; + b;y; egyenletnek
van x;, y; megoldédsa. Specidlisan az (n + 1)-edik sorndl @, 11 = 1, yp+1 = 0.

Megmutatjuk, hogy az i-edik sor x;, y; egyiitthatdi szdrmaztathatdk az (i + 1)-
edik sor egyiitthatoibdl, azaz hatulrdl visszafelé indulva az x,41, Y1 = 1,0 parbdl
kiszdmithaté az xo, yo pér, azaz meghatdrozhatd az (a,b) = ax + by diophantoszi
egyenlet megolddsa.

Tegyiik fel, hogy az (a;41,bi+1) = @i412i+1 +bip1Yit1 egyenlet ;4 1, ;41 meg-
olddsa mér ismert. Ugyanezt az Osszefiiggést az i-edik sorra alkalmazva (a;,b;) =
= a;x; + b;y;. Behelyettesitve a felfelé mutato nyilakkal jelolt egyenloségeket, vala-
mint felhasznalva a sor elemei kézotti belsé dsszefiiggést:

(ai, bz) = ;X + biyi = (k’zbz + 7‘1')561‘ + biyz' = (kiaH_l + bi—i—l)mi + Ai+1Y; =
= ajp1(kizi + yi) + i1 = (@1, big1)-
Az egyiitthaték egyenléségébdl z; 11 = kix; +y; és y;+1 = x;, ahonnan atrende-
zéssel:
Ty = yi-‘rl’
Yi = Tig1 — kivy = 201 — Kiyiga,
vagyis az i-edik sor egyiitthatéi kiszdmithatdk az (i + 1)-edik sor egyiitthat6ibdl,
tehdt az eljaras végén megkapjuk a keresett xg, yo megoldast.

Vegyiik észre, hogy az algoritmus alkalmazasakor sziikségiink van a k; ha-
nyadosokra, melyeket az LNKO meghatdrozasakor veremben kell elhelyezni. Mivel
az ax =1 (mod n) kongruencia megoldasa ekvivalens az axz — ny = 1 diophanto-
szi egyenlet megoldasaval, a fenti eljarassal az a modalis inverzét is meg tudjuk
hatarozni.

A cikk folytatdsa a szeptemberi szamban lesz olvashatd.

Kiss Gabor

Megoldasvazlatok a 2019/5. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1.a) A 2,0,1,9 szdmjegyekbdl az dsszes lehetséges mddon hdromgjegyd ter-
mészetes szamokat képeztink. Szdamitsuk ki annak a valdszinidségét, hogy a képzett
szamok kozil egyet véletlenszerien kivdlasztva, annak szdmjegyei kilonbozok.

(3 pont)
b) Oldjuk meg a [%;w] halmazon a sin(x + 20197) = —% egyenletet. (8 pont)
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Megoldas. a) A képzett szamok elsé szdmjegye héromféle (2, 1 vagy 9),
masodik és harmadik szamjegye négytéle (2, 0, 1, vagy 9) lehet, ezért az Gsszes
lehetdség szdma (az el6bbiek szorzata, azaz) 3 - 4% = 48. A megadott szamjegyekbdl
32 .2 = 18 kiilonboz6 szamjegyekbdl all6 haromjegyti szam képezhetd.

18 3

Ez a kedvez6 esetek szama. fgy a keresett valdszintiség: =%
b) I. megoldds. Az addiciés tétel alapjan:

1

sin - cos(2019 - m) 4 cos x - sin(2019 - w) = —5
sinz-(—=1)+cosz-0= —%. Az egyenletet rendezve: sinx = % Ebbél x = % + 2k,
k € Z,vagy © = %r + 2Im, | € Z. A megadott alaphalmazon csak z = %ﬂ megoldas.
Ellen6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitdsokra hivatkozassal.
I1. megoldds. A szinusz fiiggvény periodicitdsa miatt: sin(x 4+ 10092 -7+ 7) =

— %, sin(z +7) = f%. Az egyenletet z-re megoldva: x + 7 = %r + 2km, k € Z.

Ebbdl (az egyik gyok) z = % + 2k, k € Z. Az egyenletet z-re megoldva:

w+m =" +2n, | € Z. Ebbl (a masik gyok) = = 5T + 2Ir, | € Z. A megadott
alaphalmazon csak = = %ﬂ megoldés.

Elleno6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitasokra hivatkozéssal.
111. megoldds. Az egyenletet z-re megoldva: x + 2019 - = 7—63T + 2km, k € Z.
Ebbél az egyik gyok z = % + 2km, k € Z. Az egyenletet x-re megoldva:

x+2019o7r:11%+217r, leZ.

Ebbdl a masik gyck x = %ﬁ + 2lm, I € Z. A megadott alaphalmazon csak = = s

6

megoldés.
Ellen6rzés behelyettesitéssel, vagy az ekvivalens atalakitasokra hivatkozdssal.
2. A Regéci Var egy 1300 koril épilt vdar, ahol II. Rakdczi Ferenc fejedelem

a gyermekkorat toltétte. Az 1. abran ennek a vdrnak o XIV. szdzadi dllapota
lathato, a 2. abran pedig egy vdzlatos képet lathatunk annak tornydrol.

G
16 m
C
8 m
1. dbra 2. dbra
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A torony az ABCDEFGH téglatestbél és az EFGHJK tetdbdl dall. A tornyot
alkotd téglatest kiilsé6 méretei: AB =16 m, BC =8 m és CG = 16 m.

a) Mekkora az oldalfalak térfogata, ha a fal vastagsdga 2 m és az dsszes faltér-
fogatot az ablakok, ajtdk és l6rések 5%-kal csokkentik? (4 pont)

Tudjuk, hogy az EFGHJK tetdé magassiga 5 méter, és az EJH és FKG
eqyenld szdri hdromszigek sikjai 50°-o0s szoget zarnak be az EFGH sikkal.

b) Mekkora a JK szakasz hossza? (5 pont)

A war 2018-as rekonstrukcidja sordn gimnazistdk tobb napon keresztil segitet-
ték a régészek munkdjdt. A didkok 60%-a dsdsban, 30%-a feltdrdsban, és 45%-a
talicskdzdasban segitett. Egyféle munkdt 29-en végeztek, pontosan kétféle munkafo-
lyamatban a tanulok % része, mindhdromban pedig 7,5%-a vett részt.

¢) Hdny tanuld vett részt dsszesen a munkdlatokban? (8 pont)
Megoldas. a) I. megoldds. Az ABCDEFGH téglatest térfogata:
Vapeperan = 16-8-16 = 2048 (m?).

A bels6 téglatest 12 m hosszii, 4 m széles és 16 m magas, igy ennek térfogata:
Vielss = 12 -4 -16 = 768 (m3)

Az oldalfalak térfogata: V = Vapcprrar — Vielss = 2048 — 768 = 1280 (m?),
melyet az ablakok, ajték és 16rések miatt 5%-kal csokkentve a keresett térfogat
1280 - 0,95 = 1216 m? lesz.

II. megoldds. A hosszabbik oldalfal 16 m hosszi, 16 m magas és 2 m vastag,
igy ennek térfogata: V3 =16 - 16 - 2 = 512 (m?). A rovidebbik oldalfal 4 m hosszt,
16 m magas és 2 m vastag, igy ennek térfogata: Vo =416 -2 = 128 (m?).

Mivel a hosszabbik és a révidebbik oldalfalbdl ketté van, igy a teljes térfogat:
V = (512 + 128) - 2 = 1280 (m3), melyet az ablakok, ajték és 16rések miatt 5%-kal
csokkentve a keresett térfogat 1280 - 0,95 = 1216 m? lesz.

J, K b) Az EFGHJK tet6 magassiga a tetd
K cstcsdbdl az EFGH sikra bocsatott meréle-
ges szakasz. Az FFGHJK tet6 K csucsabdl in-

N\ g dul6é magassagat és az FFKG hiaromszog alaphoz
tartoz6 magassagat behuzva, a teté és az EFGH

sik hajlasszoge a. Az LPK derékszogii harom-
5

szogben: tg 50° = 755, ahonnan LP = tg% (=~ 4,2 m).

E
F P

Mivel a tet6é szimmetrikus, ezért JK = 16 — 2 - ~ 7,61 m hosszu.

_5
tg 50°
¢) I. megoldds. Jelolje x a munkélatokban részt vevé tanulék szamat. Ekkor:
mindharom munkafolyamatban 0,075 z;

pontosan két munkafolyamatban 0,2 x;
pontosan egy munkafolyamatban 29 tanuld vesz részt.

Ebben az esetben tehat az egyenlet: 0,075z + 0,2z + 29 = 2. Ebbdl = = 40.

1I. megoldas. Jelolje x a munkélatokban részt vevo tanuldk szamat. Ha az egyes
munkafolyamatokat Osszegezziik, akkor egyszeresen szamoltuk azokat, akik csak
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egyféle, kétszeresen, akik kétféle, és haromszorosan azokat, akik mindharom tevé-
kenységet végezték.

Ebben az esetben tehat az egyenlet: 1,352 =29+ 2-0,2x 4+ 3 - 0,075 z. Ebbol
x = 40.

3. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlbtlenséget a valds szamok halmazdn.

log, x < log1 (4z) (7 pont)
2

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, ahol x ésy nemnegativ valds szamok.

VE= V=8, }
Ty = 33.

(7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A két logaritmus csak akkor értelmezhetd, ha x > 0.
A két oldalt azonos alapra hozva:

1 4
log, < 108204%).

1
log, 5

A logaritmus azonossiga alapjan: log, x < log, (4x)71. A logaritmusfiiggvény szi-
gori monotonitdsa vagy kolcsonds egyértelmiisége miatt: < -

. . P . 1 " 1 1
Mivel = > 0, igy az egyenlétlenséget rendezve: x? < 7- Ebbdl —5 <2< 3,

mel%let az értelmezési tartomannyal Gsszevetve az egyenlGtlenség megoldashalmaza
J0; 3]

1I. megoldds. A két logaritmus csak akkor értelmezhetd, ha = > 0. A két oldalt
azonos alapra hozva:

1 4
log, x < OgQi(f).
log, 5
A nevezbvel beszorozva: —log, x > logy(4x). A logaritmus azonossiga alapjan:
—logy x > log, 4 4 log, z. Az egyenlétlenséget rendezve: log, z < —1( = log, %)

A logaritmusfiiggvény szigori monotonitdsa vagy kolcsonds egyértelmiisége
miatt: x < %, melyet az értelmezési tartoméannyal Osszevetve az egyenlOtlenség

megoldashalmaza ]0; %] .

b) I. megoldds. Mindkét egyenletet négyzetre emelve:
r— 2/ xy +y = 64,
xy = 1089.

A miésodik egyenletet az elsébe helyettesitve kapjuk, hogy x + y = 130, ahonnan
y = 130 — z. A masodik egyenletb6l y = 130 — x helyettesitéssel: 22 — 1302 + 1089 =
= 0. Ebbdl z1 = 121 és xo = 9, majd visszahelyettesitve y; = 9 és yo = 121.
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Ellen6rzés behelyettesitéssel:
x1 =121 és y; = 9 megoldasa az egyenletnek;
T9 = 9 és ys = 121 nem megoldésa az egyenletnek.

11. megoldas. A gyokvonds azonossaga alapjdn:

f_@ZSa
VT -y = 33.

Az els6 egyenletbél: /y = /x — 8, melyet a mésodik egyenletbe helyettesitve:
z—8y/x—33=0.Ebbdl (Vz), =11és (y/x), = —3. Az egyenlet gydkei: z; = 121
és o = 9, majd visszahelyettesitve y; = 9 és yo = 121.

Ellenoérzés behelyettesitéssel:
r1 = 121 és y; = 9 megolddsa az egyenletnek;
To =9 és yo = 121 nem megoldasa az egyenletnek.

4. A vasuti szaknyelvben drszelvénynek ne-
vezik a szerelvények akaddlytalan dthaladdsd-
hoz sziikséges térnek a wvdagdnyokra merdleges
keresztmetszetét. A nemzetkiozi szabvanyok sze-
rint az Urszelvény jellemzéen 4 m széles és 5 m
magas. Az alakja dltaldban kéveti a szerelvény
alakjat, de az egyszeriség kedvéért ez legyen
most az abran szirkével jelzett téglalap. A vas-

&3l Ut egy olyan hid alatt halad dt, amelynek acél

. S5m  tartoszerkezete parabolaiv alaki. A tartoszerke-

zet belsd ive (az dbrdn vastag fekete vonallal)
@' a sinek szintjén 6 m széles és éppen nem log be
4m

az Urszelvénybe.

a) Milyen magas a hid tartdszerkezete
a belsd twének kozépsd, legmagasabb pontjan?
(8 pont)
A vasutvonal dthalad egy olyan 24 méter hosszu, egyenes alaguton is, amelynek
keresztmetszete parabolaszelet alakiu. A parabolaszeletet a koordindta-rendszerben
megadott

6 m

L
=——2" 438
Y 2$
egyenletd parabola és az x tengely hatdrolja. A koordindta-rendszerben 1 egység

1 métert jelent.

b) Hdiny m?3 kovet kellett kitermelni az alagit épitése kizben? Vilaszunkat
egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)

Megoldas. a) Rogzitsiink gy egy koordindta-rendszert, hogy az x-tengely
a sinek szintje, az y-tengely pedig a parabolaiv szimmetriatengelye legyen. Ekkor

ennek a parabolanak az altaldnos egyenlete: y = 7%79:2 + v.
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Ebben a koordinata-rendszerben a parabolaiv elsé siknegyedbe es6 részén ki
tudunk jelslni két pontot: A(3;0), és B(2;5). Az elébbi két pontot a parabola
altalanos egyenletébe behelyettesitve megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

1

0=——-3%+0,
% +wv
1

5=——-22 1.
% +v

EbbSl v =9 és p = 0,5.

Mivel v éppen a keresett magassag, a tartoszerkezet a bels6 ivének kozépso,
legmagasabb pontjan 9 méter magas.

b) A keresett térfogat a parabolaszelet teriiletének és az alagit hosszénak
a szorzata. A parabola két zérushelye: x1 = —4 és x5 = 4. A kiszamitando T teriilet:

4
T:i/<—;x2+8)dm
—4

A hatdrozott integral értéke:

a? ! 64 64 128
L tsr| = (= +32) - (= —32) = —.
] () (5 w) =

Tehat a kitermelt k& térfogata % 24 = 1024 (m?).

II. rész

5. a) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb, kilonbo- Y
26 szamjegqyekbol dllo 6-jegyl természetes szamot,
amely a 0;1;2;3;4;5 szdmjegyekbdl dll és oszthato
12-vel. (5 pont)

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak hdny részhalma-
za tartalmaz legalabb 1 db pdratlan szamot?
(3 pont) i Z ! ke

¢) Adjuk meg az dbrén ldthatd fiigguény hoz-
zdrendelési szabdlydt, és szamitsuk ki a fiigguény
E(—1;—-4) pontjaban hizott érintdjének meredeksé-
gét. (8 pont) \ /

[=2]

S

e

(=}

Qo

Megoldas. a) Egy tizes szdmrendszerbeli szdm pontosan akkor oszthaté 12-
vel, ha oszthaté 3-mal és 4-gyel is. A képzett szam biztosan oszthaté 3-mal, mert
a szdmjegyek osszege (0+14+2+3+4+5 =)15. A képzett szam csak akkor oszthat6
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4-gyel, ha az utolsé két szdmjegye: 04; 12; 20; 24; 32; 40 vagy 52. A keresett szam
akkor lesz a legkisebb, ha a nagy alaki értéki szamjegyek kis helyiértéken allnak.

(Mivel a szédm nem kezdédhet 0-val), a legkisebb feltételeknek megfelel$ szdm
a 103452.

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak 6sszesen 26 = 64 db részhalmaza van. Azok
a részhalmazok, amelyek nem tartalmaznak pdratlan szamot, a {0;2;4} halmaz
részhalmazai, melyek szama 23 = 8.

A kérdéses részhalmazok szdma: 26 — 23 = 56.

¢) Az abrézolt fiiggvény két részbdl ll: egy masodfokid és egy linedris fiigg-
vénybol. A felfelé nyflé nem nytjtott parabola talppontja (és egyben a fiiggvény
minimuma) a (—3; —8) pont, igy ha z € [-5;0], akkor f(z) = (z +3)> —8. A li-
nedris fiiggvény az y tengelyt a (0;1) pontban metszi, meredeksége 1, tehédt ha
x €]0;4], akkor f(z) = + 1.

A fiiggvény hozzarendelési szabalya:

Fa) = (x+3)°—8, ha xe[-50],
r+1, ha z €]0;4].

Az E-ben htzott érinté meredekségét az f derivaltfliiggvényének az x = —1 helyen
felvett helyettesitési értéke adja meg: f/'(z) =2z + 6, f'(—1) = 4.

6. Tekintsik az a, = n® + 2 sorozatot.

a) Hatdrozzuk meg a lim aL hatdrértéket. Valaszunkat indokoljuk. (2 pont)

n—oo “n
b) Szamitsuk ki az (ay) sorozat elsd szdz tagjdnak dsszegét. (4 pont)
Az (an,) sorozat eqymdst kivetd tagjai segitségével a by, = any1 — an sorozatot
képeztiik.
¢) Igazoljuk, hogy a (by) sorozat szdmtani sorozat. (3 pont)

d) Igazoljuk teljes indukcidval, hogy az (a,) sorozat a; =3 és n > 1 esetén

megadhato az
14 2n —1
Gy = —— | can—
n2—2n+3 !

rekurzidval is. (7 pont)

Megoldas. a) Ha n — oo, akkor n? + 2 is végtelenbe tart. (Mivel a tort
nevezdje végtelenbe tart), ezért

b) A sorozat els§ szaz tagjit osszeadva:
ay+asg+ ... +ape = (17+2)+ (22 +2) +...+ (100> +2) =
a jobb oldalon 1évé Gsszeg tagjait csoportositva:

= (12 4+ 2% 4+ ... +100%) + 2 - 100.
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n(n+1)(2n+1))

A zaréjelben az els6 100 db pozitiv egész szam négyzetének dsszege ( 6

szerepel, ezért a sorozat elsé szaz tagjanak Osszege:

100(100 4 1)(2 - 100 4 1)

6 +2-100 = 338 550.

¢) Azt kell megmutatni, hogy a (b, ) sorozat egymadst kovetd tagjainak kiilonb-
sége allando. A sorozat képzési szabalyaba behelyettesitve:
by = ang1 —ap = [(n+1)> +2] = [(n? +2)] =2n+1,
by —bp1=0C2n+1)—2n—-241) =2,
tehét a sorozat valoban szamtani.

d) Teljes indukciét alkalmazunk. Ha n = 1, akkor az §llitds igaz, mert mindkét
képzési szabalybdl a; = 3.

Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz egy k pozitiv egész szamra, azaz létezik olyan
k szém, amelyre teljesiil, hogy ar_1 = (k — 1)* + 2. Ekkor igazolnunk kell, hogy:

2k — 1 9
ak<1+k2_2k+3)‘ak1k + 2.

Az indukciés feltevés miatt:

B 2% — 1 s o
"o <1+k2—2k+3>'((k_1) 2=

2k —1
=1+ """ ). (k2 =2 =
(+k22k+3> (k* — 2k + 3)

=k?—2%k+34+2%k—1=

=k +2.
7. Az abran egy csaladi hdz fold- 10 m
szintjének alaprajza ldthaté a benne lé- w 5 Il .
V4 z. - s 2 .y 2 . 5 m
v6 hét helyiséggel és az ajtokkal egyiitt. A —

A rajzon feltintettik a foldszint és né-

hany helyiség méretét is. (A foldszinti be- | #

jarati ajto nem szerepel az dbrdn, mert 10 m ¢

a megolddshoz az nem sziikséges.) D E ]
a) A hdzban [évd helyiségeket és

az ajtokat eqy grdffal szemléltethetjiik B 7 G 3,5m

dgy, hogy a grdf csucsai (A,B,C,D,E, \

F,GQ) a helyiségeket jelolik, a grdf két 5 m

csucsa kozott pedig pontosan akkor vezet

€l, ha a két csucsnak megfeleld helyiség kozott van ajto. Rajzoljuk fel a csaladi hdz

foldszintjének grdfjdt (a csicsok azonositdsdval egyiitt), és hatdrozzuk meg a felraj-

zolt grdfban a fokszamok dsszegét. (3 pont)
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A lakds folott a foldszinttel megegyezd méretd padlds, a hdz alapteriiletének
negyede alatt pince is van. A csaldd macskdja a pince padldjan fele olyan szivesen,
a padldason viszont kétszer olyan szivesen van, mint a foldszinten.

b) Mekkora valdszintiséggel fekszik a macska a C jeld szobdban? (8 pont)
¢) Legaldbb hdny €lt kell kitordlni eqy 7 csucsi teljes grdafbol ahhoz, hogy az mdr
ne legyen dsszefiiggd? Allitasunkat igazoljuk. (5 pont)
Megoldés. a) A csalddi héz {6ldszintjének grafja: A
A fokszamok Osszege: 2-4+2-3+3-2 = 20. bl B
F C
E D

b) I. megoldds. A foldszint és a padlds alapteriilete is 100 m?, a pince alap-
teriilete 25 m?. Ezek Gsszege 225 m?.

Ha a macska a foldszinten van, akkor a valdsziniiség 225 - p, ha a padlason,

akkor % 2p, ha a pincében, akkor % 12) A kedvez6 esetek szama: 232 - p.
Az Osszes eset szama:

100 n 100 ot 25 p

225 P 995 225 2

Annak a valésziniisége, hogy a macska a foldszinten van:

100

_ 225 P _
P= 100 100 555 — 0:32.

295 Pt 995 2P+ 555 3

Mivel a C' jelii szoba alapterulete 25 m?, a foldszint alapteriilete 100 m2, igy az ott
tartézkodds valosziniisége: 155 - 0,32 = O 08.

II. megoldds. Jelolje p annak a valészintliségét, hogy a macska a foldszinten
tartozkodik. Ez esetben annak a valdsziniisége, hogy a padlason van 2p, annak
a valdszintiisége, hogy a pincében fekszik %’. Mivel a macska vagy a pincében, vagy
a foldszinten vagy a padlason tartozkodik, ezért az egyes helyeken valé tartézkoda-
sok valdszintiségeinek Gsszege biztosan 1:

P . 8
= 2p=1, ebbbl p=—.
3 +p+2p ebbdl p o5
Mivel a C' jelii szoba alapterulete 25 m?, a foldszint alapteriilete 100 m2, igy az ott
tartozkodas valdszintisége: m 0,32 = 0 08.

¢) 1. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 cstcsu teljes grafbdl a lehetd
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot. Ez egy 7 cstcsu teljes graf esetén
haromféleképpen johet létre: ha az eredeti grafot egy 3 és 4 csicsu teljes grafra
szakitjuk szét, akkor a két graf éleinek szama Gsszesen 9.
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Ha az eredeti grafot egy 2 és 5 csuicsu teljes gréfra szakitjuk szét, akkor a két
graf éleinek szama Gsszesen 11.

Ha az eredeti grafot egy 1 és 6 csuicsu teljes gréafra szakitjuk szét, akkor a két
graf éleinek szama Gsszesen 15.

Igy az eredeti grafbol legalabb 21 — 15 = 6 db 6t kell kitorslni, hogy ne legyen
Osszefiiggd.

II. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 cstcsu teljes grafbdl a lehetd
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot.

Jelolje az egyik részgrafban 1évo csicsok szamat x, ekkor a masik részgrafban
7 — x csucs lesz, igy az egyes részgrafok éleinek szama:

z-(x—1) ‘s (7—:5)-(6—3:).
2 2

A megmaradd élek szama x fiiggvényében:

x-(z71)+(7fx)~(6—x)

5 5 =22 — Tz +21.

e(z) =

Mivel 2 € {1;2;3;4;5;6}, ezért az e fiiggvény akkor maximalis, ha z = 1 vagy = 6
(azaz ha egyetlen izoldlt pont keletkezik).

Igy az eredeti grafbol legalabb 6 db élt kell kitérolni, hogy ne legyen dsszefiiggd.

II1. megoldds. Ha arra toreksziink, hogy egy 7 csicsu teljes grafbdl a lehet6
legkevesebb élt toroljiik ki, akkor az ugy teljesiilhet, ha csak 2 részgrafra, — amelyek
teljes grafok —, szakitjuk szét az eredeti grafot.

Jelolje az egyik részgrafban 1évo csicsok szamét z, ekkor a masik részgraf-
ban 7 — x csics lesz. Mivel minden cstcs minden csticesal 6ssze van kotve a teljes
grafban, ezért az x csucsu részgraf mindegyik cstucsabdl a masik részgrafba ve-
zet6 mindegyik élt ki kell torolni, ezért a kitérlendo élek szama x fiiggvényében
k(z) = —22 + Tx.

Mivel x € {1;2;3;4;5; 6}, ezért az k fiiggvény akkor minimélis, ha x = 1 vagy
x = 6 (azaz ha egyetlen izolalt pont keletkezik).

Igy az eredeti grafbol legalabb 6 db élt kell kitérolni, hogy ne legyen dsszefiiggd.

8. Az aldbbi tablazat hazdank napsiitéses ordinak dtlagos mennyiségét mutatja
oraban mérve az egyes évszakokban.

Tavasz | Nyar Osz | Tél
575,2 | 845,7 | 403 | 180,1

a) Hatdrozzuk meg a napsiitéses ordk mennyiségének dtlagdt és szordsdt.
(4 pont)
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Az abrédn ldthaté mapora egy magyar
varosban taldlhaté. A napdra mutatdjanak
hossza 60 cm, északi iranyba dll és a vizszin-
tes talapzattal 60°-0s szdget zdr be. A tavaszi
nap-€j egyenldéség idején (2018. mdrcius 20-
dn) a Nap delelési magassdga 42° volt. A Nap
delelési magassagdn a Nap irdnydba mutatd
félegyenesnek a vizszintessel bezdrt szogét ért-
Jlik.

b) Milyen hosszi volt ekkor a napdra mutatdjdnak drnyéka a vizszintes alapla-
pon? (5 pont)

A napora feliletének koszoloddsdt ugy szeretnék csokkenteni, hogy talapzatra
helyezik a napordt. A talapzat egy olyan téglatest alaki betontomb, amelynek fedd-
lapjat és oldallapjait 2 cm vastag mdrvinylappal boritjik be. A mdrvdinnyal bebori-
tott betontomb alaplapja 1 m oldalhosszisdagu négyzet, magassiga 80 cm. A mdr-
vdanybevonat készitése kézben a megudsdrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz.

¢) Mennyibe keriil a betontomb beboritdsdhoz szikséges mdrvdny, ha 1 m® 2 cm
vastag mdrvanylap dra 540000 Ft? Vilaszunkat tizezer forintra kerekitve adjuk
meg. (7 pont)

Megoldés. a) A napsiitéses 6rik atlaga:

575,24 845, 7 + 403 4 180,1
g = 224+ 8%, 4+ 0L 50 (6ra).

A napsiitéses érak szorasa:

. ~ 243,36 (6ra).

b) A feladat megértését titkrozé dbra: C

o \/(74,2)2 + 344,72 + (—98)% + (—320,9)°

60 cm (napsugdr)

A (feddlap) B

Az ABC<« = 8 = 42°, igy a hdromszog C csticsanal 1év6 v szoge 78°. Az ABC
hiromszogben a szinusztétel alapjan:
sin78°  AB
sin42° 60
ahonnan AB = 87,71 cm.

¢) I. megoldds. A betonnal kiontésre keriild test egy négyzet alapi hasdb,
melynek alapéle 0,96 m, magassdga 0,78 m. A betonnal kiontott rész térfogata:

Vi, = 0,96 - 0,96 - 0,78 (=~ 0,72 m?).
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A talapzat térfogata:
Vi=1-1-08 (=0,8m?).

A talapzatba beépitésre keriilé marvany térfogata:

Vin = Vi — Vi, ~ 0,08 m3.
Mivel a vasarolt mennyiség 10%-a hulladék lesz, ezért a beépitésre keriil§ térfogat
a vdsdrolt mennyiség 90%-a, ezért a vésdrolt marvdny térfogata:

100
= *Vm = U, 3~
V 90 V 0,09 m

A marvanyboritds ara kb. 50 000 Ft.

1I. megoldds. A marvanyboritas teriiletét megkapjuk, ha a fedélap teriiletéhez
hozzdadjuk a két-két egyforma oldallap teriiletét. A fedélap élei 1 méter hosszuak,
az egyik oldallap élei 1 m és 0,78 m, a szomszédos oldallap élei 0,96 m és 0,78 m
hosszusaguak.

A=1-142-1-0,78+2-0,96-0,78 ~ 4,06 m>.
(A mdrvénylapok térfogata:)
V ~ 4,06 - 0,02 ~ 0,08 m®.

Mivel a vésédrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz, ezért a beépitésre keriils térfogat
a vaséarolt mennyiség 90%-a, ezért a vasarolt marvany térfogata:

100 5
V=55 Ve~ 0,09 .

A marvanyboritas ara kb. 50 000 Ft.

9. Az aldabbi tabldzatban a gyorshajtas miatt bekdovetkezett haldlos koziti bal-
esetek szama lathato a Nyugat-Dundntilon 2010-t61 2018-ig a megadott iddszakban.

Haldlos kézuti balesetek szdma 2010-t6l 2018-ig 01.01-t61 02.28-ig (Nyugat-Dundnitiil)

Ev 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Balesetek szama 9 8 12 7 18 14 15 12 8

a) Hatdrozzuk meg a balesetek szdmdnak medidnjdt és terjedelmét. (3 pont)

Hazankban a rendorség rendszamtdbla alapjin azonositja a gyorshajtokat. Eqgy
sebességmeérés alkalmdval az uttesten szabdalyosan kozlekedd autds éppen szemben
van a meérést végzo készilékkel, amit VEDA-nak hivnak. A 6,5 m magas dllvdny-
ra szerelt sebességmérd berendezésbdl 15°-os lehajldsi szogben érkezik az tttestre
a lézernyalab.

(A lézernyaldb szélességétdl az egyszeriiség kedvéért most tekintsink el.)
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Vi

b) Erzékeli-e a sebességmérd berendezés az ebben a pillanatban a P ponttol
40 m tdvolsdgban az uttest kozepén a VEDA iranyaba kozlekedd személyautot?
(4 pont)
Egy biztosito honlapjan a kévetkezdket olvashatjuk:

»Az autébiztositassal rendelkezd tigyfeleink 65 szazalékat férfiak, 35 szazalékat
nok teszik ki. Balesetek szempontjabdl a férfiak a karokozok 69 szazalékdt teszik
ki. Ugy tiinik, a holgyek biztonsigosabban vezetnek, ugyanis a kérokozék korében
csak 31 szazalékos az ardanyuk.”

¢) Vizsgdljuk meg, hogy (a leirtak alapjan) az alabbi két esemény kozil melyik-
nek nagyobb a valdszinisége. (9 pont)
I. Ha holgy vezeti az autot, akkor ¢ okozza a balesetet.

II. Ha férfi vezeti az autot, akkor & okozza a balesetet.

Megoldas. a) A medidn: 12, a terjedelem: 11.

B b) Készitsiink dbrdt.
Az ABC' derékszogii hdromszogben:
6,5 m 6,5 6,5
tg 15° = A,C’ ahonnan AC = v ’150 ~ 24,26 m.
C. 15 A Tehat a sebességmérd berendezés 40 m tavolsag-

bol nem érzékeli a személyautot.
c) Jelolje A azt az eseményt, hogy a biztositott iigyfél férfi, B azt, hogy né,
C' pedig azt, hogy baleset torténik. Ekkor a feladat szovege alapjan: P(A) = 0,65;
P(B) =0,35 és P(C) = p.

Annak a valdsziniisége, hogy ha baleset torténik, akkor azt né okozza:

P(B|C) =0,31.

Annak a valdszinlisége, hogy ha baleset torténik, akkor azt férfi okozza:
P(A|C) =0,69.

(A feltételes valosziniiség definicidja alapjdn:)

P(BC) P(AC)
(BIO) = 5 (4i0) = S5

ahonnan P(BC') = 0,31p és P(AC) = 0,69p.
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Annak a valdszintiisége, hogy ha n6 vezeti az autét, akkor 6 okozza a balesetet:

0,31p
P(C|B) = 035 0,89p.

Annak a valdszintisége, hogy ha férfi vezeti az autot, akkor 6 okozza a balesetet:

0,69p
0,65

P(Cl|A) = ~ 1,06p.
Mivel P(C|B) < P(C|A), igy a II. esemény bekovetkezésének valdsziniisége na-

gyobb.
Varga Péter

Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1497. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

Ty = %2,
Tz =1y,
Yz = .

I. megoldas. Jelolje az els6 egyenletet (1), a méasodikat (2), a harmadikat
pedig (3). A (3)-at az (1)-be beirva adédik, hogy yz -y = z. Ha z # 0, akkor mindkét
oldalt z-vel osztva ebbél y? = 1 kovetkezik.

1. eset. y = 1. Ekkor (1) alapjan = = z, és igy (2)-bél 2% = 1.

Ha x = 1, akkor (1) miatt z=1-1= 1. Ha « = —1, akkor szintén (1) alapjin
z=—-1-1=-1.

2. eset. y= —1. Ekkor (1)-b8l —z = z, és gy (2) miatt —2? = —1, vagyis
2?2 =1.

Ha z =1, akkor (1) miatt z =1-—1= —1. Ha pedig = —1, akkor szintén
(1) alapjén z = —1- -1 =1.

Végiil, ha z = 0, akkor (2) miatt y = 0, (3) miatt pedig z = 0.

A megoldasok tehét: x| 1] -1 11-11]0
y |1 1|-1]-11]0
z| 1] —-1|-1 110

Selmi Balint (Pécsi Ledwey Klara Gimn., 10. évf.)
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II. megoldés. Konnyen ldthatd, hogy ha x, y, z megoldas, akkor |z|, |y|, |z| is
megoldés. Az is vildgos, hogy ha valamelyik ismeretlen értéke 0, akkor a tobbié is; pl.
x =0esetén y = xz = 0 = zy = z. A pozitiv megoldasokat keresve szorozzuk 6ssze
a harom egyenletet; kapjuk, hogy (xy)(x2)(yz) = 2y, azaz (vyz)? = xyz, ezért
ilyenkor zyz = 1. Az altaldnossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy x > y > z. Ekkor
viszont z > 1 > z miatt z = yz < y, igy * = y. Hasonlbéan z = zy > y szerint y = z,
tehat x =y = z = 1 az egyetlen pozitiv megoldds. A t6bbi nemnulla megoldés ettél
elojelekben kiilonbozhet csak, mégpedig gy, hogy az egyik ismeretlen 1, a masik
ketto pedig —1.

Megjegyzések. 1. Tébben — a netes megoldashoz hasonléan — a hdrom egyenletet
osszeszorozték, és az gy kapott (zyz)? = zyz egyenletbdl jutottak eredményre. Sokan
pedig a szimmetridt kihasznalva az x = +1, y = £1 és z = £1 lehetdségeket vizsgaltédk,
az eseteket leszilikitve annak segitségével, hogy csak paros darab negativ szdm lehet
a valtozok kozott.

2. Nagyon sokan gy osztottak valamelyik véltozéval, hogy nem kototték ki, hogy
az nem lehet 0. Koziiliik legtobben igy nem kaptak meg az x = y = 2 = 0 megoldést, sokan
pedig csak gy odairtdk, hogy az is megoldds. Tobben csak egész szamokra oldottdk meg
a feladatot, holott ez nem volt benne a feladat szovegében.

328 dolgozat érkezett. 5 pontos 123, 4 pontos 33, 3 pontos 54, 2 pontos 29, 1 pontos 45,
0 pontos 30 dolgozat. Nem versenyszert 4, nem szamitunk a versenybe 10 dolgozatot.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4984. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész x szamhoz taldlhato olyan
pozitiv egész y, amelyre x® +y> + 1 oszthaté az x +y + 1 szdmmal. Van-e olyan
pozitiv egész x, amelyhez végtelen sok ilyen tulajdonsdgu y létezik?

(4 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)

I. megoldéas. Az x = 1-re nyilvan y = 1 megfelel6. Ha x > 1 és paratlan, akkor
legyen y = x — 1; ekkor

r+y+1=20|2°-3@z-e=2"+(@@-1 +1=2"+4>+1.
Végiil, ha x péros, akkor legyen y = = + 1. Ekkor

r4+y+l=z+(z+1)+1=
=2x+1) | (z+1)222 +2+2)=223+322+3z+2=
=B+ (r+1)° +1=a3+ 93+ 1
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Legyen ezutan x tetszoleges pozitiv egész. Mivel
By tl=@+y+ )P @+)y+(@+1)%) 23 +1— (z+1)%

azért x+y+1 |2+ +Lesetén z+y—+1| 23 +1— (z + 1)°. Az utébbi egész szdm
semmilyen pozitiv egész z-re nem lehet 0 (hiszen két szomszédos pozitiv kobszam
kiilonbsége nagyobb, mint 1), ezért csak véges sok osztéja van. Tehdt nincs olyan
pozitiv egész x, amelyhez végtelen sok megfelel6 y tartozna.

Csertdn Andrds (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 12. évf.)

I1. megoldéas. Az a® + b® = (a + b)(a? — ab + b?) azonossag miatt
@+ 4yl (@+1)°+4° = (@®+4°+1) + (32 + 32).

fgy y pontosan akkor teljesiti a feladat feltételét, ha 322 + 3z = 3x(x + 1) oszthaté
x + y + 1-gyel. Ez pedig teljesiil, ha y = 2x — 1, hiszen akkor

r+y+1=3z|3z(x+1).

Az is 14tszik, hogy a 0-tdl kiilonb6z6 3z (x 4 1)-nek csak véges sok osztéja van, ezért
x4+ vy + 1 csak véges sok megfelelo értéket vehet fel, tehat y is.

Ajtai Boglarka (Miskole, Féldes F. Gimn., 12. évf.)
Megjegyzés. Hasznéljuk fel az 2® +y® +1 = (z +y+1)(2* —zy —x +9*> —y+1) + 32y

azonossagot. A feladat feltétele ekkor = +y + 1| 3zy. A véges sok megfelels tulajdon-
ségi y 1étezése abbdl is kivetkezik, hogy ha (adott z mellett) y > 32 4 22 — 1, akkor

3zy > 3zy—y+32° +20—1 = (z+y+1)(3z— 1) szerint x—izil > 3z — 1, masrészt a nyil-
p . s n , ) . 3xy e 3xy
vanvaldan teljestilé y < x + y + 1 egyenl6tlenség miatt tyLl < 3zx. lgy ilyenkor Tty

két szomszédos egész szam kozé esik, tehat nem lehet egész.

Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

95 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 26, 2 pontos 2, 1 pontos 2, 0 pontos
4 dolgozat.

B. 4987. Az ABC hegyesszogii, nem eqyenld szdri hdromszig korilirt korének
kozéppontja O, magassagpontja pedig M, az A csicsbdl induld magassdg talppont-
ja D, az AB oldal felezépontja F. Az F pontbdl kiindulé és az M ponton dtmend
félegyenes az ABC' hdromszig korilirt korét a G-ben metszi.

a) Bizonyitsuk be, hogy az A, F, D, és G pontok egy kiron vannak.

b) Jeldljiik a fenti kir kézéppontjat K-val, a CM szakasz felez8pontjat E-vel.
Igazoljuk, hogy EK = OK.

(5 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)
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Megoldas. a) Legyenek I és H rend-
re az M pont tiikkorképei az F és D
pontokra. Kozismert, hogy ekkor I és H
rajta vannak az ABC héaromszog koré
irt koron. A hurtétel szerint IM - MG =
=HM - MA (az M pontnak az ABC hé-
romszog koriilirt korére vonatkozo hatva-
nya), ezért

2FM - MG = 2DM - MA,

vagyis FM-MG =DM -MA. Ebbédl
a hurtétel megforditasa miatt kovetkezik,
hogy AF DG hurnégyszog.

b) F-re kozéppontosan tiikrozve az AMF hiromszoget a BIF hiromszoget
kapjuk, igy DAB< = MAF<x=IBF<=IBA<«. fgy IBCq=1BA<+ ABC«q =
= DAB<+ ABD =90°. Tehat IC az AIBHCG kor atméréje a Thalész-tétel
megforditasa miatt, vagyis O felezi IC-t. Ekkor a Thalész-tétel szerint IGC't = 90°,
ezért MGC< =90°, és ezzel — ismét a Thalesz-tétel megforditasat alkalmazva —
kapjuk, hogy G rajta van az MC atmér6jii koron, melynek koézéppontja E. fgy
EM = EG = EC. AZ OEF az MIC haromszog kozépvonal-haromszoge, ugyanis
O felezi az IC, E az MC, F pedig az M I szakaszt. Ezért OF || IM || FG, tovabba
OF = EM = EG. Tehat OEGF trapéz, melynek szarai egyenl6 hossziak, vagyis
hirtrapéz. Igy F'G felez6merdlegese megegyezik OF felezbmerdlegesével, hiszen ez
a trapéz szimmetriatengelye. Mivel K az AF DG kor kézéppontja, rajta kell lennie
FG felezémerolegesén, ekkor viszont rajta van OF felezomerdlegesén is. Ez pedig
ekvivalens azzal, hogy FK = OK.

Weisz Mdté (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 23 versenyzé: Baski Bence, Beke Csongor,
Csaplar Viktor, Csertan Andrds, Dobdk Daniel, Fekete Richard, Fiilop Anna Técia,
Héamori Janka, Hegediis Daniel, Janosik Aron, Kerekes Anna, Kovdcs Tamés, Miétravolgyi
Bence, Nguyen Bich Diep, Rareg Polenciuc, Snehansu Bhowmick, Szabé David, Télos
Zoltan, Tiderenczl Déniel, Téth Baldzs, Velich Nora, Weisz Maté, Zsigri Balint. 4 pontos 2,
3 pontos 1, 0 pontos 7 dolgozat.

B. 4988. Egy (m +2) x (n+ 2)-es tabldzatnak levdgjuk a négy darab 1 x 1
méretd ,sarkat”. Az igy kapott csonka tablazat elséd és utolsd sordnak, illetve elsd
és utolsé oszlopanak minden mezdjére egy-egy (tetszdleges) valds szdmot trunk.

Igazoljuk, hogy a tdbldzat maradék m X n-es ,belseje” egyértelmien kitolthetd
valds szamokkal gy, hogy minden ide esd szdm megegyezzen a négy szomszédjanak
dtlagdval.

(6 pont) (Irdni feladat)
Megoldas. Elészor is vegyiik észre, hogy ha egy megfelelo kitoltés esetén a tab-

lazat minden elemét (a ,sz816t”, azaz az elsé és utolsé sort és oszlopot is) megszo-
rozzuk egy konstanssal, akkor az igy kapott tablazat is teljesiti a feladat feltételét
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(azaz minden bels6 szdm a négy szomszédja dtlaga). Valamint két megfeleld kitoltés
Osszege is megfeleld kitoltés (az Osszegzést itt is elvégezve a tébldzat szélén is).

Midsodszor azt latjuk be, hogy barmely megfelel6 kitoltés esetében a legna-
gyobb abszolut értékii tag csak a tdblazat szélén szerepelhet — kivéve, ha a tablazat
minden tagja azonos (beleértve a széleket is). Tegyiik fel, hogy a tdblazat belsejé-
ben van egy érték, mely a legnagyobb abszoltit értékkel rendelkezik. Ez a szam csak
ugy lehet a négy szomszédja atlaga, ha mind a négy szam megegyezik vele. Ugyan-
ez igaz erre a négy szomszédra, azok Osszesen 8 darab (hacsak nem értiink mar ki
a szélre) szomszédjara, és igy tovdbb, mindegyik érintett szambdl minden irdnyban
tovabbhaladva, egészen addig, amig a teljes tdblazatot le nem fedtik, a szélekkel
egyiitt. Tehdt ugyanaz az érték szerepel mindenhol (a széleket is beleértve).

A fentiekbdl az is 1atszik, hogy egyetlen megoldds lehet a szélek adott kitoltése
esetén, hiszen ha lenne két megoldas, akkor ezek kiilonbségére is teljesiilne a feladat
kovetelménye, viszont a kiilonbségnél a széleken csupa nulla van. fgy ennél nagyobb
abszolut értékil szam nem szerepelhet a tablazatban, azaz a kiilonbség minden
szama nulla, vagyis a két kitoltés azonos.

Végiil azt latjuk be, hogy mindig létezik megfeleld kitoltés. Ezt egy viszonylag
egyszeri esetre latjuk be, amikor a tabldzat szélének egyetlen tagja nem nulla, és
ez a tag pont 1. Ha ezt belattuk, akkor ezen tablazatok linedris kombinaciéja a szé-
lek tetszoleges kitoltését megadja, igy az ilyen specidlis tablazatok megolddsainak
fentivel azonos linedris kombinacidja kiadja a megoldést a szélek adott kitoltésére
az els6 pontban beldtottak miatt.

Ehhez tegyiik azt, hogy el6szor a tablazat belsejébe csupa nullat {runk, ez lesz
az Ai tablazat. A mésodik 1épésben minden bels6 mezébe a négy szomszédja at-
lagdt frjuk (a széleken 16v§ értékeket természetesen nem véltoztatjuk); igy kapjuk
az As téblazatot. Ugyanezt a 1épést ismételgetve kapjuk az Az, A4 stb. tablaza-
tokat. Az elsé 1épésben egyetlen szdm értéke fog valtozni, a szélen 1évo 1-es érték
szomszédja 0-rdl All—re no, az Gsszes tobbi érték marad 0. Teljes indukcidval latszik,
hogy egy 1épés sordn a tdblizat egyetlen értéke sem csokkenhet (hiszen az el6-
76 lépésben sem csokkent egyetlen érték sem, és nem kisebb szamok atlaga sem
lesz kisebb a kordbbi dtlagndl). Azt is tudjuk, hogy ezen tabldzatok egyetlen belsd
szdménak értéke sem lehet soha 1, vagy anndl tobb (a megoldds mésodik pont-
ja miatt). Azaz az egymds utdni tabldzatok minden adott helyen 1év§ értéke egy
monoton névé, korldtos sorozatot alkot, ami igy konvergens lesz. Es mivel a ha-
tarértékek atlaga megegyezik az dtlag hatarértékével, igy az Ay, As, ... tablazatok
hatarértéke a specialis feladat megoldéasa lesz.

Ezzel bebizonyitottuk az utolsé bizonyitando allitast, tehat a feladat allitasat
is igazoltuk.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A megoldds mindkét része erésen tdmaszkodik a valds szamok rendez-
het8ségére (és a rendezés teljességére). Mivel a feladat kovetelménye csupdn a szdmokkal
végzend6 alapmiiveletekrodl szdl, jogosan vetddik fel a kérdés, vajon érvényben marad-e
valami a feladat allitasdbdl, ha a valds szamok helyett egy nem rendezhet6 test elemeivel
toltjiik ki a tablazatot.
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Ha valds szamok helyett komplex szamok szerepelnek, akkor a beirt szamok valds
és képzetes részeivel kapott tablazatokra kiilon-kiilon alkalmazhaté a valds esetre adott
bizonyitas, igy ebben az esetben a feladat mindkét allitasa igaz marad. Mésodik prébal-
kozasként tekintsiik a hdromelem® 7= {0, 1,2} testet a modulo 3 &sszeadds és szorzés
miiveletével. Mivel T-ben 3 =141+ 1 =0, itt négy szam atlaga a szamok Osszegével
egyenld. Tekintsiik itt a levagott sarki 4 x 3-as tdblazatot, aminek széls6 soraiban és osz-
lopaiban minden mez&be nulldt irtunk. A belsé két mez6 mindegyikébe szintén nullat irva
megfelel6 kitoltést kapunk, de megfelel az a kitoltés is, ha a két bels6 mezébe 1-es keriil:
ezek mindegyikének hiarom 0 és egy 1-es szomszédja van, amelyek dtlaga e szamok Ossze-
ge: 0+0+0+1=1; igy ez is egy megfelel6 kitoltés, tehat az egyértelmiiség ekkor nem
teljesiil.

Tovabbra is 4 x 3-as tdblazatot és a T test elemeit haszndlva irjunk az elsé (kiils6) sor
iires mezdjébe 1-et, a tobbi szé1s6 sor és oszlop mezdibe pedig nulldkat. A kozépsé (belsd)
oszlop két mezdjébe (az l-es ald) frandé értékeket jeldlje rendre z és y. Az x szomszédai
0,1,0ésylévén x =0+ 1+ 04y = 1 + y sziitkséges. Hasonléan, y szomszédai 0, x, 0 és
01évén y = 04 = + 0 4 0 = z-nek is teljesiilnie kellene, ezekbdl viszont x =14+y =14z
kovetkezik, ami ellentmondés. Tehat ebben az esetben a tabldzatnak nem létezik a feladat
kovetelményeinek megfelel6 kitoltése.

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 3 versenyz6: Sebestyén Pal Botond, Téth
Balazs, Weisz Maté. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 3 pontos 6, 2 pontos 3, 1 pontos 10,
0 pontos 1 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1546-1552.)

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1546. Oldjuk meg az egész szamparok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

(x —8)(x — 10) = 2Y.
(Amerikai versenyfeladat)

C. 1547. Az ABCDEF szabélyos hatszog EF oldalanak felezépontjat je-
16lje K. Adjuk meg az ABCD torottvonalon azt az L pontot, melyre az AKL
haromszog teriilete egyenld a hatszog teriiletének % részével.

Bakos Tibor feladata nyoman

Feladatok mindenkinek

C. 1548. Anna gondol egy 3 X 3-as négyzet néhany mezdjére. Ezutdn meg-
mondja Balintnak minden sorrdl és oszloprdl, hogy hény mez6 szerepel benne
az altala gondoltak koziil. Hanyféleképpen tud Anna gy gondolni, hogy az altala
adott informéciokbdl Balint ne taldlhassa ki egyértelmiien, melyek voltak a gondolt
mezOk?
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C. 1549. Az AB szakasz felezépontja legyen F', tovabba legyen az AF sza-
kasz egy tetszOleges pontja Z. F-ben merdlegest dllitunk AB-re és felmérjiik ra
az FX = FA tavolsdgot. B-ben is merdlegest allitunk AB-re és felmérjiik ra
a BY = AZ tavolsagot gy, hogy X és Y az AB egyenesének egyazon oldalan
legyenek. Mekkora lehet az X ZY szog?

Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)

C. 1550. Oldjuk meg az
n-(U1+2143+...+nl)=(n+1)!
egyenletet a pozitiv egész szdmok halmazan.

Feladatok 11. évfolyamtoél

C. 1551. Adott az ABC haromszog, melyrdl a kovetkezdket tudjuk: AD és
BE silyvonaldnak hossza 3 cm, illetve 6 cm, a hdromszog teriilete pedig 3v/15 cm?.

Hatarozzuk meg a harmadik sulyvonal hosszat, ha tudjuk, hogy ez a masik kett6t6l
kiilonbozik.

C. 1552. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a <1 és 0 < b < 1, akkor

2ab 2ab
> 1.

log, —— - log, —— >
08— - log, ——

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

A B pontversenyben kititizott feladatok
(5030-5037.)

B. 5030. Mutassuk meg, hogy minden 1-nél nagyobb egész felirhaté 1-nél
nagyobb, 2P - 39 alakd szamok Gsszegeként tgy, hogy az Gsszegnek nincs két olyan
tagja, melyek egyike a masiknak osztéja. (Példdul 23 =9 +8+ 6, 11 =9 + 2 vagy

12 =12))
(4 pont) Erdés Pdl feladata
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B. 5031. Az ABCD paralelogramma AD oldaldnak D-n tuli meghosszabbi-
tésan vegyiik fel az F' pontot. A BF szakasz a CD oldalt a G, az AC atlét pedig
az F pontban metszi. Mutassuk meg, hogy

ERNE NS
BE BG BF’
(3 pont)

B. 5032. Mi a mértani helye egy egyenld szari haromszog belsejében azoknak
a pontoknak, amelyeknek a szaraktél mért tavolsagaik mértani kozepe az alaptdl
mért tavolsaggal egyenl6?

(4 pont)
n+1
B. 5033. Az ( 2 ) darab a1,1,01,25---,A1,n,021,02.2,---,02 n—15+--, Ak 15+ -,
Ak nt1—k,- - -, 0n,1 Szamot n-edrendi forditott Pascal-piramisnak hivjuk, ha tetsz6-

leges 2<k<n é 1<j<n+1—Fk esetén ay; = ar—1; + ax—1,+1. Bgy példa
3-adrendii forditott Pascal-piramisra:

as 1 = 2
azy =1 azo =1
aig = —2 ai2 =3 ar3 = —2
Jelentse sy, a piramis k-adik sordban 1év6 szamok Gsszegét, azaz
Sk =ak1 +ag2+ ...+ Ak nt1—k-

Egy piramis jelvéalté a k-adik (k > 1) sordban, ha sp_1 - sx < 0. Adott n esetén
legfeljebb mekkora lehet a k értéke, ha egy n-edrendli piramis jelvalté a 2.,3.,...,
k-adik sordban, de a (k 4 1)-edik sordban mar nem? (A fenti példdban k = 2, mert
$1+82=-2<0,de mér sy-s3 =4>0.)

(5 pont)

B. 5034. Bizonyitandd, hogy ha egy konvex négyszog szogei a, 3, v, 0§, és
egyik sem derékszog, akkor

tga+tgB+tgy+tgd =tga- -tgf-tgy-tgd(ctga + ctg S+ ctgy + ctgd).
(3 pont) Surdnyi Jdnos feladata

B. 5035. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 8 cstcsu teljes graf éleit kiszinezziik
két szinnel, akkor tobb, mint

(n—5)"
64
egyszind, négy hosszi kor keletkezik.
(6 pont) Pdlfi Mdté (Budapest) javaslata nyomén
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B. 5036. Az M pontbdl két érintét hiuztunk egy O kozépponti derékszogii
hiperboldhoz. Az egyik érint6 a hiperbola egyik aszimptotdjat a P, a masik érinté
a masik aszimptotat a () pontban metszi. Igazoljuk, hogy az OM egyenes felezi
a P(Q) szakaszt.

(5 pont)

B. 5037. Adott egy P poliéder. A P-t feldaraboljuk a P, ..., Py poliéderekre,
valamint a @1, ..., Q, poliéderekre is gy, hogy minden ¢ =1,...,k esetén a P;
és (Q; poliéderek egybevagdak. Mutassuk meg, hogy kijelolhetiink P belsejében
néhany pontot Ggy, hogy minden ¢ = 1,..., k esetén a P; és (Q; poliéderek belsejébe
ugyanannyi (legaldbb egy) pont esik. (Minden poliéder helyzete rogzitett a térben.)

(6 pont)

L1

Bekiildési hataridé: 2019. juinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(752-754.)

A. 752. Legyenek k, s és n pozitiv egész szamok tugy, hogy s < (2k + 1)2,
és legyen R a sik azon (x,y) rdcspontjainak halmaza, amelyre 1< z,y <n.
Az R pontracson a kovetkezo eljarast végezziik el. Kezdetben R egy pontjat zold-
re, a tobbi pontjat fehérre szinezziik. Ezutan minden 1épésben kivalasztunk egy
2k x 2k récspontbdl all6 S négyzetet, amelynek kézéppontja zold, és legalabb s fe-
hér pontot tartalmaz, majd az S-beli fehér pontok koziil valamelyik s pont szinét
zoldre véltoztatjuk. Ezt a 1épést addig ismételgetjiik, amig csak taldlhaté megfelels
S négyzet.

Azt mondjuk, hogy az s szdm k-ritka, ha létezik olyan C' pozitiv valés szam,
hogy barmely n, barmely kiindulé zold pont, és a fenti lépések barmely szabdlyos
sorozata utan a zold pontok szdma nem lehet nagyobb, mint C'n.

Fejezziik ki a legkisebb k-ritka egész s szamot k fliggvényében.

Javasolta: Nikolai Beluhov (Sztara Zagora, Bulgaria)

A. 753. Legyen a egész szam, és legyen p az a® + a? — 4a + 1 egy primosztéja.
Mutassuk meg, hogy van olyan b egész szdm, amelyre p = b® (mod 13).
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A. 754. Legyen P az ABC hegyesszogli haromszog belsé pontja, és legyen @
a P izogondlis konjugéltja. Legyen L, M és N a koriilirt kor rovidebbik BC, C A,
illetve AB {vének felezOpontja. Legyen X 4 az LQ) félegyenes és a PBC kor metszés-
pontja, Xp az M@ félegyenes és a PC'A kor metszéspontja, és X¢ az NQ félegyenes
és a PAB kor metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy a P, X4, Xp és X pontok
egy koron vannak vagy egybeesnek.

Javasolta: Gustavo Cruz (Sao Paulo)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: KoMalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 484. A Hanoi tornyai nevii jaték rendkiviil egyszerii. Hairom ruddal és N da-
rab kiilonb6z6 méreti koronggal jatszhatd. Kezdetben az egyik ridon N korong
helyezkedik el, alul a legnagyobb, majd folotte rendre a kisebbek. Ekkor a masik
két rud iires. A jaték szabalyai szerint az egyik radrél egy masikra kell atrakni
a korongokat ugy, hogy minden lépésben egy korongot lehet attenni, de nagyobb
korong nem tehet6 kisebb korongra.

Peti is elkezdte jatszani a jatékot, de nem ért a végére. A jatékot egy ilyen
allapotban talaljuk meg. Készitsiink programot, amely megad egy lehetséges 1épés-
sorozatot, amellyel ez az dllapot eléallithato.

A program standard bemenetének els§ soraban annak a ridnak a sorszdama
szerepel, amelyen kezdetben az 6sszes korong volt. A kdvetkezd sorban hdarom szdm,
az egyes rudakon talalhat6 korongok szdma van. A kdvetkezd harom sorban az adott
riudon talalhaté korongok mérete szerepel csokkend sorrendben. A kimenet elsd
sora egyetlen szamot tartalmaz, az allapot eléréséhez sziikséges 1épések L szamat.
A kovetkez6 L sor mindegyikében két szam taldlhatd, egymadstél pontosan egy
szokozzel elvdlasztva. Az els§ szam megadja a rudat amelyrdl, a masodik pedig
azt a rudat, amelyre atkeriil a felsé korong. Feltételezhetjiik, hogy Peti legfeljebb
10 koronggal jatszik.

Példa bemenet Példa kimenet
(a / jel sortorést helyettesit)

2 6
220 21/23/13/21/32/31
32/41/
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Bekiildendo egy i484.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
a hozza kapcsolodd dokumentacié. Utdbbi a problémamegoldas 1ényeges elemeire
vilagit ra, valamint tartalmazza, hogy a forrasallomany melyik fejleszté kornyezet-
ben fordithaté.

1. 485 (E) Magyarorszag nagyobb kozuti, vasuti, jelentésebb gyalogos és
kerékparos hidjainak, volgyhidjainak adatai allnak rendelkezésiinkre a hidak.txt,
kapcsolo.txt, funkcio.txt, hely.txt és a telepules.txt dlloményokban. Az alloményok
tabuldtorral tagolt, UTF-8 koédolasu szovegfijlok, az elsé sorok a mezoneveket
tartalmazzak.

1. Készitsiink 1j adatbazist 1485 néven. A mellékelt adatallomanyokat importal-
juk az adatbazisba a forrasédllomanyokkal azonos néven. Vegyiik figyelembe,
hogy tobb hidnak nem minden adata ismert.

2. Beolvaséaskor éllitsuk be a megfelel$ adattipusokat és kulcsokat. A tablakba ne
vegylink fel 1j mezot.

T4ablak:
hidak (id, nev, athidalas, atadas, hossz, nyilas)
id a hid azonositéja (szdm), ez a kulcs;
nev a hid neve (szoveg);
athidalas  a pillérek kozotti legnagyobb tédvolsdg méterben (szdm);
atadas a hid mit {vel 4t (szoveg) példaul: Tisza, volgy, vastutallomds stb.;
hossz a hid teljes hossza méterben (szdm);
nyilas a hidpalydnak a fold- vagy vizfelszintol mért tavolsaga méterben
(szdm).
kapcsolo (hidid, funkcioid)
hidid a hid azonositéja (szdm), ez a kulcs;

funkcioid  a hid funkcidjdnak azonositéja (szadm), ez a kulcs.
funkcio (id, nev);

id a funkci6 azonositéja (szdm), ez a kulcs;

nev a funkci6 neve (szoveg) példaul: kozuti, kerékpéros, stb.
hely (hidid, telepulesid)

hidid a hid azonositéja (szdm), ez a kulcs;

telepulesid a telepiilés azonositdja (szém), ez a kulcs.
telepules (id, nev, megye)

id a telepiilés azonositdja (szdm), ez a kulcs;
nev a telepiilés neve, amelyhez legaldbb az egyik hidf¢ tartozik
(szoveg);
megye a telepiilés megyéjének neve (szoveg).
| fupkdo: | kapesolo T e hely telepules
Via S o IE =l Vi
¥ hidid W hidid
ned _I— ¥ tunkdoid ::.:idam 7 telepulesid .—r nev
atadas megye
hossz
nyilas
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Készitsiik el a kovetkez feladatok megoldasat. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jiink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és mas adatok viszont ne.
A megoldasainkat a zardjelben 1év6 néven mentsiik el.

3. A tervezett, vagy épiilében 1évé hidak dtadasi éve nem ismert. Soroljuk fel
ezeknek a hidaknak a nevét, hosszéat és adjuk meg, hogy mit ivelnek &t. (3uj)

4. Ritkanak gondolhatjuk a kerékparos és gyalogos hidakat. Lekérdezés segitségé-
vel soroljuk fel ezeknek a hidaknak a nevét, hosszat, funkcidjat és korat a mai
datumhoz képest. A lista a kor szerint csokkenden jelenjen meg. (4ritka)

5. A hidak nem feltétleniil telepiilésen beliil vannak, hanem tobbet 6ssze is kbthet-
nek. Lekérdezéssel hatarozzuk meg ezeket a hidakat az 6sszekotott telepiilések
nevével egyiitt. (5osszekot)

6. Adjuk meg megyénként az adatbézisban szerepl6 hidak szamat. Ha egy hid kii-
16nb6z6 megyében 1évé telepiiléseket kot Gssze, tobbszor szamolhatjuk. A lista
a hidak szdma szerint csokkenéen jelenjen meg. (6megyenkent)

7. Hatarozzuk meg azoknak a hidaknak a nevét, amelyeknek ,koziti”és wasiti”
funkciéja is van egyszerre. A listdban minden hidnév egyszer jelenjen meg.
(7tobbfunkcios)

8. A telepiilések nevét nem mindig tudjuk pontosan. Paraméteres lekérdezés
segitségével adjuk meg egy telepiilésnév részletéhez az illeszkedd telepiiléseket
és telepiiléseken 1év6 hidak nevét. (8reszlet)

9. Hatarozzuk meg lekérdezés segitségével az oszlopok sorrendjétél eltekintve
a minta szerint, hogy Budapesten melyik hidtipusbdl hdny darab van. A tobb-
funkciésokat mindegyikhez szdmoljuk be. (Qosszesites)

Kézati (db) - | Vasuati (db) - Gyalogos (db) - Kerékpdros (db) -
22 2 o 0

Bekiildend6 egy tomoritett 1485.zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentacid, amely megadja az alkalmazott adatbézis-kezel6 nevét és ver-

zi6szamat.
Letoltheté fajlok: hidak.txt, kapcsolo.txt, funkcio.txt, hely.txt, tele-
pules.txt.

I. 486. Monte Carlo varosaban két egyenrangu Ut keresztezi egymast. A varos
vezetése azon gondolkodik, hogy a keresztez6dést korforgalommd épitse at. Az at-
épitést abban az esetben végeznék el, ha az autdk dtlagos dthaladasi ideje a kor-
forgalomban kisebb lenne, mint a keresztezédésben. Készitsiink programot, amely
adott kozlekedési viszonyok mellett megadja a keresztezédés és a korforgalom ese-
tén az atlagos dthaladasi idot!

A véros autésai kiillonosen udvarias emberek, akik a kovetkezd szabalyok be-
tartasaval kozlekednek:

1. a keresztez6désben, illetve a korfogalomban mindig az érkezés sorrendjében
torténik az athaladas;

2. ha tobb autd egyszerre érkezik, akkor az kezdheti meg az dthaladast, akinek
az a legkevesebb ideig tart; ha tobb ilyen jarmi is van, akkor a jobbkéz-
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szabaly alapjan kezdik meg az athaladast; ha mindegyik jarmu ilyen, akkor
véletlenszerlien valasztanak egyet, és 6 kezdi meg az athaladast, majd azutan
alkalmazzak a jobbkéz-szabalyt;

3. két auté egyszerre is beléphet a keresztezodésbe abban az esetben, ha utjuk
nem keresztezi egymast;

4. a korforgalomban haladé jarminek els6bbsége van az oda belépni akaro jar-
miihoz képest.

A feladatban tekintsiink minden autét egyforma hosszusdagunak, valamint fel-
tételezziik, hogy azonos sebességgel haladnak. Mozgasukat ugy értelmezziik, hogy
egységnyi id6 alatt az dbran lathat6 négyzethald egy celldjabdl a haladasnak meg-
felels, oldaldval szomszédos celldba lépnek at, ha az a cella iires (vagyis nem all ott
autd, vagy az ott allé autd tovéabb tud 1épni a celldba belépd autéval egy iddben).

13 13
12 12
21
14 24 21|24 14 24 24
42 12 42
12
31 31
43 43

A keresztezddés és a korforgalom négyzethédlds felbontdsa az abra szerint tor-
ténjen. A példdban a négy csatlakozo utszakaszt az dramutatd jarasa szerint az 1,
2, 3, 4 szamok, az autdkat kétjegyi szamok jelolik: a tizesek helyén annak az tt-
szakasznak a sorszdama van, ahonnan érkezik, az egyesek helyén ahova tart az auté.

A szimuléciés programban az utszakaszok L hossziak legyenek, tehdt egy tt-
szakaszon savonként L négyzet csatlakozzon a keresztez&déshez, illetve a korforga-
lomhoz. Minden esetben Gsszesen N szamu autoval induljon a szimulacié, melyek
mindegyike a keresztezOdés, illetve a korforgalom felé tart. Az autdk egyike sem
fordul vissza, tehat mindegyik egy mésik ttszakaszon halad tovabb. A program ad-
ja meg, hogy S szamu szimulacid esetén mennyi az atlagos athaladési id6. Ez az id6
egyenld egy-egy autd esetén a keresztezodés vagy korforgalom miatti varakozas és
athaladés idejével, tehat attél az idGegységtdl kezdodik, amikor az autd varakozni
kényszeriil a bevezet tton, vagy varakozas nélkiil belép a keresztezddésbe, illet-
ve kérforgalomba, és akkor ér véget, amikor onnan kilép. Igy egy 1-es ttszakaszrol
a 4-es utszakaszba tartd, jobbra kanyarodd autd a keresztezddés esetén legkeve-
sebb 2, a korforgalom esetén legkevesebb 4 idoegység alatt halad at.

A program a standard bemenetrdl olvassa be L, N és S értékét, majd a stan-
dard kimenet egy soraba irja az atlagos athaladasi idéket a keresztezodés és kor-
forgalom esetén. Korlatok: 10 < L < 100, L < N < 4L, 100 < S < 10000.
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Bekiildendo egy i486.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
a hozza kapcsolodd dokumentacié. Utdbbi a problémamegoldas 1ényeges elemeire
vilagit ra, valamint tartalmazza, hogy a forrasallomany melyik fejleszté kornyezet-
ben fordithaté.

I/S. 36. Hényféleképpen lehet felépiteni egy N egység magassdgi 2 X 2-es
alapu oszlopot, 1 x 1 x 2 mérett téglatestekbol? Ez a szam nagyon nagy is lehet,
ezért az 1000000 007-es maradékat adjuk meg.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N szamot.

Kimenet: adjuk meg, hogy héanyféleképpen tudjuk felépiteni az oszlopot. A for-
gatdssal egymésba vihetd épitéseket is kiilonbozonek tekintjiik.

Korldtok: 1 < N < 108,
Idélimat: 0,1 mp.

Bemenet Kimenet
3 32

Bekiildendo egy is36.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6 kérnyezetben futtathaté.

S. 135. Adott egy teriilet domborzati térképe, amelyre gondolatban egy
N x N-es négyzethalot teritiink. A négyzethalé minden négyzetéhez hozzarende-
link a térkép alapjan egy magassag értéket. Szeretnénk bejarni a teriilet felét,
azaz a négyzetek legaldbb felét (paratlan N esetén fels6 egészrészt véve). A bejards
soran egy-egy négyzetrol csak egy vele oldalszomszédos négyzetre tudunk adtmen-
ni, ha a két négyzet magassag értékének kiilonbsége legfeljebb D. Adjuk meg azt
a legkisebb D értéket, amivel be tudjuk jarni a teriilet legalabb felét, ha a bejaras
tetszOleges négyzetrdl indulhat.

Bemenet: az elso sor tartalmazza az N szamot; a kévetkez6 N sor mindegyike
N szamot tartalmaz: az i. sor j. szdma az i. sor j. négyzetének magassagértékét
adja meg.

Kimenet: a legkisebb D egész szam, amivel megvaldsithato a bejaras.

Korldtok: 1 < N < 500, 0 < egy négyzet magassaga < 10°.

Idélimat: 0,3 mp.

Bemenet (a / jel a sortorést helyettesiti) Kimenet
5/00033/00003/09933 3
99933/99993

L1

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kdvetkez6 cimen tdlthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. junius 10.
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A Nemzetkozi Csillagaszati és Asztrofizikai

1 T sz s °
Diakolimpiardl ! I@aa

(egy haromszoros olimpikon visszaemlékezése)

A csillagok méar az 6si idOkben is lenyligozték az embereket, igy nem meg-
lep6, hogy a mai napig legtobbiinket csodalattal tolt el a csillagos ég latvanya,
a megkapo csillagaszati felvételek. Sajnos a mindennapi élet folyamatos gyorsulé-
saval és a fényszennyezés novekedésével az égbolt latvanya egyre inkabb hattérbe
szorult. Am igen megkap6 tud lenni ezen csoddk tudomanyos hattere is: a felfogha-
tatlan tavolsiagok, extrém koriilmények, a ,tiszta fizika és matematika” birodalma
elképesztéen gyonyori és kiilonleges.

A Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia néhany résztvevéje éppen ezért keveselte
a csillagdszati vonatkozasu feladatokat versenyiikon. Ez az igény hozta létre annak
csillagaszati testvérét — igy sziiletett meg a Nemzetkozi Csillagaszati és Asztrofizi-
kai Didkolimpia (International Olympiad on Astronomy and Astrophysics, IOAA).
Az els6 versenyt 2007-ben rendezték Thaifoldon, akkor 21 orszdg részvételével zaj-
lott. Azota minden évben megrendezésre keriilt, és a résztvevo orszagok szama
a kétszeresére nott, igy tavaly Pekingben mar mintegy 200 didk mérte 6ssze tuda-
sat. Ugyan immaér egy teljesen kiilonélld, elismert tudomanyos didkolimpia, az ere-
detét nem lehet nem észrevenni, hiszen a verseny nagy része egy specialis fizikai
didkolimpidnak is tekinthet6. Hasonlé tudast igényel, &m egy adott témaban sokkal
mélyebbet. Tisztaban kell lenniink az altaldnos dsszefiiggéseken tul példaul a kiilon-
leges csillagaszati jelenségek természetével, az észlelések kiértékelésének menetével,
a csillagaszati koordinata-rendszerek hasznélataval és az ellipszispalyak tulajdon-
sagaival, de az alapveto fizikai folyamatok ismerete is elengedhetetlen.

Az IOAA felépitésében is eléggé hasonld a tobbi didkolimpidhoz: a koriilbe-
lill 10 napos esemény alatt harom kiilonallé rész keriil megrendezésre. Az elméleti
fordul6 soran kiilonféle érdekes és gyakran igen komplex szamitasokat igénylé csil-
lagaszati problémékat kell megoldani. Ennek eredménye adja az elérheté pontok
felét. A pontok negyedét éri az adatfeldolgozasi forduld, ahol tébbnyire szakesilla-
gaszok altal kordbban végzett tudomanyos észleléseket kell feldolgozni, dbrazolni
és elemezni. Ugyanilyen silyozassal szamit bele az eredménybe az olimpia soran
valamelyik este onalléan végzett tavcsoves észlelés is, ami altalaban az égbolt és
a tavcstkezelés alapvetd ismeretét kivanja meg. Az olimpia sordn ezenfeliill van
egy csapatverseny is, ahol kiilonféle nemzetek tagjai alkotnak egytitt egy csapatot,
és egy érdekes, szokatlan feladatot kell megoldaniuk kozosen — de ez az értékelés
szempontjabdl teljesen kiilonallo egység. fgy magaba a didkolimpiai eredménybe
csak az egyéni feladatok megoldasa soran elért pontszam szamit bele. Egy nemzeti
csapat legfeljebb 5 didkbdl és 2 tanarbdl &all, de ettél lehetnek eltérések. Néhany
orszag ugyanis két csapatot, azaz tsszesen 10 didkot is indithat a versenyen. Ezek
az egykori alapité orszagok, illetve azok az orszagok, ahol mar rendeztek csillagé-
szati olimpidt. Olykor el6éfordul, hogy a két tandron (vezetdn) tidl dn. megfigyel6k
is részt vesznek a versenyen, ha ez indokolt. Az érmek odaitélése is hasonlit a tars-
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olimpidkéhoz: az elsé helyezettek eredményéhez képest bizonyos szazalék elérése
sziikséges az arany-, az eziist- és a bronzéremhez, illetve a dicsérethez (honourable
mention). Igy végiil nagyjabdl a versenyzok fele kap elismerést.

A feladatsort a szervezd orszag bizottsaga allitja 6ssze, de miel6étt azt a didkok
megkapjak, az Osszes tobbi tanar is megismeri és véleményezi azt. Ekkor hosszi
orakat toltenek azzal, hogy részletesen atolvassak, valamint véleményezzék a fel-
adatokat, és ha esetleg hibdat talalnak, azt kijavitsak. Ezek utdn a csapatok vezetéi
leforditjak az angol nyelvii feladatsort a diakok anyanyelvére, igy egyik versenyzo-
nek sem okozhat hatranyt, ha nem érti tokéletesen az angol szoveget. Mivel a ta-
naraink mar azel6tt megismerik a feladatokat, hogy mi azt megkapnank, szigora
elkiilonités van érvényben: a tanarok a didkoktdl legaldbb néhény kilométerre, de
gyakran mds varosban vannak elszallasolva, és a verseny végéig a versenyzéknek
a kommunikacios eszkozeiket is le kell adniuk, igy véletleniil se szivaroghat be hoz-
zdjuk a feladatok szovege. (Meglep6 kikapcsolddasi élmény a mobilok hidnya . .. )

Az IOAA maga nem csupan egy verseny, hiszen a koriilbeliil 10 napos rendez-
vénybdél nagyjabdl csak 4 napon keresztiil zajlik a ,megmérettetés”. A b6 egy hét,
foleg a versenyek utan, nagyon kiilonleges kikapcsolédassal telik el, kirandulasok-
kal és ismerkedéssel. Rengeteg hozzam hasonlé kort, de teljesen kiilonbozé hattert
és kulturaju fiatallal kothettem ismeretséget, am egy dolog mindenkit 6sszekotott:
a tudomanyok, féleg a csillagaszat iranti rajongas. Természetesen 200 didkkal kép-
telenség megismerkedni, ez a szellem mégis egyfajta kozosséggé koviacsolt minket.
Szamos olyan embert is megismertem, akivel azéta is tartom a kapcsolatot. Volt
olyan, akivel az elsé olimpidmon baratkoztam Ossze, és a harom év soran végig
egymassal (is) versenyeztiink. (Ugyan mindig kicsit el6ttem végzett, de csak oriilni
tudtam a sikereinek.) Jollehet legtobbjiikkel elvesztettem a rendszeres kapcsolat-
tartast, de a kozelmultban kitoré 6rommel konstataltam, hogy azon a konferencian,
amelyen hamarosan részt veszek, az egyik régi, lengyel olimpikon ismer6sém is el6-
adast fog tartani. Biztos vagyok benne, hogy ott fogjuk folytatni, ahol Thaifold
utan abbahagytuk.

A verseny mindig més orszdgban zajlik, idén éppen Magyarorszag szervezi
a 13. IOAA-t. A didkok Keszthelyen, a tanarok pedig Hévizen lesznek elszallasolva
2019. augusztus 2-10. kozott. Az elékésziiletek mar nagyban zajlanak, és minden
szervez6 és érintett didk izgatottan varja az eseményt. A verseny hivatalos olda-
la: www.102a2019.hu, itt azok szamara is végigktvethets lesz a verseny, akik idén
lemaradtak réla. A kovetkezd olimpia Kolumbidban lesz 2020-ban, amire a ma-
gyar csapat kivélasztdsa méar a 2019/2020-as tanév elején megkezdédik. Az ezzel
kapcsolatos informéciék a www.bajaobs.hu/ioaa/ oldalon lesznek elérhetok.

Minden orszag masképpen valogatja ki a versenyzéit. Magyarorszagon ez egy
tobblépesds folyamat, mikozben a didkoknak van lehet6ségiik fejlédni is. A tanév
elején indul egy haromfordulds verseny. Az egyes fordulékban a versenyzok felada-
tokat oldanak meg a sajat iskoldjukban. A legjobban teljesit6k meghivast kapnak
a tavasszal rendezett orszagos déntébe. A dont6 eredménye alapjan nagyjabdl 10 di-
ak kertil be az olimpiai kerettagok kozé. Oket innentdl egy szakmai csapat késziti
fel kiilonféle foglalkozasok sordn. A kozos felkésziilés végén, tobb megmérettetés
eredménye alapjan dol el a végs6 sorrend.
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En 7. osztélyos koromtél kezdve jartam a Polaris Csillagvizsgdlo szakkorére,
és azdta rendszeresen hasznaltam tavesovet, ezaltal igen jo égboltismerettel, de ke-
vésbé megalapozott fizika- és matematikatudassal indultam neki a felkésziilésnek
a 9. osztalyban. Nagyon fiatal voltam még ekkor, és alig értettem a felkészitoket, de
amikor csak lehetett, kovettem a kerettagokat, és halds vagyok, hogy nem adtam
akkor fel és halasztottam el egy évvel a kezdést. Ez a kis alaptudas és tapasztalat
olyannyira segitett, hogy 10. osztalyban mar képviselhettem orszagunkat a nemzet-
kozi versenyen Indiaban. Ezt kovetGen eljuthattam még Thaiféldre és Kindba is.

A versenyek sordn azt tapasztaltam, hogy azok a tarsaim, akik hidnyos ég-
boltismerettel, de valamivel biztosabb fizikatudédssal vagtak neki — akar par évvel
kés6ébb — a felkésziilésnek, végiil hasonlé eredményeket értek el, mint én. Ehhez
persze legtobbjiik sokat gyakorolt az ég alatt, de ismertem olyat is, aki elhanyagol-
ta a versenynek ezt a részét, am fizika- és matematikatudasanak biztossdga révén
mindig kivaléan teljesitett. Igy tényleg barkit tudok batorftani a részvételre, akit
érdekel a csillagaszat és a fizika, hiszen Gsszességében gy vélem, hogy ha az ember
hajland6 némi energidt belefektetni a felkésziilésbe, igazan nem szamit a csillagé-
szattal kapcsolatos hédttere. A feladatok megoldasa soran tobbszor is sziikség lehet
bonyolultabb matematikai Osszefiiggések, példaul egyszeriibb szférikus geometria
vagy az ellipszis koordinatageometriai tulajdonsdgainak hasznalatara. Kezdetben
azonban az sem gond, hogy ha valaki azt sem tudja, hogy mik ezek, mert a felké-
sziilés soran konnyedén el lehet 6ket sajatitani.

Nem csak az olimpia maga tud szérakoztatd és kapcsolatépitésekkel teli len-
ni, hiszen mér az itthoni felkésziilés soran is szamos baratra tettem szert. A fel-
készitéseken altalaban intenziven dolgoztunk, de azok kivétel nélkiil fantasztikus
hangulatban teltek el, és a faradtsdg ellenére nem hagytam volna ki egyiket sem.
Azt szerettem ebben a kozegben, hogy itt nem éreztem magam kiiloncnek azért,
mert tanulni szerettem volna, illetve mert szeretem a csillagaszatot és a tudomé-
nyokat. Mindig megtaldltuk a tobbiekkel a kozos hangot, és gyakran akkor is fent
maradtunk hajnalig, ha borult volt az ég. Ekkor az id6t beszélgetéssel és jatékkal
iitottiik el. Ugyan technikailag egymas ellenfelei voltunk, végig segitettiik egymast,
és oriiltiink, ha ezzel a masik ember tobb lett, és jobb eredményt ért el altala.

Sokkol6 volt tudomésul vennem, hogy azok utan, hogy 4 éven keresztiil mindig
ott voltam a versenyzok kozott a csapatban, mégis eljott a pont, amikor mar én is
kioregedtem. Szerencsére szamomra nem &llt meg itt az olimpia, hiszen felkészito-
ként visszatérhettem, és jollehet ez mas, de ugyanolyan szorakoztatd tevékenység,
mint a versenyzés. Ennek a fejezetnek legalabb nincs vége, és oriilok, ha hozzaja-
rulhatok a fiatalabbak sikereihez.

En mér el sem tudom képzelni az életemet a verseny nélkiil. Hatalmas lehetdsé-
get adott abban, hogy kitlinjek azon a teriileten, amit valéban szeretek, és amiben
tehetséges vagyok. Az olimpidnak koszonhetem rengeteg baratomat, azt, hogy be-
keriilhettem az egyik kitiing kiilfoldi egyetemre, a jelenlegi, fantasztikus kutatoi
allasomat, és a rengeteg tapasztalatot — nem csak az elméleti tudas tekintetében.
Az utak sordn olyan helyekre juthattam el és olyan kulturdkkal taldlkozhattam,
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amelyek kifejezetten szemléletformalé hatassal voltak ram, igy meglattam a he-
lyem a vildgban. Megismertem sajat értékeimet és hataraimat, azokat feszegetve.
Megtanultam gyo6zni és csufosan elbukni, majd ezutan felallni és tovabb kiizdeni.

Vilagos Blanka
l—" _‘L

University of Birmingham

Mérési feladatok megoldasa

M. 381. Készitsiink Ad-es drélapbdl (vagy annak egy részébél) ragasztdssal
papirhengert! Guritsuk le a hengert az asztal tetején elhelyezett, éppen az asztal
széléig érd lejtérdl!

Mérjiik meg, milyen messzire érkezik eqy csuszdsmentesen legordild papirhen-
ger az asztal szélének fiiggdleges vetiiletétdl! Hogyan fiigg ez a tdvolsdg a papirhenger
atmérdjétol? Eredményeinket hasonlitsuk ossze eqy forgds nélkil lecsiuszo és leesd
kicsiny test (példdul egy pénzérme) vizszintes irdnyi elmozduldsdval!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. Mérési eszkozok: lejtd, asztal, mérdszalag, vonalzo, ollo, ragaszto-
szalag, papirlapok.

Meérési elrendezés és a mérés menete

/ A lejt6t az asztal tetejére helyeztem.

. ( \; ! Az asztal szélével egyvonalban jelet tettem

\ / / . . - /.
h « / a padléra, és odatettem a méroszalag végét.
o / A papirhengert és a pénzérmét a lejtén min-

dig ugyanarrdl a helyrél inditottam, majd
a foldre érkezés helyét a méroszalag segit-
ségével hatdroztam meg. A papirhengernél
a padloval torténd elsé érintkezési pontjat
figyeltem, a leérkezd érménél a pénzdarab
; »elejét” tekintettem. Az érménél 6t mérés-
% bél, a papirhengernél kiilonbozd dtmérdknél
‘ ‘ tiz-t{z mérésbél stlagoltam.

Mérési adatok

h = 26,3 cm,
s =173,5 cm,
o~ 22°.

A pénzérme mért adatai (N a mérés sorszdma):

N 1 23] 4] 5
zfem] | 31,3 | 33| 33337357
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A papirhengerek mért adatai kiilonb6z6 d atmérd esetén:
dy = 8,9 cm

N 1 213|456 | 7]8|9]10
zfem] | 13|14 |11 10|10 | 12|11 ]9 | 10| 7

és igy tovabb osszesen hat kiillonb6z6 atméréji papirhengernél . . .
dg = 2,8 cm

N 1121345678910

xflem] | 0| 0]|2|4]2[3]|2]|1]3]| 3

A papirhengerekre vonatkoz6 adatok Osszesitése:

dlem] |89 [77] 65 | 51 [37]28
Tatlag cm] | 10,7 | 6,8 | —1,3 | —1,6 | 1,1 | 2,0

A mért adatok meglehetGsen nagy szorasa azt mutatja, hogy az eredmények
hibaja kb. +2 cm.

x [cm]
12

10

—@—

d [cm]

A papirhenger vizszintes elmozduldsa a henger dtmérdjének fiiggvényében

Hibaforrdsok:

— a papirhenger deformalddik, alakja eltérhet a hengertol,

— a hosszmérés pontatlansiga (nem szamottevd),

— a leérkezés helyének pontatlan meghatdrozdsa (ez a legjelentésebb hibafor-
ras),

— a papirhenger ,konnytisége” miatt mar a viszonylag kis 1égaramlat is befo-
lydsolja a mérést.

Az egyes hibaforrasokat nehéz szamszeriien jellemezni, az egész mérés pontat-
lansagarol leginkdabb a mérési adatok erds szorasa arulkodik.
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Tapasztalatok

Amint az varhaté volt, a pénzérme sokkal tavolabb érte el a padlét, mint
a papirhenger, hiszen ra a tomegéhez képest sokkal kisebb kozegellendllasi erd hat.
Igaz ugyan, hogy a csuszasi sirlodési eré jobban fékezi a mozgast, mint a gordiilési
ellendllds, de — a tapasztalat szerint — a 1égellenallas mindkét hatasnal jelentosebb.

A mérés sordan megfigyelhetjiik, hogy a henger egy eléggé szokatlan palydn mo-
zog. Azt is észrevehetjiik, hogy az x—d grafikon egy viszonylag bonyolult gorbe,
a jelenséget tehat nem lehet egyszeriien megmagyarazni. A papirhenger egyszerre
végez forgd- és haladé mozgast, igy a légellendllason kiviil az un. Magnus-hatds is
megjelenik. (A forgd henger feliilete és a vele érintkez6 levegt kozotti ,,sirlédés” ha-
tasara a levegGben , cirkulacié” alakul ki, és ez a halad6 mozgés irdnyara meréleges
erét eredményez.)

Meglepo tapasztalat, hogy a papirhenger vizszintes iranyd = elmozdulasa bi-
zonyos hengeratmérok esetén negativ is lehet, vagyis a forogva es6 henger vissza-
kanyarodhat az asztal felé. Ezt a furcsa viselkedést a Magnus-hatas okozhatja.

Pacsonyi Péter (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 11. évf.)

17 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Csépanyi Istvan, Kondakor Mark, Kozak
Aron, Olosz Adél és Pacsonyi Péter mérési jegyzékonyve. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3,
hidnyos (1-3 pont) 7, hibds 2 dolgozat.

M. 382. Egy vékony, hajlékony, nyujthatatlannak tekinthetd fondl egyik végét
egy R sugari, vizszintes tengelyii, rdgzitett henger tetejéhez” erdsityik, a masik
végére pedig eqy kis méreti testet akasztunk. Egyensulyi
allapotban a fondl figgdleges darabja L = 3R hossziusd-
gu. A testet az abran ldthaté mddon kitéritjik, majd
magdra hagyjuk. A test mozgdsanak periodusideje — vi-
szonylag nagy kezdeti kitérésnél — figg az A ,amp-
litudotol”. Mérjik meg néhdany kiilonbozé A esetén,
hogy hdny szdzalékkal tér el ezen inga (in. evolvens-
inga) T(A) lengésideje az L hosszisdgi fondlinga
To = 2w/ L/g lengésidejétdl!

(6 pont) Christiaan Huygens (1629-1695) nyomén

Megoldas. Eszkozok: vékony fondl, gyingy, PVC henger, dllvainy, szoritodio
(a régzitéshez), dllviny, gyurmaragasztd, hajlékony vonalzd, hagyomdnyos vonalzd,
filetoll (a jeloléshez), stopper.

A mérhetd x ivbol az A amplitidé a kovetkezéképpen széamithatd ki: A fonal
teljes hossza (a gyurmaragasztétdl a gyongyig):

R
L0=77T+3R.

A fonalnak a hengerre simulé darabjihoz tartozé szog (radidnban):

ol
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gyurmaragaszto
PVC henger
szorit6dié

i
fonal :
i
I
allvany .. '
gyongy !
1

LA
1
- o

A mérési elrendezés Elméleti megfontolds

(az A amplitid6 méréséhez)
Az amplitidoé:
. Rm .
A= (Lyp—x)cosae — (R— Rsina) = - +3R—1z)cosa— R(1 —sina).

Az R sugarat megmérve, majd x-et valtoztatva és azt is mérve meghatdrozhaté
az A(z) amplitadé.

A mérés menete

1. El8szor lemértem a henger kiils§ &tmérdjét (15,0 cm), ebbdl adédott, hogy
a sugara R = 7,5 cm.

2. Rogzitettem a hengert a didra, azt pedig a Bunsen-allvanyra. A fonalat rara-
gasztottam a henger tetejére” a gyurmaragasztoval, majd rakotottem a gyongyot
agy, hogy a fonal fiiggdleges darabja 3R = 22,5 cm legyen.

3. Ezutan a fondl rogzitési helyétol kiindulva 2 cm-t6l 10 cm-ig beosztast
készitettem 0,5 cm-es osztaskozokkel. Ehhez a hajlékony vonalzot és a filctollat
hasznaltam.

4. Ezt kovetéen az ingdt kitéritettem tdgy, hogy a (feszesen tartott) fondl és
a henger legszélso érintkezési pontja éppen egy beosztésra essen. Itt elengedtem
a gyongyot, és mértem 5 lengés idejét.

5. A mérést minden kezddShelyzet esetén Otszor végeztem el, és a mérési ered-
ményeket, valamint a beldlitk szamitott mennyiségeket tablazatba foglaltam és gra-
fikusan szermléltettem. A tablazat tartalmazta 17 kiillonb6z6 = érték mellett a ki-
szémitott a(rad) szoget és az A amplitudét, 5-5 idémérési adatot, azok 1 lengésre
vonatkoztatott dtlagat (Tstiag), az id6adatok statisztikus szérasat, valamint a Tstlag
lengésidének és egy 3R hossziusagi matematikai inga kiszamitott Ty lengésidejé-
nek AT = Tyyag — Tp eltérését. (A tablazatot terjedelmi okokbdl nem kozoljiik. —
A Szerk.)
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6. Abrazoltam a AT /Ty relativ eltérés szdzalékos értékét az A amplitido
fliggvényében:

14,0

12,0

10,0

8,0 ®

6,0 o °

4,0 .

2,0 ®

0,0 ._QOT

0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0
Amplitudé [cm]

Eltérés a fonalinga lengésidejétol [%)]

A mérési hiba becslése

A lengésidé hibdjat a tobbszori mérés adatainak szérdsabol becsiiltem meg. Ez
a (statisztikus) hiba kb. 0,4-0,6% nagységu volt. (Ennél bizonyara sokkal nagyobb
lehet a lengések csillapodésabdl szarmazd, de szamszertien nehezen becsiilhet6 szisz-
tematikus hiba.)

A tavolsdgmérések bizonytalansaga: AR = 40,1 cm, Az = £0,1 cm, ezekbdl
addéddan a kiszamitott amplitudd hibaja: AA = +0,2 cm.

A mérési hiba okai:

— Az id6 pontatlan mérése + reakciéido.

— A hosszusdgmérés pontatlansaga.

— Nem egyforma elengedés a lengés inditdsakor (,kis 16kés”).
— Kozegellenallas.

Az eredmények értékelése

1. A grafikonrdl leolvashaté, hogy kis kezdeti értékek esetén a lengésidd jé
kozelitéssel valdéban a rogzitett felfiiggesztésii (matematikai) inga Tj lengésidejével
egyezik meg.

2. Nagyobb (a henger sugardval osszemérhetd, vagy azt szdmottevéen megha-
ladé) amplituddk esetén a lengésidé hatdrozottan eltér Typ-t6l, a szdzalékos eltérés
és A kozott (j6 kozelitéssel) linedris kapcesolat all fenn.

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyakorlé Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
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Megjegyzés. A mérés latszolag egyszerii volt, de valdjaban tobb — egymaésnak részben
ellentmondé — szempont miatt egyaltaldn nem konnyt. A lengésidé pontos meghataroza-
sat altaldban sok lengés idejének mérése teszi lehetévé. Jelen esetben a lengés csillapoda-
sa és a peridédusidének az amplitudétdl vald fiiggése azt igényelné, hogy csak kevés (s6t,
esetleg csak egyetlen egy) lengést vizsgdljunk, ami egyszerii stopper helyett elektronikus
idémérést (fénykapu alkalmazdsat) igényelné. Az inga fonaldt célszerii igen vékonyra és
hajlékonyra vélasztani, ennek azonban a szakitdszilardsdga szab hatdrt. Az inga nehezé-
két érdemes lenne minél nagyobb tomeglinek, de minél kisebb méretiinek valasztani, ezt
azonban az anyaganak stirlisége és a fonal szakitoszilardsaga korldtozza. A kozegellendllas
hatésa a szokdsos ingds méréseknél az amplitidd csokkentésével mérsékelhetd; esetiinkben
azonban ez sem valdésithaté meg, hiszen a mérés célja éppen a lengésidé amplitidofiiggé-
sének kimutatdsa, és ez a hatds csak nagyobb kitéréseknél mutatkozik szamottevének.

11 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Kondakor Mdrk, Kozdk Aron, Olosz Adél
és Pécsonyi Péter mérési jegyzOkonyve. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos (34 pont)
4 dolgozat.

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 660. Egy falhoz kdtitt, vizszintesen kifeszitett, rugalmas szalagon eqy csiga
maszik 1 m/h sebességgel. A csiga a faltdl indul, a szalag kezdeti hossza 2 m.
Az induldstol szamitott minden ora végén a szalagot a végénél fogva 1 méterrel
megnyujtjuk. Az indulds utan mennyi idével érkezik a csiga a szalag végére?

(4 pont)

Megoldas. Mivel a szalag nytjtasakor az egész szalag egyenletesen nyulik,
a nyujtas soran az a szamadat marad wvdltozatlan, hogy a csiga a szalag hanyadré-
szénél jart. Az elsé éraban megtett 1 m-t, ami az eredetileg 2 m-es szalag hosszanak
a fele. Amikor 3 m-esre nyujtjuk a szalagot, a csiga akkor is a szalag felénél lesz,
1,5 m-re a céltél. Miel6tt Gjra megnytdjtandnk a kotelet, a csiga ebbdl az 1,5 m-
bol megtesz 1 m-t, igy 0,5 m marad a falig, ami a 3 m-es szalaghossznak az %—a.

Ismét megnyutjuk a szalagot 1 m-rel, igy az 4 m-es lesz, aminek a hatodat, 2 mt

3
kell még a csiganak megtennie. Ha 1 métert 1 6ra alatt tesz meg, akkor % métert
% ora alatt. Kétszer telt el 1-1 6ra és még % ora.

A csiga tehat az induldsatol szamitott 2 éra és 40 perc milva ér el a szalag
masik végére.
Osvdth Kldra (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)

71 dolgozat érkezett. Helyes 57 megoldds, hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 3 dolgozat.
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Ve ™\ G. 663. Az abran két izzdldmpa,

? 9 eqy zsebtelep és egy olyan kettds kapcso-
[0 ldthato, amely egyszerre vdlt dt két
érintkezot. Tervezziink a megadott esz-

| ¢

R

| kézokbdl olyan daramkirt (vagyis rajzol-
Juk meg a vezetékeket), hogy a kapcso-
| 10 eqyik dlldsaban a két lampa sorosan,
\_ Y, a mdasik dllasdban pdrhuzamosan legyen

bekotve!

(3 pont)

Megoldas. Egy lehetséges megoldast mutat az dbra:
pérhuzamos kapcsolds soros kapcsolds
* I* &‘ W

i 0l

Hruby Lili (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évt.)
46 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldés. hibas 16 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5084. Hogyan vdltozik meqg eqy tikorre merdlegesen beesd fény hullam-
hossza, ha a tikor v sebességgel mozog a rd esd fénnyel azonos irdanyban?

a) v=150 =;
S
b) v = 150000 X2
(5 pont) Példatdri feladat nyomdn
Megoldas. Feltételezziik, hogy a fényforras a valasztott koordindta-rendszer-
ben all, a tiikor pedig allandé v sebességgel tavolodik a fényforrastol. Legyen ekkor
a fény eredeti hulldmhossza \g, a viszavert fény hulldmhossza pedig A. A hulldm-

hossz — definicié szerint — két szomszédos hullamhegy tavolsaga valamely idopilla-
natban.

306 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/5

K6Mal, 2019. méjus %

— P



GF 2019.5.12 — 19:15 — 307. oldal — 51. lap KoMalL, 2019. méajus ?

— P

Rajzoljuk le a balra mozgé tiikor és a tiikor felé jobbrol kozeled6 hulldimhegyek
helyzetét egy olyan tq idépillanatban, amikor az egyik (sziirkén jelolt) hullimhegy
éppen eléri a tikrot (lasd az dbra felsé részét). A kovetkezd (fekete korrel jelslt)
hullamhely ekkor még Ay tavolsagnyira van a tiikortol.

tiikor
v
-
c c c c
<> M <=<— XM <=<— Ao <=
—0 @ O O
W to pillanat
hullamhegyek
vAL
v
-
c c c c c
<> - - — <=
o o o——0—0 ,
to + At pillanat
A
tiikor

A kovetkezo hullamhegy At idovel késébb éri el a tiikkrot. Ezalatt a tiikor
elmozduldsa vAt, igy a fekete korrel jelolt hullamhegynek cAt = \g + vAt utat kell
megtennie. Ezek szerint

(1) Ao = (¢ —v)At.
Igaz tovabbd, hogy At id6 alatt az el6z6 (sziirke) hulldmhegy cAt tavolsdggal
mozdul el jobbra, tehdt a feketén jelolt hulldimhegytol
(2) A= (c+v)At
tavolsagra keriil. Ez a tavolsag éppen a visszavert fény hullimhossza.
A (2) és (1) egyenletek hanyadosa:
A c+wv

Ao c—v’

ez éppen a feladat kérdésére adott valasz.
a) Ha
m -6
v=150 — =0,5-10""c < ¢,
S

akkor A &= \g, tehat a fény hullaimhossza a tiikkor mozgasa miatt gyakorlatilag nem
vdltozik. A kicsiny valtozas mértéke:
A=Xo AN 20

v
= = ~2-=1,0-1075.
Ao Ao c—w c ’
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b) Amennyiben

k
v = 150000 Tm _—
a megvaltozott hullamhossz:
1+3
A= T A0 = 3Xo.
2

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

33 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont)15 dolgozat.

P. 5090. Vizszintes talajon egy m to-
megt, kocka alaki doboz dll. A doboz egyik
lapjdnak kozepéhez egy ugyancsak m to-
megl, vékony, homogén pdlca tdmaszkodik.
Kezdetben mindkét testet rogzitetten tart-

m juk. A pdlca és a talaj daltal bezdrt szog
a = 45°.

o Mekkora gyorsuldssal indul el a doboz,
ha a testeket elengedjiik? (A sirlédds min-
denhol elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Berke Martin, Zalaegerszeg, Zrinyi Miklos Gimnazium

Megoldas. A doboz és a rad kozotti nyomoerét jelolje N1, a talaj altal a rudra
kifejtett erét pedig No. Vizszintes irdnyban teljesiil a lendiiletmegmaradds torvé-
nye: a doboz és a rud vizszintes iranyu sebességének nagysiga minden pillanatban
megegyezik, és ezaltal a vizszintes gyorsulasuk is minden pillanatban azonos nagy-
sagu (de ellenkezé irdny1). A rad koézéppontjanak fiiggbleges gyorsuldsa a,. Jelolje
a doboz oldalhosszat ¢, ekkor a rid hossza v/2 é Hasznéljuk fel, hogy a rad for-
gasanak kovetkeztében a rad fels6 vége a mozgas kezdeti szakaszdban nem vélik
el a doboztdl. A fels6 végpont vizszintes gyorsuldsa tehdt a,. A rud szoggyorsu-
ldsat jelolje 8, a rud végpontjainak a tomegkozépponthoz viszonyitott érintéleges
(tangencialis) gyorsuldsat pedig a* (a végpontok centripetdlis gyorsuldsa most még
nulla, hiszen az indulds pillanata érdekes szamunkra).

A kovetkez6 Osszefiiggéseket irhatjuk fel:
Ny = mayg, mg — No = may,

mivel a ridd a talajrél nem emelkedik el:

*

a
2 —a
v2 o
a rud dobozzal érintkez6 pontjara:
a* 14

— Qg = Ay, a* = =
5 52\/5
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ay/ Qa
Bg /mgrﬁd = ﬁ

a rud tomegkodzéppontjara:

i ¢ m (Y 4a*
dM=08 — N24N1412<ﬂ>~m.

Innen kezdve a tovdbbi munka mar csak egyenletrendezés. Ni-et és No-t ki-
fejezhetjiik a, és a, segitségével, ez utébbiakat pedig a*-gal. Mindezeket a forgdst
leir6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

a* = —6\/5
- 13 97

és végiil a doboz kezdeti gyorsulasara

1, 3
= —a = —
22 137

g

adédik.

Marozsdk Tddé (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

40 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 24 dolgozat.

P. 5097. Egy dtldtszatlan lapon hdrom vékony rés taldalhato, a szomszédos ré-
sek tdvolsdga d. A kozépsd rés szélessége /2-szor nagyobb, mint a szélsé két rés
szélessége. A réseket a lap sikjara merdlegesen A hulldmhosszusdgi lézernyaldbbal
vildgitjuk meg, a diffrakcios képet az L tdvolsagra lévd ernydn észleljik. A nullad-
rendi maximumtdl milyen tavolsdgra van az ernyén az elsé nulla intenzitdsu hely?
(Tegyiik fel, hogy A < d < L)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
Megoldas. Az egyes résekbdl érkezd fény (id6ben szinuszosan véltozd) elekt-

romos terének amplitiddja a rés szélességével ardnyos. Ha a széls6 résekbol érkezd
hulldim amplitidéja Ey, akkor a kozépsé résbél érkezéé v/2E, .
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Az egyes résekbdl érkez6 hullamok kozott faziseltolédas 1ép fel, ezt a valté-
aramokndl megtanult forgovektoros abrazolassal vehetjiik figyelembe. Ha a kozép-
s6 résbil széarmazé 2E, nagysagu térerésségét valasztjuk referencidnak, akkor
a masik két rés jarulékanak a referencidhoz viszonyitva +£Ay szoggel elforgatott,
Ey nagységu térerdsségvektor felel meg. (+Ap a kozépso és a sz€1sé rések jaruléka
kozotti faziseltolddas.)

Nulla intenzitasu hely ott alakul ki,
ahol a harom térerGsségvektor ereddje
nulla, vagyis ez a harom térerdsség zart

3 vektorhdromszoget alkot (1. dbra). A tér-
er6sségek nagysagabol kovetkezik, hogy
3 - V2E, ez a haromszog derékszogl és egyenlo szé-
4 ru, tehat

Eo EO

1. dbra 3
Ap=135° = L.
4

Az 4tlatszatlan lap normalisdhoz képest o szogben elhajlo sugaraknél a szom-

szédos rések jaruléka kozott az utkiilonbség dsin «;, tehat
21
Ap = —dsin
p = dsino

faziskiilonbség alakul ki (2. dbra). Ez akkor egyezik meg a mér kiszdmitott %W—
vel, ha

sino =

3A
8d

2. abra

Misrészt az L tavolsdgban 1év6 ernyén a nulladrendi maximumtél z tavolsdg-
ban 1év6 ponthoz tartozé elhajlasi szogre fennall, hogy

t X
a==.
s¢=7

Mivel A < d, sina < 1, igy

T ; . 3 A
— =tga~xsina=-—
L 8d’
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vagyis a keresett tdvolsag:

_3AL

S 8.d’

Hisham Mohammed Almalki (Rijdd, Manarat Al-Riyadh School, 11. évf.)

5 dolgozat érkezett. Helyes Csépanyi Istvan, Elek Péter, Fiam Regina és Hisham
Mohammed Almalki megolddsa, kicsit hidnyos (4 pont) Tran Quoc Dat dolgozata.

xT

P. 5100. Két dgyuval pontosan \ 800 m \
ugyanabban a pillanatban tizelnek egy- | \
mas felé az abran ldthato A és B pont- I
bol. Az A agyu lovedékének torkolati se-
bessége 40 m/s, mig a B dgyié 60 m/s. -
Eltaldljak-e a lovedékek egymast? Ha
igen, akkor hol és mikor? Ha nem, akkor
hol csapodnak be a talajba? -

(4 pont) Amerikai feladat A

600 m
\

Megoldas. Jeloljik a vizszintes elmozdulasokat x, a fliggllegeseket pedig
y indexekkel! Az AB egyenesnek a vizszintessel bezart « szogére teljesiil, hogy

600 3 800 4

A lovedékek vizszintes irdnyid sebessége a mozgas soran nem valtozik, nagysdguk:

m m
VAg = —Ua = 32 —; vBy = —vp = 48 —.
5 S 5 S

Az egyméssal szemben haladé 16vedékek vizszintes irdny1 relativ sebessége 80 m/s,

a taldlkozasig tehat

_ 800m o
o7 80m/s

id6 telik el; feltéve, hogy a talalkozds egyaltalan létrejon. De mivel
ya(to) = vayto — gtg ~ 250 m < 0,

a lovedékek nem talalkozhatnak a levegében, mert mindketté mar kordbban leesik
a foldre.

A foldet érés helye és idépontja a fiiggbleges irdnyi mozgasra vonatkozo 6ssze-
fiiggésbél kaphaté meg. A kezdbsebességek:

m m
vAyZEUA:M g; vByzng:% P

igy az A agyu lovedéke

2’UA
ta= " 495
g
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ideig mozog és, és az agyutodl
SA = Vazsla =157 m
tavolsdgban csapddik a talajba.

Hasonlé médon kapjuk a B lovedék mozgédsanak idejét:

600 m = vp,tp + thB, ahonnan tp ~ 8,0 s.

A becsapddas tavolsdga az agyatol:

Sp = Upztp ~ 384 m.

Madcsai Daniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 10. évf.) és
Tran Quoc Dat (Furen International School, Singapore, 12. évf.)

86 dolgozat érkezett. Helyes 54 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 18, hidnyos
(1-2 pont) 12, hibds 2 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 387. Vagjunk ketté egy kozelitéleg gobmb alakt narancsot, majd az egyik
,félgombot” tegyiik egy valtoztathaté hajlasszogii lejtére gy, hogy a domborti
feliilet érintkezzen a lejtével. A lejto feliilete legyen annyira érdes, hogy a félgomb
ne csusszon meg rajta. Noveljilkk a hajldsszoget egészen addig, amig a félgomb
megddblve még egyensilyban marad a lejtén. Készitsiink az elrendezésrdl fényképet!
Meérjiik meg a maximalis hajlasszoget, és szerkessziik meg a félgomb silypontjanak
helyét!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

G. 673. Egy téglatest alakid akvariumot lassan feltoltiink vizzel. Hanyszor
nagyobb nyomoer6 hat a teli akvarium egy-egy oldalfalara ahhoz képest, mintha
csak egyharmadaig volna feltoltve?

(3 pont)

G. 674. Budapest és Veresegyhaz kozott munkanapokon kétféle vonat koz-
lekedik: az egyik személy, a mdsik gyorsitott személy. Internetes menetrend (pl.
elvira.mav-start.hu) alapjan &llapitsuk meg mindkét jarat &dtlagsebességét!
Hogyan valtoznak az atlagsebességek, ha a vonatnak a menetrendtol eltéréen
10 percig varakoznia kell a szembdl érkezd, késésben 1évo ellenvonatra?

(3 pont)
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G. 675. Egy siktiikrot fektetiink a vizszintes padlora, tovabba felette is el-
helyeziink egy vele szembenézo siktiikrot, amelynek a kozepén egy fekete folt van.
A fels tiikrot elengedjiik, ami igy g gyorsuldssal szabadesésbe kezd. Mekkora és
milyen irdnyu a folt tiikorképeinek gyorsulasa?

(4 pont)

G. 676. 2019. januar 21-én hajnalban Magyarorszagrél jol lathato teljes hold-
fogyatkozas volt, ami valamivel t6bb, mint egy 6ran at volt élvezhets. Mitol fiigg,
hogy mennyi ideig tart a holdfogyatkozas teljességi fazisa?

(4 pont)

P. 5132. Gépkocsival utnak indulunk. Az autépélya elejére érve a gépjar-
mi sebességét és az indulastdl szamitott atlagsebességét mér6 késziilék kijelzdjén
37 km /h 1lathaté. Ettél kezdve a legnagyobb megengedett sebességgel (130 km/h)
haladunk.

a) Adjuk meg, hogyan véltozik az dtlagsebesség az idé fiiggvényében! Milyen
kortilmények befolyédsoljak ezt a fiiggvényt?

b) Mennyi idé mulva fogjuk azt latni, hogy az — egész értékre kerekitett —
atlagsebességiink 130 km/h?

(4 pont) Kozli: Hdirtlein Kdroly, Budapest

P. 5133. Egy 4llécsigan dtvetett fondl végeire m tomegii testeket rogzitiink.
Az egyik test ald ¢ hosszi fondlon még egy m, tomegl testet akasztunk, igy
az my tomegl test a talajtél h magassdgban lesz. A rendszert elengedve, mennyi
ido telik el a két test leérkezése kozott?

Adatok: m=2kg, my =1kg, {=2m, h=3 m.

(3 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

P. 5134. Igen vékony, elhanyagolhaté tomegl, R = E
= 0,64 m hosszu rud egyik vége vizszintes tengelyhez csat-
lakozik, a masik végén egy m = 5 g tomegii, Q = 6-10~7 C
toltésii gombocske van rogzitve. Az egész szerkezetet fiig-
gblegesen lefelé irdnyulé, E = 2-10% V/m erdsségii homo-
gén elektromos térben helyezziik el. A rudat az dbra sze- g0
rint vizszintes helyzetbe hozzuk.

30

a) Mekkora fiiggblegesen lefelé mutatd vy sebességet
kell adnunk a gémbocskének, hogy miutén a rid 3/4 fordu-
latot megtéve megakad, és egyben megsziinik a gombocske
rogzitése, tovabbi mozgasa soran visszakeriiljon a kiinduldsi pontjaba?

Vo

b) Mekkora szoget zdr be a vizszintessel a sebessége, amikor dthalad ezen

a ponton?

¢) Mekkora a kiinduldsi helyre valé érkezési és induldsi sebességek nagysaganak
aranya?
(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest
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P. 5135. Vizszintes talajon &all6 autéba beszalld, G = 840 N silyu vezetd
tomegkozéppontja az dbrdn lathaté A pontba keriil. (A méreteket az dbra jobb
oldali része feliilnézetbdl, méretardnyosan mutatja. Az A pont a kerekek &ltal
meghatarozott téglalapban a bal els6 és a jobb hétsé kereket 6sszekoto atlo els6
harmadolépontja.) Mennyivel né meg az egyes kerekekre haté nyomderd a vezetd
nélkiili esethez képest? A kerekek rugdi egyformak, és kovetik a Hooke-torvényt.

G

AFQ AF‘3

2
@% T—€

&
AP, v l
N AF,

AFy
(5 pont) Kozli: Németh Laszlé, Fony6d

P. 5136. A és B oldalu, téglalap alaku kép két fels6 sarkahoz egy fondl két
végét rogzitjiik, és egy szogre akasztjuk. Legaldbb milyen hosszu legyen a fonél,
hogy a kép stabilan a szimmetrikus helyzetben maradjon? A szodg és a fondl kozotti
surlédés elhanyagolhatd, és a kép tomegkozéppontja egybeesik a téglalap geometriai
koézéppontjaval.

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

P. 5137. Egy 31900 m? térfogati, hidrogénnel t6lt6tt léghajé a vele azonosan
20 °C homérsékleti és 95,3 kPa nyomdsu szaraz levegében all.

a) Mekkora a levegd felhajtéereje?

b) Mekkora lenne a felhajtéeré 70% relativ paratartalmi, ugyanakkora hémér-
sékletil és nyomasu levegében?
(4 pont) Nagy Béla (1881-1954) feladata

P. 5138. Viz lehtilését vizsgdljuk elhanyagolhaté hékapacitasu, egyforma edé-
nyekben. A viz kezdeti hémérséklete mindegyik esetben 80 °C, a célérték 40 °C.
A koérnyezet homérséklete 30 °C, ami a mérések sordn nem valtozik.

(7) Elsének azt mérjiik, hogy 2 liter 80 °C hémérsékletii viz to id6 alatt hiil le
40 °C-ra.

(7i) Mésodszor csak addig varunk, amig a kiinduldsi 2 liter 80 °C h&mérsékletii
viz 50 °C-ra hiil le (ez t; id6t vesz igénybe), majd gyorsan kiéntiink beléle 1 litert,
aminek a helyére 1 liter, 30 °C-os vizet ontiink.
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(7i1) Ezutdn gy ismételjiik meg a mérést, hogy a kezdeti 2 liter 80 °C-o0s vizbdl
azonnal kimeriink 1 litert, aminek a helyére 1 liter 30 °C-os vizet éntiink. Az igy
keletkezett 2 literes keverék to id6 alatt éri el a kivant 40 °C-ot.

(iv) Végezetiil a kezdeti 2 liter 80 °C-os vizet hagyjuk lehiilni 60 °C-ra, majd
nagyon gyorsan 1 litert kiontiink belole, helyére 1 liter 30 °C-os vizet juttatunk, és
hagyjuk a keveréket 40 °C-ra hiilni. Ekkor a teljes hiilési id6 ts.

Melyik a leglassabb és melyik a leggyorsabb hiitési moédszer? Fejezziik ki
to segitségével ti-et, to-t és tz-at! Feltételezhetjiik, hogy egy test hémérséklet-
valtozdsanak iiteme egyenesen ardnyos a test és a kornyezete kozotti homérséklet-
kiilonbséggel, azaz alkalmazhaté a Newton-féle lehtilési torvény.

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5139. Egyszini fénysugar érkezik a vizben 1év6, 75°-0s t6részogi tivegpriz-
ma hatarfeliiletéhez 45°-0s beesési szoggel, majd a kétszeres torést kovetden kilép
belole.

a) Hogyan és hany szdzalékkal valtozik a fény hulldmhossza, amikor az iiveghdl
a vizbe kilép?

b) Mekkora szioggel tériil el a kétszer megtort fénysugdr a bees fénysugar
irdnyahoz képest?

¢) Mekkora beesési szog esetén nem 1épne ki a fénysugar a prizmabdl a masodik

hatarfeliiletre érkezés utan?

Az iiveg abszolut torésmutatoja %, a vizé %

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5140. Newton-gyturiiket allitunk elé planparalel iiveglemezre helyezett sik-
dombort iiveglencsével, dtmend fényben. Az {iveg torésmutatdja 1,5, a lencse 6-
kusztéavolsaga 2,7 méter, az alkalmazott fény hullamhossza 0,6 pm.

a) Mekkora a negyedik vildgos gylir{i sugara?
b) Hogyan véltozik meg a gyfirfirendszer, ha a lencsét kicsit eltdvolitjuk a plan-
paralel lemezt6l?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5141. Az dbrdn lathatd, vakuum- Uo
ban 1év6 sikkondenzator lemezei vizszin- ’_||||||||||||_/
tesek, tavolsdguk dop =4 cm. Az alsé le-
mezre egy do/4 vastagsdgi aluminiumle-
mezt helyeziink, és a kondenzatorra nagy- do I
fesziiltséget kapcsolunk. |

a) Mekkora legyen Uy, hogy a lemez
felemelkedjék?

b) Adott U telepfesziiltségnél mekkora vastagsdgi aluminiumlemez emelkedhet
fel a dy lemeztavolsdgu sikkondenzétor alsé fegyverzetérol?
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¢) Van-e olyan fesziiltség, amely mellett biztosan megemelkedik az aluminium-
lemez, akdrmekkora (dp-nal kisebb) a vastagsdga?

(Feltételezziik, hogy az aluminiumlemez mindvégig vizszintes marad. A kon-
denzator fegyverzeteinek mérete sokkal nagyobb dy-nél, a széleffektusok elhanya-
golhatdak.)

(5 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

P. 5142. Egy M tomegl tlireszkoz r sugaru korpalyan, allandé vy nagysa-
gu sebességgel kering a Nap koriil, mozgdsat csak a Nap gravitdciés hatdsa be-
folyasolja. Az tlireszkozt a Foldrél arra utasitjak, hogy inditson utjara egy telje-
sen fekete, gobmb alaku szondat, amelynek tomege m, sugara R, anyaganak sii-
riisége pedig 0. A kibocsatds utan a szonda ugyanazon a pélyan kering a Nap
koriil, mint a kibocsato. Tegyiik fel, hogy anyaga jé hovezetd, igy a gdémb ho-
mérséklete pélyara allasa utan alland6, T'= 180 K. A Nap sugarzasédt tekintsiik
egy Tp = 5778 K hémérsékleti abszolit fekete test sugarzdasanak! A Nap tome-
ge Mg = 1,99 -10%° kg, sugara Ro = 6,96 - 10 m, luminozitdsa (dsszes sugdrzasi
teljesitménye) pedig Le = 3,83 - 1025 W.

a) Hatérozzuk meg szamszeriien az {ireszkdz és a szonda pélydjanak r sugarat
csillagdszati egységben kifejezve! 1 CSE = 1,496 - 10® km.

b) Szdmitsuk ki a gombre esd fotonok &ltal a szonddra kifejtett erd Fy nagy-
sagat! A valaszt r, R, Lg és c fiiggvényében adjuk meg, ahol ¢ a fénysebesség
vakuumban.

¢) Hatdrozzuk meg a gomb v’ sebességének nagysigat, ha mozgdsat csak a Nap
gravitacidos hatdsa és a sugdrnyomés befolyédsoljal A valaszt az r, R, La, 0, vo és ¢
mennyiségekkel kifejezve adjuk meg!

Azért, hogy a szonda az r sugart korpalyara keriilhessen, kicsit le kell lassita-
ni. Ezt ugy érik el, hogy az lireszk6z mozgasaval ellentétes irdnyban, ahhoz képest
Av nagysdgu sebességgel inditjdk. Az tlireszkoz a sajat mozgdsanak stabilitdsa ér-
dekében legfeljebb Appax = 1 kg m s~! nagysagt impulzust adhat 4t a szondénak.

d) Szémitsuk ki numerikusan a gomb sugardnak legnagyobb (Ryax) értékét,
amely mellett az (ireszkdz mozgdsa még stabil marad! Tegyiik fel, hogy m < M és
Av = vy — v K vg! (Felhasznédlhatjuk, hogy 1 — 2 ~ 1 —2/2, ha |z| < 1.) A hi-
anyzé adatokra adjunk észszerii nagysagrendi becslést!

(6 pont) Nemzetkézi Csillagdszati és Asztrofizikai Didkolimpia
csehorszagi valogatéversenyének feladata

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 5. May 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 288): Exercises up
to grade 10: C. 1546. Find the integer solutions of the equation (z — 8)(z — 10) = 2Y.
(American competition problem) C. 1547. Let K denote the midpoint of side EF in
a regular hexagon ABCDEF. Find the point L on the broken line ABC'D for which
the area of triangle AKL is % of the area of the hexagon. (Based on a problem by
T. Bakos) Exercises for everyone: C. 1548. Ann selects a few fields of a 3 x 3 table.
Then row by row and column by column, she tells Bill how many selected fields there
are in that row or column. In how many different ways may Ann select her fields so
that Bill cannot find out from the given information which fields she selected? C. 1549.
Let F' be the midpoint of a line segment AB, and let Z be an arbitrary point on line
segment AF. Draw a perpendicular to AB at F', and mark a distance FF.X = F A on it.
Draw another perpendicular to AB at B, and mark a distance BY = AZ on it such that
X and Y lie on the same side of line AB. What may be the size of the angle XZY7
(Proposed by L. Surdnyi, Budapest) C. 1550. Find all positive integers n satisfying
n- (1142434 ---4+n!) = (n+1)!. Exercises upwards of grade 11: C. 1551. In
a triangle ABC, the lengths of medians AD and BFE are 3 cm and 6 cm, respectively, and
the area of the triangle is 3v/15 cm?. Determine the length of the third median, given that
it is different from the other two. C. 1552. Prove that if 0 < a <1 and 0 < b < 1 then
log,, %—i—b -log, a;—T—b > 1. (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza)

New exercises — competition B (see page 289): B. 5030. Prove that every
integer greater than 1 can be represented as a sum of numbers of the form 27 .37
greater than 1 such that no term of the sum is a divisor of another term. (For ex-
ample, 23 =94+8+6, 11 =9+2 or 12 =12.) (4 points) (A problem of Paul Erdds)
B. 5031. Let F' be a point on the extension of side AD of parallelogram ABCD be-

yond vertex D. Line segment BF' intersects side C'D at G and diagonal AC at E.

Show that B_lE = B_lG + % (8 points) B. 5032. In the interior of an isosceles tri-

angle, what is the locus of points for which the distance from the base is the geo-

. . . n+1
metric mean of the distances from the legs? (4 points) B. 5033. The ( 9 ) numbers
A1,1,01,2, -+, @0,y G2,1,02,25 Q2 n—15 -+, Gk, 15+, Qknt1—Fk,---,0n,1 are called an in-

verted Pascal pyramid of order n if ax,; = ar—1,; + ax—1,541 for an arbitrary 2 < k <n
and 1 <j<n+1—k. An example of an inverted Pascal pyramid of order 3 is shown
below:

as,;1 = 2
azy =1 azz =1

arn = —2 a2 =3 a3 = —2

Let si denote the sum of the numbers in row k of the pyramid, that is, sy = ar,1 + ak,2 +
oo+ apnt1—k- A pyramid is said to have a sign change in row k (k > 1) if sx—1 - sp < 0.
Given the value of n, what is the largest possible k if a pyramid of order n has sign changes
in rows 2, 3, ..., k, but no sign change in row (k+ 1)7 (In the example above, k = 2 since
s1-82 =—2<0but s2-s3 =4>0.) (5 points) B. 5034. Prove that if none of the angles
a, B, v, § of a convex quadrilateral are right angles then tan o 4 tan 8 + tan~y + tan =
tana - tan 8- tan+y - tan d(cot a+ cot 5+ cot y 4 cot 8). (8 points) (A problem of J. Surdnyi)
B. 5035. The edges of a complete graph on n > 8 vertices are coloured in two colours.
Prove that the number of cycles formed by four edges of the same colour is more than
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=y
%. (6 points) (Based on a problem proposed by M. Pdlfi, Budapest) B. 5036. From

a point M, two tangents are drawn to a right-angled hyperbola of centre O. One tangent
intersects an asymptote at point P, and the other tangent intersects the other asymptote
at point Q. Prove that line OM bisects the line segment PQ. (& points) B. 5037.
A polyhedron P is divided into the smaller polyhedra Pi,..., P, and also divided into
the smaller polyhedra Q1, ..., Qk such that the polyhedra P; and @; are congruent for all
i =1,...,k. Show that it is possible to select some points in the interior of P such that
there are the same number of points (at least one) in the interior of polyhedra P; and Q;
for all i =1,..., k. (The position of each polyhedron is fixed in the space.) (6 points)

New problems — competition A (see page 291): A. 752. Let k, s and n be positive
integers such that s < (2k + 1), and let R be the set of lattice points (z,%) in the plane,
satisfying 1 < z,y < n. On the grid R we perform the following procedure. Initially, we
colour one point of R green; all other points in R are coloured white. On every move, we
choose a square S, consisting of 2k x 2k lattice points in such a way that the center of S
is green and it contains at least s white points; then we re-colour s white points of S to
green. We repeat this step as long as there is a suitable square S. We say that the number
s is k-sparse, if there exists a positive real number C such that, for every n, for every
choice of the initial green point, and for every valid sequence of moves, the total number
of green points in the grid cannot exceed C'n. Determine the least k-sparse positive integer
s in terms of k. (Proposed by: Nikolai Beluhov, Stara Zagora, Bulgaria) A. 753 Let a be
an integer, and let p be a prime divisor of a® + a? — 4a + 1. Show that there is an integer b
such that p = b® (mod 13). A. 754 Let P be a point inside the acute triangle ABC, and
let @ be the isogonal conjugate of P. Let L, M and N be the midpoints of the shorter arcs
BC, CA and AB of the circumcircle of ABC| respectively. Let X 4 be the intersection of
ray LQ and circle PBC, let Xp be the intersection of ray M@ and circle PC'A, and let
X¢ be the intersection of ray NQ@Q and circle PAB. Prove that P, X4, Xp and X¢ are
concyclic or coincide. (Proposed by: Gustavo Cruz, Sao Paulo)

Problems in Physics
(see page 312)

M. 387. Cut an approximately spherical orange into two parts and place one of the
two “hemispheres” on a slope, with the curved part of the orange touching the surface of
the slope. Use a slope whose angle of elevation can easily be changed, and the surface of
which is rough enough so the orange does not slip on it. Increase the angle of elevation of
the slope, until the orange stays at rest in a slant position. Take a picture of the orange
on the slope. Measure the maximum angle of elevation of the slope, and construct the
centre of mass of the hemisphere.

G. 673. A cuboid-shaped aquarium is slowly filled with water. By what factor the
force exerted on a wall of the cuboid is greater when the aquarium is fully filled with water
than when the aquarium is filled only to one third of its height? G. 674. Between Budapest
and Veresegyhdz there are two types of trains: passenger trains and fast passenger trains.
Determine the average speeds of both types of trains using a railway timetable available
on the internet (for example elvira.mav-start.hu). How will the average speeds of the
trains change if the train has to wait ten minutes for another train coming from the
opposite direction? G. 675. A plane mirror is placed horizontally on a horizontal floor,
and above it another plane mirror, facing towards the first one is placed as well. There
is a small black spot in the middle of the top mirror. The mirror at the top is released
and begins to fall at an acceleration of g. What are the magnitudes and the directions of
the acceleration of the images of the spot? G. 676. At dawn on 21 January 2019 there
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was a total eclipse of the Moon, which could be seen from Hungary, and was observable
for more than an hour. What factors does the length of the total eclipse of the Moon
depend on?

P. 5132. We set off on a journey by car. The meter, which shows the average speed
of the car from the start of the journey, reads 37 km/h when we reach the motorway. From
that time onward, we travel at the greatest allowed speed (130 km/h). a) Determine how
the average speed of the car changes as a function of time. What circumstances affect this
function? b) How much time elapses until the value of the average speed — rounded to the
nearest integer — is going to be 130 km/h? P. 5133. Objects of mass m are attached to
the ends of a thread wound through a standing pulley. Below one of the objects another
object of mass mi is hung by means of a thread of length ¢, so the object of mass m;
will be at a height of h, measured from the ground. After releasing the system, how much
time elapses between the instants when the two objects hit the ground? Data: m = 2 kg,
mi =1%kg, £=2m, h=3 m. P. 5134. One end of a very thin negligible-mass rod of
length R = 0.64 m is attached to a horizontal axle, whilst to its other end a small sphere
of mass m =5 g and of charge @ =6-1077 C is fixed. The whole structure is placed
into vertically downward uniform electric field of strength F =2 -10°> V/m. The rod is
put into the horizontal position shown in the figure. a) What vertically downward initial
speed vg should the small sphere be given in order that after 3/4 of a complete revolution
the rod gets stuck, and at the same time the small sphere is ceased to be fixed to the rod,
and flies back exactly to its initial position? b) What is the angle between the velocity of
the small sphere and the horizontal, when the sphere passes its initial position? ¢) What
is the ratio of the speed of the sphere when it passes its initial position to that of its
initial value? P. 5135. The centre of mass of the driver of weight G = 840 N, when he
is sitting in the car, is at point A as shown in the figure. (The scale figure on the right
shows the top view of the car. Point A is the first left trisecting point of the rectangle
determined by the wheels of the car.) By what amount are the magnitudes of the forces
exerted on the wheels of the car increased when the driver is sitting in the car compared
to the case when he is not in the car? The springs at the wheels are alike and they all
obey Hooke’s law. P. 5136. Both ends of a thread are attached to the top two vertices of
a rectangular picture of sides A and B, and then the picture is hung to a peg. What should
the least length of the thread be in order that the picture remain in a stable symmetric
position? Friction between the peg and the thread is negligible, and the centre of mass of
the picture coincides with the geometric centre of the rectangle. P. 5137. The gasbag of
an airship of volume 31900 m?® is filled with hydrogen and is staying at rest in air. The
values of the temperature and the pressure of the ambient dry air are the same as those
of the hydrogen in the gasbag: the temperature is 20 °C and the pressure is 95.3 kPa.
a) Calculate the buoyant force of the air. b) What would the value of the buoyant force
be if the ambient air had 70% relative humidity, at the same pressure and at the same
temperature? P. 5138. The cooling of water is investigated in alike containers of negligible
heat capacity. In each case the initial temperature of the sample of water is 80 °C, and the
aimed final temperature is 40 °C. The temperature of the environment is 30 °C, which
does not change during the measurements. (i) Firstly it was measured that 2 litres of
water cooled from 80 °C to 40 °C in a time of to. (i7) Secondly, we waited only until the
2 litres of water initially having a temperature of 80 °C cooled to a temperature of 50 °C
(which took a time of ¢1). Then 1 litre of water was quickly poured out and was replaced
with 1 litre of water at a temperature of 30 °C. (i) Then the measurement was repeated
such that 1 litre of the initial 2 litres of water at a temperature of 80 °C was poured
out and immediately replaced by 1 litre water at a temperature of 30 °C. The mixture
reached the temperature of 40 °C in a time of ¢2. (iv) Finally the 2 litres water of initial
temperature 80 °C, was left to cool to 60 °C, and then quickly 1 litre of water was poured
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out and replaced by 1 litre of water of temperature 30 °C, and then the mixture was left
to cool to a temperature of 40 °C. The total time of cooling in this case was t3. Which is
the quickest and which is the slowest way of cooling? Express the times of ¢1, t2 and ¢3 in
terms of to. It can be assumed that the rate of cooling of an object is proportional to the
temperature difference between the object and the environment, that is Newton’s law of
cooling can be applied. P. 5139. A monochromatic light beam enters into a glass prism
of vertex angle 75°. The prism is in water, and the angle of incidence of the light beam
is 45°. The light beam emerges from the glass after two refractions. a) How and by what
percent does the wavelength of the light change when the light emerges from the glass
and enters into the water? b) By what angle does the direction of the light beam which
emerges from the glass after the two refractions change with respect to that of the incident
ray? ¢) At what angle of incidence would the light beam not emerge from the prism at the
second boundary? The refractive index of glass is %, and that of the water is % P. 5140.
Newton’s rings are created by a plano-convex lens placed to a plan-parallel glass sheet
illuminated by light of wavelength 0.6 pm. The refractive index of glass is 1.5, the focal
length of the lens is 2.7 m. a) What is the radius of the fourth bright ring? b) How will
the (dark and bright) ring pattern change if the lens is moved a bit further from the plan-
parallel glass sheet? P. 5141. The plates of a parallel-plate condenser shown in the figure
are horizontal and they are at a distance of dy = 4 cm from each other. The condenser is in
vacuum. An aluminium sheet of width do/4 is placed on the lower plate, and high voltage
is connected to the condenser. a) What should the value of Uy be in order that the sheet
rise? b) At a given applied voltage of U what is the width of the aluminium sheet that
can rise from the lower plate of the condenser of plate distance do? ¢) Is there a voltage
value at which the sheet surely rises, independently of the width of the sheet (provided
that it is less than do)? (Assume that the aluminium sheet remains horizontal all the
time. The sides of the condenser plates are much greater than dy, and finite-size effects
are negligible.) P. 5142. A spacecraft of mass M revolves around the Sun along a circular
path of radius 7, at a constant speed of vg. Its motion is affected only by the gravity of the
Sun. Scientists on Earth intend to launch an absolutely black and perfectly spherical probe
from the spacecraft. The radius of the probe is R, its mass is m, and it is made of some
material of density o. The sphere is intended to be put to a circular trajectory of radius r
(same as for the mother spacecraft) around the Sun. Assume that the sphere conducts heat
sufficiently well so that it is able to maintain uniform temperature (which we denote by T")
and that this temperature stabilises at 7' = 180 K after the launch. Assume that the Sun is
a black body of temperature T = 5778 K, its mass is Mg = 1.99 - 10°° kg, and its radius
is Re = 6.96 - 10% m. The value of the solar luminosity to be used throughout this question
is Lo = 3.83-10%° W. @) Find the value of 7 in astronomical units (1 AU = 1.496 - 10® km).
b) Find the magnitude of the force F,., which is the force exerted on the sphere by the
radiation. Write your answer in terms of r, R, Ls and ¢, where c is the speed of light
in vacuum. ¢) Find the speed of the sphere v" when the radius of its orbit is r. Write
your answer in terms of r, R, Le, 0, vo and c. You should assume that the motion of the
sphere is affected only by the gravity of the Sun and the radiation pressure discussed in
question b). Notice that in order to maintain the sphere’s circular orbit at radius r, we
have to slow it down a little. This can be achieved be launching it opposite to the direction
of spacecraft’s motion at a speed Av relative to the spacecraft. Also, in order to avoid
dangerous destabilisation of the spacecraft’s motion, the maximum admissible impulse
the spacecraft can impart on the sphere is Apmax = 1 kg ms™*. d) Find (numerically)
the maximum radius Rmax of the sphere, at which any dangerous destabilisations of the
spacecraft during the launch can be avoided. Assume that m < M and Av = v —v" < vg.
Use the approximation /1 —z ~ 1 — /2, if |z| < 1. For the missing data give reasonable
estimations.
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