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A 2019. évi Kunfalvi Rezso
olimpiai valogatéverseny
elméleti feladatai'

1. Buborékok képzddése és mozgdasa pezsgbben

Szilveszteri koccintdskor megfigyelhetjiik, hogy a pezsgében buborékfonalak
alakulnak ki, azaz a buborékok a pohar aljanak vagy oldalfaldnak bizonyos pont-
jairdl indulva libasorban emelkednek a felszin felé. A buborékok képzodésének
oka, hogy a pezsgd eléallitdsakor az italt nagy (2-5 atmoszféra) nyomds alatt
szén-dioxiddal telitik, ami légkori nyomdson tultelitett oldatot eredményez, igy
a COy géaz formajiban fokozatosan kivalik a folyadékbdl. Ez a kivélas a pohar
bels6 falanak mikroszkopikus egyenetlenségeinél, szennyezédéseinél torténik meg
legnagyobb valdszintliséggel, ezek az in. nukledcids magvak. Ha egy buborékkezde-
mény mar kialakult, akkor a gaz-folyadék hatarfeliileten tovabb folytatodik a COq
kivalasa egészen addig, amig a buborék olyan nagyra hizik, hogy nagy része levélik
a magrél. Ekkor csak egy apré buborékkezdeményt hagy maga utdn, amely szintén
novekedésnek indul.

Ebben a feladatban a buborékok levalasdnak és emelkedé mozgédsanak lefrasa-
val foglalkozunk egy olyan egyszerti modell segitségével, amely bizonyos feltételek
mellett a részletes szamolasok és kisérletek szerint is jol kozeliti a valosdgot.

1.A. Buborékok képzddése és levalasa

Tegyiik fel, hogy a pohér aljan 1évé egyik nukle-
aciés mag egy kicsiny, b sugaru, kor alaku bemélye-
dés, amelyen lassan egy buborék fejlédik (1. dbra).
Egy adott pillanatban a buborék térfogata V', ma-
gassaga h, gorbiileti sugara a legfels6 pontjaban rg, h
illeszkedési szoge a pohar aljahoz képest 0. A folya-
dék nyomasa kozvetleniil a buborék tetejénél p.

A buborékra a folyadék hidrosztatikai nyomasé-
t6l szdrmazo Fy erd, a bezart COz-gaz nyomasabol
szarmazo Fy er6, illetve a bemélyedésnél hato, felii- = op =
leti fesziiltségbdl szarmazé Fy erd hat. ]

1. dbra
1.A.1. Fejezziik ki az Fy erdt a folyadék (pezsgd) o strisége, a g nehézségi
gyorsulds, valamint az 1. abrdan feltiintetett mennyiségek segitségével!

1.A.2. Fejezziik ki az Fy erdt a folyadék o felileti fesziiltsége és az 1. dbrdan
ldthatd mennyiségek segitségével!

1.A.3. Adjuk meg az F3 erét a o felileti fesziltség és az 1. dabrdan ldthato
paraméterek segitségével!

LA versenyt a nemzetkozi didkolimpidhoz hasonlé kériilmények kozott Budapesten
rendezték meg 2019 mérciusaban. A feladatokat Vigh Mdté allitotta Gssze.
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1.A.4. Az el6z6 alkérdésekre kapott eredmények felhaszndldsdval irjuk fel a bu-
borék egyensulyat kifejezd egyenletet!

A buborék alakjat a hidrosztatikai nyomdsbdl és a feliileti fesziiltségbdl szar-
mazd erék egyiittesen hatarozzak meg. Ha a buborék mérete sokkal kisebb egy bizo-
nyos k hossziisdgndl, akkor a buborék nagy része (egy vékony ,nyaktdl” eltekintve)
j6 kozelitéssel gomb alaki marad még a nukledciés magrdl valo leszakadaskor is,
ahogy az a 2. dbra els6 négy rajzan lathatoé.

Ro

2. dbra

1.A.5. Adjunk becslést k értékére a pezsgd o strisége, a g nehézségi gyorsulds
és a o fesziiltség segitségével! (Feltehetjiik, hogy a COs gdz sirisége joval kisebb
a folyadék siriségénél.)

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a buborék mérete sokkal kisebb, mint k!
Ekkor a buborék alakja a levalas pillanatdban egy Ry sugard gémbbel és a hozza
csatlakoz6 b sugari, henger alaki, vékony (b < Rp), révid nyakkal modellezhetd
(ldsd a 2. dbra utolsé rajzét).

1.A.6. Fejezziik ki a bemélyedés (és a buborék nyakdnak) b sugardt az éppen
levdld buborék Ry sugara, valamint o, g és o segitségével! Haszndljuk fel, hogy
(1+e)" ~1+mne, hale| < 1.

1.A.7. Szdmitsuk ki az éppen levdld buborék Ry sugardt, ha o = 10° kg/m3,
g=29,8 m/sQ, o =50 mN/m és b=0,5 um.

1.B. Buborékok felszillé mozgasanak leirasa

A buborék belsejében 1év6 szén-dioxid mennyisége a nukledciés magrol torténd
levélas utan tovabb noévekszik. Ennek iiteme jo kozelitéssel ardnyos a buborék

faldnak A felszinével:
AN
= A A
Ar
ahol v egy alland6, AN pedig a kicsiny At id6 alatt a folyadékbdl kivalé COa2-
molekuldk szama.

A feladat kovetkez6 részében tételezziik fel, hogy a pezsgd (és a benne 16v6
buborék) hémérséklete mindvégig az idedlis T'= 15 °C, a buborék jé kozelitéssel
gomb alakid marad, a légkéri nyomas értéke pedig py = 10° Pa.

1.B.1. Adjuk meg a buborék R(t) sugardt a levdlds utdn t idd elteltével Ry, 7,
T, po és univerzdlis dllandd(k) felhaszndldsdval!
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A felfelé mozgd buborékra a hidrosztatikai felhajtéerd és a v sebességgel ara-
nyos nagysagi un. Stokes-féle kozegellenalldsi eré hat: Fgiokes = 6mRnv, ahol R
a buborék pillanatnyi sugara, n pedig a folyadék bels6 surlédasat jellemzo un. visz-
kozités.

1.B.2. Adjuk meg a buborék v(t) sebességét a levdlds utdn t idé elteltével Ry,
v, T, po, 0, g, n €s univerzdlis dallandd(k) felhaszndldsdval!

A poharban H = 10 cm magasan &ll a pezsgd. A pohér aljardl indulé buborék
to =1,2 s alatt éri el a felszint. A pezsgd viszkozitdsa n =1,6-10"2 Pa-s. Ha
az 1.A.7. alkérdésben nem sikeriilt meghatdrozni a levalé buborék R, sugarat,
akkor azt vegyiikk Ry = 0,16 mm-nek!

1.B.3. Mekkora a buborék R(ty) sugara, amikor eléri a felszint? Adjuk meg
a sugdr szamszert értékét is!

Matematikai segitség: Sziikségiink lehet a kovetkez6 integralra:
(a + bx)"t!

m + konstans.

/(a-l—bm)"dx -

2. Ponttoltés mozgasa oszcillalé elektromos térben

Egy gombkondenzator két koncentrikus, R
és 2R sugar, igen jol vezetd fémgombhéjbél all;
a gombok kozotti térben vakuum van. A kon-
denzdator fegyverzetei kozé egy valtéaramu fe-
sziiltségforrast helyeziink, amit egy-egy sugérira-
nyu, egyenes vezetékkel csatlakoztatunk a gom-
bokhoz (8. dbra). A gémbokre kapcsolt fesziiltség
U(t) = Uy coswt mbédon véltozik az id6 fiiggvé-
nyében.

2.1. Hatdrozzuk meg a gombkondenzdtor ka-
pacitdsdt! A wvdlaszt R és univerzdlis allandd(k)
segitségével adjuk meg! 3. dbra

Ha a valtakozé fesziiltség korfrekvencidja nem til magas, a kondenzator fe-
sziiltsége (az igen jol vezetd gombok miatt) ,koveti” a fesziiltségforrast, a faziské-
sés lényegében zérus (ez a kvdzisztatikus eset). Ha azonban a véltakozé fesziiltség
w korfrekvencidja megkozelit egy bizonyos wp értéket, akkor a rendszer induktiv
ellenalldsa szamottevd lesz, igy a kvazisztatikus kozelités nem alkalmazhaté.

2.2. Adjunk nagysdgrendi becslést wy értékére, ha R =10 cm. Ismert tovdbbd,
hogy a vdkuum dielektromos dllanddja o = 8,85 - 10~2 C2?/(Nm?), permeabilitdsa
po = 47 -1077 Vs/(Am).

A tovéabbiakban tegyiik fel, hogy w < wy! A gombok kozotti térben, a fesziilt-
ségforréssal atellenes oldalon egy +@Q toltésti, m tomegl kis porszem talalhato.
Feltételezhetjiik, hogy a porszemre haté nehézségi erd hatdsa a feladat sordn végig
elhanyagolhaté. Jeloljitk a porszem gombok kozéppontjdtdl mért tavolsagat r-rell
Ha a véltakozé fesziiltség korfrekvenciaja sokkal nagyobb egy bizonyos wo értéknél,
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akkor a gyongy mozgasa felbonthaté egy lassu, sodrédé mozgasra és egy akoriil
gyorsan oszcilldld, kis A(t) amplitud6ja rezgémozgésra: r(t) = ro(t) + A(t) cos wt,
ahol A(t) < ro(t), valamint A(t) és ro(t) lassan véltozé fiiggvények. Ez azt jelenti,
hogy teljesiilnek az 7 (t), A(t), A(t)w < A(t)w? relécick (a mennyiség folé tett pont
és kettOspont az elsé és méasodik idé szerinti derivaltat jelsli).

2.3. Adjunk nagysdgrendi becslést wy értékére m, Q, R és Uy segitségével! Szd-
mitsuk ki wo becsiilt értékét R=10cm,m=10"%ke Q =1,6-1072C,Uy = 1,0V
esetén!

A kovetkezé feladatokban tegyiik fel, hogy ws <« w < wy! A porszem gyorsu-
lasa az

(2.1) 7(t) = Lz cos wt
r(t

egyenlet szerint valtozik az id6 fiiggvényében, ahol a dlland6 paraméter.
2.4. Fejezziik ki az o paraméter értékét m, Q, R és Uy segitségével!

2.5. Az emlitett kozelitések segitségével adjuk meg a gyors oszcilldcid A(t)
amplitiddjdt a, ro(t) és w felhaszndldsdval!

A (2.1) egyenlet egy periédusiddre vett atlagolasaval dsszefiiggést allapitha-
tunk meg a porszem lassd, sodrédé mozgdsat leird ro(t) fiiggvény és annak 7o(t)
gyorsuldsa kozott. A lassan valtoz6 mennyiségek — A(t) és ro(t) — egy peridédus alatt
alig valtoznak, igy az idéatlagolas soran allandénak vehetdk.

2.6. Az eddig haszndlt kozelitéseket és a 2.5. alkérdés eredményét felhaszndlva
fejezzik ki a lassan sodrddd mozgds 7o(t) gyorsuldsdt ro(t), a és w segitségével!

2.7. Feltételezve, hogy a t =0 iddpillanatban a porszem a kisebb fémgomb
feliiletének kiozelébdl indult, hatdrozzuk meg, mekkora sodrdddsi sebességgel ér el
a porszem a nagyobb gombhoz! Az eredményt m, Q, R, Uy és w segitségével adjuk
meg!

Matematikai segitség: Sziikségiink lehet a kovetkez6 integralra:

xn+1
/ac” dz = 1 + konstans.
n

2.8. Adjuk meg a porszem sodrdddsi sebességének szdmszerid értékét akkor,
amikor eléri a nagy gombét! Legyen w =2-10° 1/s, R =10 cm, m = 10716 kg,
Q=16-10"2C,Uy=1,0V!

3. Szaloptikas giroszkép

A mechanikus giroszkop a porgettyii elvén miikodo eszkoz, amelynek lelke egy
olyan lendkerék, amelynek szimmetriatengelye a haromtengelyti felfiiggesztésnek
koszonhetden szabadon el tud fordulni. A felporgetett kerék a perdiiletmegmaradas
miatt a felfliggesztés mozgatasakor is megorzi eredeti forgastengelyét, igy alkalmas
iranyok megtartasara és szogsebességmérésre is.

A széloptikds giroszkép csak a felhasznédlasi médjdban hasonlit a mechani-
kus giroszképra, hiszen ez is alkalmas egy forgd koordindta-rendszer szogsebessé-
gének meghatdrozasara. Az eszkoz lényegében egy un. Sagnac-féle interferométer
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széloptikas valtozata, amelyben az interferdlé fényhullamok faziskiilonbsége fligg
a koordinata-rendszerrel egyiitt forgd eszkoz szogsebességétél. Ez a feladat a szél-
optikas giroszkép miikodési elvével foglalkozik.

3.A. A Sagnac-féle interferométer

A Sagnac-féle interferométer egyik valtozatdt a 4. dbra mutatja. Ez az eszkoz
két idedlis siktiikorbdl és egy nyalabosztébdl all, amelyek egy L oldalu szabalyos
hiromszog alakjaban vannak elrendezve. A nyaldbosztéra 60°-os beesési szogben
Iy intenzitdsu, A hulldmhosszisdgi monokromatikus sikhulldm esik a fényforrasbol.
A nyaldboszt6 egy dielektromos (szigetel§) anyagbdl késziilt vékony planparallel
lemez, amelynek fels6 lapja féligatereszté tiikorként viselkedik, azaz a ra es6 fény
intenzitdsanak felét visszaveri, méasik felét pedig atengedi. A nyaldboszté alsé lapja
egy vékony bevonatnak koszonhetéen nem titkrozé.

1. tiikor
fényforras 6o \&1/\
L A
nyalaboszté L
L
detektor 60°
2. tiikor
4. dbra

A nyalabosztén valé dthaladéds utan a fény az dramutaté jardsaval megegyezo,
és azzal ellentétes irdnyban is végigpattog a tiikrokon, mig végiil mindkét hullam
djra a nyaldbosztéhoz érkezik. Itt a hullamok ismét kettévalnak fele-fele intenzités-
ardnyban, igy a hulldmok egy része a fényforrasba visszajutva egyesiil, mésik része
pedig (egymadssal interferdlva) a detektorba jut.

3.A.1. Az interferométer alaphelyzetében mekkora intenzitast mér a detektor,
és mekkora intenzitisu fény jut vissza a fényforrdsba?

3.A.2. Az interferométer 1. tikrét kicsiny o szdggel elforgatjuk a 4. abran ldt-
haté modon. Viltozik-e, és ha igen, hogyan vdltozik a detektor dltal mért intenzitds
a fiigguényében?

3.B. A szaloptikas Sagnac-féle interferométer, mint giroszkép

A 4. dbran bemutatott interferométert optikai szélak segitségével is meg lehet
valésitani (5. dbra). Az optikai szélak fényvezeté magjanak torésmutatdjardl téte-
lezziik fel, hogy 1-hez kozeli érték. A hasznalt fény hulldmhossza A, a fényforrdsbol
kiindulé intenzitds a szalban Iy. Az egyenld intenzitdsi nyaldbosztést két optikai
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szal kozotti csatolassal valésitjak meg: ha a két szdl fényvezetdé magja elég ko-
zel helyezkedik el egymaéshoz, az elektromégneses hullam ,,atcsatolédhat” az egyik
szalbdl a masikba. Ha a csatolashoz egy bejovo hullam érkezik, akkor a két tovabb-
haladé hulldm egyméshoz viszonyitott fdziskiilonbsége 7/2 lesz. A fényforrds felél
érkezé nyaldb két fele az dramutaté jardsival azonos (—), illetve azzal ellentétes
(4) irdnyban halad végig N darab, egyenként A teriiletii hurkon, mig a csatoldson
djra dthaladva a detektorba, valamint a fényforrasba jut.

fényforras

csatolas

detektor

Ha az 5. abran lathato6 interferométert a kor alakd hurkok koézéppontja koriil
Q) szogsebességgel megforgatjuk, akkor a + és — irdnyba haladé hullamok hul-
ldmhossza a Doppler-effektus miatt kicsit megvaltozik. fgy a detektor altal mért
intenzitas ) fiiggvénye lesz.

3.B.1. Hatdrozzuk meg a + és — irdnyba terjedd hullimok ¢ faziskilonbségét,
amikor a detektorba érnek! A vdlaszt A, A, N és Q univerzdlis dllandd(k) segitsé-
gével adjuk meg!

3.B.2. Adjuk meg a detektor dltal mért intenzitast a + és — iranyba terjedd
hullamok ¢ faziskilonbsége és Iy segitségével!

3.B.3. Egy tipikus szaloptikas giroszképban 200 m hosszi optikai szal van
feltekerve egy d = 10 cm atmérdji, fiiggdleges tengelyli csévetestre. Mekkora fé-
ziskiilonbséget mérhetiink a két nyaldb kozott Budapesten a Fold forgasa miatt?
(Budapest foldrajzi szélessége kb. 47°.)

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 652. Egy test nyugalombdl indulva egy egyenes mentén mozog gy, hogy
gyorsuldsa idében egyenletesen novekszik a kezdeti zérus értékrdl mdsodpercenként
2 m/s” értékkel. Mekkora a test sebessége az induldst kévetéen 4 mdsodperc miilva?

(4 pont)
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