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Matematika feladatok megoldasa

B. 4970. Adott a sikon két pont A és B, tovdbbd egy ezeket elvdlasztd e egye-
nes. Vdlasszunk az e egyenesen P és QQ pontokat gy, hogy PAQ< = 90° teljesiil-
jon. Mutassuk meg, hogy létezik eqy olyan, B-tdl kiilonbozd pont, amelyen a B, P
és Q pontokra illeszkedd kor — a P és Q pontok vdlasztdsatdl figgetlendil — dthalad.

(5 pont) Javasolta: 11. C. osztdly, Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

I. megoldés. Legyen az A pont merdleges vetiilete az e egyenesre T'. Mivel
PAQ egy derékszogli haromszog, a PAT és AQT haromszogek hasonléak, tehat

Fi = gy, amibsl PT-TQ = AT? (1. dbra).

Mivel a T pont helyzete valtozatlan, igy AT? allandé P és Q barmely valasz-
tésa esetén, ezért a T pont BP(Q korokre vonatkozo hatvanya is dllandé. Vegyiink
két tetszOleges BPQ és BP'Q’', a feltételeknek megfelels kort és legyen ezek B-
t61 kiillonb6z6 metszéspontja X. Az X B egyenes dtmegy a T ponton, mert az X B
egyenes a két kor hatvanyvonala, és T hatvanya a két korre megegyezik. Tegyiik
fel, hogy van olyan, a feltételeknek megfelels6 BP*Q* kor, amely a BPQ kort egy
X-t8l kiilénb6z6 X’ pontban metszi. Ennek az 1) kornek és a BP(Q kornek a hat-
védnyvonala az X'B egyenes. Azonban ez ellentmondés, mert X és X’ a BPQ kor

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/4 221



ﬁ} 2019.4.6 — 20:52 — 222. oldal — 30. lap KoMalL, 2019. aprilis QF

kiilonbozé pontjai, igy T ¢ X’'B, és ezzel T hatvédnya a két korre nem lehetne
egyenld, pedig egyenld kell, hogy legyen. Igy X’ egybeesik az X ponttal. Tehat
mindegyik kor atmegy az X ponton.

Marton Dénes (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan.

II. megoldas. Invertaljuk az e egyenest és a B pontot az A kézépponti, AB
sugaru korre. Ekkor B képe tnmaga, e képe pedig egy, az A ponton atmené kor
lesz (2. dbra).

Legyen ennek a kornek a kozéppontja O. Az inverzié szogtartéd tulajdonsiga
miatt és PAQ< = 90° kovetkeztében P’ AQ’'< = 90°, igy a Thalész-tétel megfordi-
tasat felhaszndlva tudjuk, hogy P’ és Q' az €’ kor egy dtmérdjének két végpontja.

A B’, P', Q' pontokra illeszkedé kor messe az B’O egyenest S-ben. Ebben
a korben a szel6tétel miatt OP’ x OQ' = OB’ x OS, ebbdl

OP' x0Q’

0S = OB

Mivel az €’ korben P’ és Q' egy atmérd két végpontja, ezért OP' és OQ' fiigget-
len a P és (Q pontok valasztasatol, tovdbba OB’ is fiiggetlen a P és Q pontok
valasztasatol, azaz OS is fiiggetlen a P és () pontok valasztasatdl.

Ezzel belattuk, hogy a B’, P’ és Q' pontokra illeszkedd kor a P és (Q pontok
valasztdsatol fliggetleniil athalad S-en, tovdbbd még egyszer invertalva: a B, P
és () pontokra illeszked6 kor a P és (Q pontok valasztasatol fliggetleniil athalad
S inverz képén.

Csertan Andrds (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 57 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 45, 4 pontot 1, 3 pontot és 2 pontot
szintén 1-1 tanulé. 1 pontos 3, 0 pontos 5, nem értékeljiitk 1 tanulé dolgozatat.

B. 4978. Legyen n > 3 egész szam és « tetszdleges valos szam. Bizonyitsuk be,
hogy

(5 pont)
Megoldas. A kétszeres szogeke vonatkozé cos 2z = cos? z — sin®

2cos?z = cos 2z + 1 forméban tagonként alkalmazva kapjuk, hogy

ity 2km s 2km s Ak
) § 2 — E 2 cos? - ) = E 5 (2 —_— 1) =
2 coSs (a + i ) 2 coSs (a + i ) (COb ( o+ " ) + )

T azonossagot

k=0
n—1
4km
= E cos | 2a + — +n.
n
k=0
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Pontosan azt kell megmutatnunk, hogy
n—1
4k
Z (cos <2a + W)) =0.
n
k=0

A megoldés tovabbi részében a komplex szamok trigonometrikus alakjat hasz-
naljuk. Legyen
(5) (5
z=cos|— | +e-sm|—].
n n
Ekkor algebrai azonossag alapjan

cos (4m) + 4 -sin (47) — 1 22— 1 ok
) fiesin () -1 21

n n
"1< (m) o (m))
= cos| — ) +2-sin | — .
. n n

Az n > 3 feltétel miatt % nem lehet paros egész szam, igy a nevezSben szerepld
cos (4m) +i-sin (47) — 1 # 0. Viszont a szamlald, cos (47) + ¢ -sin (47) — 1 = 0, tehét

1( (m) o (m))
cos| — | +¢-sin| — =0.
‘ n n

Most hasznéljuk fel a trigonometrikus alakban adott komplex szamok szorzasara
vonatkozo azonossagot tagonként:

el s . . s
0= (cos(2a) + i - sin(2a)) kzzo (cos (47’2) +1i-sin <4]:1))
<(cos(2a) +i-sin(20)) <Cos (‘1’:) +i-sin <4]:r)>> -
::0 (cos <2a + 4’;”) +i-sin <2a + 4’;”)) _

n—

n—1
4 4
(cos(Qa—l—lm))—&—i- E (sin<2a+lm>).
n n
k=0 k=0

Tudjuk, hogy ez a komplex szam nulla, emiatt a valés része is nulla:

5 (o (20 55)) <0

k=0
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Az eredeti éllitashoz visszatérve tehat beldttuk, hogy
n—1 n—1
2km 2km n
2 § 2 =) =n, i § 2 =) ==
COS (a + " ) n, vagyls 2 COS (a + o ) 5

Weisz Maté (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 62 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 38, 4 pontot 10 versenyzé. 3 pontos 5,
2 pontos 5 dolgozat. 1 pontot 3, 0 pontot 1 tanul6 kapott.

B. 4983. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

2
9 % +2r —3 2
2 — 3 — = .
v 22—-2x—-3 22-2x-3
(4 pont) Javasolta: Laczkd Ldszld és Szoldatics Jozsef (Budapest)

Megoldas. Eloszor vizsgaljuk meg, hogy a gyokjel alatt all6 tort milyen valds
z-ekre lesz nagyobb vagy egyenld, mint 0. Ez csak akkor lehet, ha mindkettd pozitiv
vagy negativ (a szadmlalé lehet 0 is, a nevezd viszont nem).

A sz4mlal6 és a nevezl is szorzattd alakithato:
22+ 20— 3= (x—1)(x+3),
2 —2x —3 = (x+1)(x—3).

Ha az ezekbdl adédo fiiggvényeket dbrazoljuk, lathatd, hogy a megolddsok csak
a (—oo; —3], a (—1; 1], illetve a (3;00) intervallumokbdl keriilhetnek ki. Induldskor
megengedhetjiik, hogy a szamlalo 0 legyen, de mivel ekkor az egyenlet jobb oldala
nem 0, ezért sem az x = —3, sem az © = 1 nem gyoke az egyenletnek.

Ezek utdn szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (2% — 22 — 3)-mal.

Két eset lehetséges: ha negativ, illetve ha pozitiv szdmmal szoroztunk. Vizs-
galjuk részletesen elészor azt az esetet, amikor z2 — 22 — 3 pozitiv. Ekkor tudjuk,
hogy = > 3, vagy = < —1. Beszorzas és rendezés utan azt kapjuk, hogy:

(> +22—-3)(2® =22 —3) — /(22 + 22 —3)(22 — 22— 3) —2=0.

Legyen a = /(22 + 2z — 3) (22 — 22 — 3). Igy az egyenlet a kivetkezd lesz:
a>—a—-2=0.

Ennek gyokei: a; = 2 és ap = —1. A mésodik gyok nem megfeleld, hiszen a gyokos
kifejezés csak pozitiv lehet. Ebbél az kovetkezik, hogy a? = 4. Tehit a megoldandé
egyenlet a kovetkez6 lesz:

(22 422 — 3)(2* — 20 — 3) = 4.
Ha kibontjuk és O-ra rendezziik az egyenletet azt kapjuk, hogy:

2t — 1022 +5 = 0.
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Ez 22-re mésodfoki:
xig =5+2V5 és x§74:5—2\/5.

Ezekbol négy gyokot kapunk:

21 =\5+2V5, xa=—-\5+2V5, a3=15—-2V5, x4=-1/5-2V5.

Koziilikk azonban csak ketté esik megfelel6 intervallumba, igy csak az x; =
=/b5+2V5és az v = —\/5 + 25 megoldasai az eredeti egyenletnek.

Most nézziik meg, mi torténik akkor, ha a nevezd, amivel szorzunk negativ.
Mivel a gydkjel alatt pozitiv szdm (vagy 0) lehet, ezért az x2 4+ 2z — 3 is negativ.
Ekkor az egyenlet gy néz ki, hogy (—1)-et kiemelve tudjuk az (z? — 2z — 3)-at
a gyokjel ald vinni:

(2 +22-3)(2® =22 —3) + /(22 + 22 —3)(22 — 22— 3) —2=0.

fgy a gyokjel alatt két negativ szam szorzata all, ami adhat djabb megolddsokat.
Ismét j ismeretlent bevezetve: legyen b = /(22 + 2z — 3)(22 — 22 — 3). A kapott
egyenlet most

B+b—2=0.

Ennek pozitiv megolddsa csak b =1 (a b= —2 értéket nem veheti fel a gyokos
kifejezés). A megoldandé egyenlet az lesz, hogy:

z* — 102> + 8 = 0.
Ezt 22-re megoldva kapjuk, hogy:
23 =54+V17 és a3 =5—V17.
Ebbdl azt a 4 gyokot kapjuk, hogy:

21 =\/5+ V1T, xa=—-\6+V17, a3=1\5—-V17, x4=—/5—V1T.

Ezek koziil csak kettd esik megfelel6 intervallumba, az x3 = /5 — V17 és az x4 =
= — V5 —VI1T.

Tehat az eredeti egyenletnek 6sszesen 4 gyodke van:

21 =\5+2V5, xa=—-\5+2V5, a3=15-V17, z4=—-1/5—V1T.

Magjor Botond (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan
Megjegyzés. A leggyakrabban eléfordulé hiba a dolgozatokban és dltaldban is az, hogy

azt a két megoldast is add esetet figyelmen kiviil hagyjdk, amikor mindkét mésodfoku
kifejezés negativ értéket vesz fel.

Osszesen 163 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 39, 3 pontot 32 tanulé. 2 pontos 45,
1 pontos 34 tanulé dolgozata. 0 pontos 7, nem versenyszerli 5 dolgozat, nem értékeljiik
1 tanulé dolgozatat.
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