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A javaslatokat 2019. dprilis 30-ig varjak, otleteiket a
bolyai.tarsulat@renyi.mta.hu
cimre varjuk, azokat Osszesitjiik és tovabbitjuk az IMU felé.

Tarsulatunk — csatlakozva az IMU felhivasdhoz — szintén szervezne olyan ese-
ményt a m-nap alkalmabol, mellyel noveljiikk a matematika lathatésagat. Ehhez is
varunk javaslatokat, tleteket a fenti e-mail cimre.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire , ,

I. rész

1.a) A 2,0, 1, 9 szdmjegyekbdl az 6sszes lehetséges médon hdromjegyti termé-
szetes szamokat képeztiink. Szamitsuk ki annak a valdszinliségét, hogy a képzett
szamok koziil egyet véletlenszeriien kivalasztva, annak szamjegyei kiilonb6zok.

(8 pont)

b) Oldjuk meg a [%, 7r] halmazon a sin(x + 20197) = —% egyenletet. (8 pont)
2. A Regéci Var egy 1300 koriil épiilt var, ahol II. Rakéczi Ferenc fejedelem

a gyermekkordt toltotte. Az 1. dbrdn ennek a varnak a XIV. szazadi allapota
lathatd, a 2. dbrdn pedig egy vazlatos képet lathatunk annak tornyérol.

16 m

1. dbra 2. dbra

A torony az ABCDFEFGH téglatestbol és az EFGH JK tet6bél all. A tornyot
alkot6 téglatest kiils6 méretei: AB =16 m, BC =8 m és CG = 16 m.

a) Mekkora az oldalfalak térfogata, ha a fal vastagsidga 2 m és az Osszes
faltérfogatot az ablakok, ajték és 18rések 5%-kal csokkentik? (4 pont)
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Tudjuk, hogy az EFGHJK tet6 magassiga 5 méter, és az EJH és FKG
egyenld szari haromszogek sikjai 50°-o0s szoget zarnak be az FFGH sikkal.

b) Mekkora a JK szakasz hossza? (5 pont)

A vér 2018-as rekonstrukcidja sordn gimnazistdk toébb napon keresztiil segi-
tették a régészek munkdjit. A didkok 60%-a dsdsban, 30%-a feltdrdsban, és 45%-a
talicskazasban segitett. Egyféle munkat 29-en végeztek, pontosan kétféle munkafo-
lyamatban a tanulok % része, mindhdromban pedig 7,5%-a vett részt.

¢) Hany tanulé vett részt dsszesen a munkalatokban? (3 pont)
3. a) Oldjuk meg az alédbbi egyenl6tlenséget a valés szamok halmazén.

log, x < log1 (4z) (7 pont)

N|—=

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, ahol x és y nemnegativ valés

szamok.
f - \/y = 87
vy = 33.

(7 pont)

4. A vasiti szaknyelvben frszelvénynek
nevezik a szerelvények akadalytalan athalada-
sdhoz sziikséges térnek a vaganyokra meréle-
ges keresztmetszetét. A nemzetkozi szabvényok
szerint az lrszelvény jellemzéen 4 m széles és
5 m magas. Az alakja altaldban koveti a sze-
S i relvény alakjat, de az egyszeriiség kedvéért ez
42 legyen most az abran sziirkével jelzett téglalap.
A vasut egy olyan hid alatt halad at, amelynek

5 m acél tartdszerkezete parabolaiv alaki. A tarto-
szerkezet bels6 ive (az dbrdn vastag fekete vo-

= nallal) a sinek szintjén 6 m széles és éppen nem
im 16g be az tirszelvénybe.
6m a) Milyen magas a hid tartészerkezete

a bels6 ivének kozépso, legmagasabb pontjan?

(8 pont)

A vasttvonal dthalad egy olyan 24 méter hosszi, egyenes alagiton is, amelynek

keresztmetszete parabolaszelet alaki. A parabolaszeletet a koordindta-rendszerben
megadott

1
y:—§x2—|—8

egyenletli parabola és az x tengely hatarolja. A koordinata-rendszerben 1 egység
1 métert jelent.

b) Hany m? kovet kellett kitermelni az alagit épitése kozben? Valaszunkat
egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)
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II. rész
5. a) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb, kiilon- 61y
b6z6 szamjegyekbol 4ll6 6-jegyli természetes szamot,
amely a 0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyekbdl all és oszthatod 4t
12-vel. (5 pont)

b) A {0;1;2;3;4;5} halmaznak hany részhal-
maza tartalmaz legalabb 1 db paratlan szamot?

(3 pont)

¢) Adjuk meg az dbrdn lathaté fiiggvény hoz-

zarendelési szabalyat, és szamitsuk ki a fiiggvény

E(—1; —4) pontjidban htizott érintéjének meredek-

ségét. (8 pont)

6. Tekintsiik az a,, = n? + 2 sorozatot.

a) Hatdrozzuk meg a lim al hatérértéket. Valaszunkat indokoljuk. (2 pont)

n—oo “n
b) Szdmitsuk ki az (a,) sorozat els6 szdz tagjanak 6sszegét. (4 pont)
Az (a,) sorozat egymést kovetd tagjai segitségével a b, = a, 411 — a,, sorozatot
képeztiik.
¢) Igazoljuk, hogy a (b,,) sorozat szdmtani sorozat. (8 pont)

d) Igazoljuk teljes indukciéval, hogy az (a,) sorozat a; =3 és n > 1 esetén

megadhaté az
(14 2n—1
n = n2 _on13) 1

rekurziéval is. (7 pont)

7. Az dbran egy csaladi haz fold- 10 m
szintjének alaprajza lathaté a benne 1évo T
hét helyiséggel és az ajtokkal egyiitt.

A rajzon feltiintettiik a foldszint és né-
hény helyiség méretét is. (A foldszinti be-
jarati ajté nem szerepel az dbran, mert 10 m

| { .
a megoldashoz az nem sziikséges.) D E
a) A hazban 1év8 helyiségeket és
7 G
F

B Il,5m

az ajtékat egy graffal szemléltethetjiik 3,5 m

ugy, hogy a graf csucsai (4,B,C,D, FE,
F,G) a helyiségeket jelolik, a graf két T 5m
cstcsa kozott pedig pontosan akkor vezet

él, ha a két csicsnak megfelel§ helyiség kozott van ajtd. Rajzoljuk fel a csaladi
héz foldszintjének grafjit (a csicsok azonositdsdval egyiitt), és hatdrozzuk meg
a felrajzolt gréafban a fokszamok Gsszegét. (8 pont)
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A lakas folott a foldszinttel megegyez6 méretli padlds, a haz alapteriiletének
negyede alatt pince is van. A csaldd macskdja a pince padléjén fele olyan szivesen,
a padlason viszont kétszer olyan szivesen van, mint a foldszinten.

b) Mekkora valésziniiséggel fekszik a macska a C jeldl szobdban? (8 pont)

¢) Legaldbb hdny élt kell kitorolni egy 7 csicsi teljes grafbdl ahhoz, hogy
az mér ne legyen Osszefiiggd? Allitdsunkat igazoljuk. (5 pont)

8. Az alébbi tdbldzat hazénk napsiitéses érainak atlagos mennyiségét mutatja
oraban mérve az egyes évszakokban.

Tavasz | Nyar Osz | Tél
575,2 | 845,7 | 403 | 180,1

a) Hatérozzuk meg a napsiitéses 6rak mennyiségének dtlagit és szérasat.
(4 pont)

Az dbran lathaté napoéra egy magyar
varosban taldlhaté. A napdra mutatéjanak
hossza 60 cm, északi iranyba &ll és a vizszin-
tes talapzattal 60°-os szbget zar be. A tavaszi
nap-éj egyenldség idején (2018. marcius 20-4n)
a Nap delelési magassaga 42° volt. A Nap de-
lelési magassdgan a Nap iranyaba mutaté fél-
egyenesnek a vizszintessel bezart szogét ért-
jik.

b) Milyen hosszi volt ekkor a napéra mutatdjanak arnyéka a vizszintes alap-
lapon? (5 pont)

A napora feliiletének koszolodasat ugy szeretnék csokkenteni, hogy talapzatra
helyezik a napdrdt. A talapzat egy olyan téglatest alaki betontémb, amelynek
fed6lapjat és oldallapjait 2 cm vastag marvanylappal boritjdk be. A marvannyal
beboritott betontémb alaplapja 1 m oldalhosszisdgi négyzet, magassaga 80 cm.
A marvédnybevonat készitése kdzben a megvasdrolt mennyiség 10%-a hulladék lesz.

¢) Mennyibe keriil a betontomb beboritdsdhoz sziikséges marvany, ha 1 m?
2 c¢m vastag marvanylap dra 540000 Ft? Valaszunkat tizezer forintra kerekitve
adjuk meg. (7 pont)

9. Az aldbbi tablazatban a gyorshajtds miatt bekovetkezett haldlos kozuti
balesetek szama lathaté a Nyugat-Dundntilon 2010-t61 2018-ig a megadott id6-
szakban.

Haldlos koziti balesetek szama 2010-t6l 2018-ig 01.01-t61 02.28-ig (Nyugat-Dundnitil)

Ev 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Balesetek szama 9 8 12 7 18 14 15 12 8

a) Hatdrozzuk meg a balesetek szdmédnak medidnjat és terjedelmét. (3 pont)
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Hazankban a rendérség rendszamtabla alapjan azonositja a gyorshajtékat. Egy
sebességmérés alkalméval az uttesten szabalyosan kozleked6 autds éppen szemben
van a mérést végzd késziilékkel, amit VEDA-nak hivnak. A 6,5 m magas allvdnyra
szerelt sebességméré berendezésb6l 15°-os lehajlasi szogben érkezik az tuttestre
a lézernyalab.

(A lézernyalab szélességétol az egyszeriiség kedvéért most tekintsiink el.)

VEDA

b) Erzékeli-e a sebességméro berendezés az ebben a pillanatban a P ponttdl
40 m tavolsagban az uttest kozepén a VEDA irdnydba kozleked6 személyautot?
(4 pont)
Egy biztosité honlapjan a kovetkezéket olvashatjuk:

wAz autdbiztositassal rendelkezd tgyfeleink 65 szdzalékdt férfiak, 35 szdzalékdt
ndk teszik ki. Balesetek szempontjabdl a férfiak a kdrokozok 69 szdzalékdt teszik ki.
Ugy tinik, a holgyek biztonsagosabban vezetnek, ugyanis a kdrokozok kirében csak
31 szdzalékos az ardnyuk.”

¢) Vizsgéljuk meg, hogy (a leirtak alapjdn) az aldbbi két esemény koziil me-
lyiknek nagyobb a valészinfisége. (9 pont)

I. Ha holgy vezeti az autoét, akkor 6 okozza a balesetet.

I1. Ha férfi vezeti az autdt, akkor 6 okozza a balesetet.

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2019/3. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenleteket:

2z 3 6
= t
o) It i1 (4 pont)
b) cos(2x) + bsinz = 3, (5 pont)
o) |z —2|+x=4yx—2. (5 pont)
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Megoldas. a)

2z 3 6
= — (x—1 1 +1
x—1+x+1 (x—1)(z+1) / (z-D+1), =#
—5+£+25—-24
2v(z+1)+3(x—1)=—6; 22°+50+3=0; x12= —Y
r1 = —1, ez a kikotés miatt nem gyoke az egyenletnek; xo = f%. Az egyenlet
megolddsa: x = —1,5. (Ellenérzés: —4,8 = —4,8.)
b) 1—2sin’z +5sine =3; 0=2sin’z — 5sinz + 2;
. 5+v25—-16 5+£3
(sinz), 5 = 1 =0

(sinz); =2 nem lehetlsége;s; (sinz), = % = 21 =g +2km, (k€ Z); 20 = %ﬂ + 2lm,
(I € Z). (Ellen6rzés: 5 + 5 = 3.)

¢) Kikotés: 0 < z. Ha 2 < z, akkor x — 2+ 2z =4y/x — 2; 22 = 4/, innen
Vz(yz—2) =0 = 21 =0; 22 =4; az z; kisebb 2-nél, tehdt nem megoldas,
a 4 azonban igen.

Ha z < 2, akkor —(z — 2) + x = 4,/ — 2; ebbél a 4 = 4,/x egyenletet kapjuk,

aminek a megolddsa x3 = 1. Az egyenlet gyokei tehdt xo = 4; x5 = 1. (Ellendrzés:
2 =2, illetve 6 = 6.)

2. Egy hdromszogben az egyik oldal kétszer akkora, mint egy mdsik oldal;
az elébbivel szemkozti szdg 60°-kal nagyobb az utdbbival szemkozti szdgnél. A hd-
romszéq terilete 2v/3 teriileteqység. Mekkordk a hdromszig oldalai és szigei?

(12 pont)

Megoldas. Legyen a c¢ oldal kétszerese a-nak, igy v = a + 60°, irjuk fel
a szinusz-tételt:

i 60° 2
snl(a'i—i—):ia’ sin(a + 60°) = 2sin o
sin «v a
sin o - cos 60° + cos « - sin 60° = 2 sin q; sma~§+cosa-—2 = 2sinq;

V3 3 /

— -cosa = —sin«
2 2

[SCRN V)

, 1cosa # 0;

3
tga:% = a=30°% ~y=090°% S =060°

Alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet: (1(2(1)%600 = 2v/3; aQ\/Tg =2V/3;

inmmen a2 =4 = a=2,c=4,b= ? -4 = 2¢/3. Megkaptuk a keresett adatokat.

206 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/4



ﬁ} 2019.4.6 — 20:52 — 207. oldal — 15. lap KoMalL, 2019. 4prilis QF

3. a) Igaz-e az A, B kijelentések tetszdleges logikai értékénél, hogy

(nFA—-B)AA) —» B=i?

(mA =nem A.) (5 pont)
b) Igaz-e, ha lim (a, + by) =0, akkor lim (a,)+ lim (b,) = 07 Vdlaszunkat
indokoljuk. nee nee nee (3 pont)
¢) Hdny pontja lehet annak az egyszert, dsszefiiggd grdfnak, amelynek 8 éle
van? (4 pont)

Megoldas. a) A vélasz: NEM, az indokl4s:

A|lB|-A|-B]|-4--B|(-A=-B)AA]| (A= -B)AA) > B
ili|n|n i i i
iln| n | i i i h
h|i| i n h h i
h|h| i | i i h i

Azaz, ha A =1, B = h, akkor a miivelet eredménye hamis.

Megjegyzés. Itt az a tipikusan hibds kovetkeztetés van kicsit atfogalmazva, amit
gyakran tapasztalhatunk: ,Ha A, akkor B, mivel nem A, tehdt nem B”.

b) A vélasz: NEM. Elég egy megfelel§ ellenpélddt mutatni.

Pl: a,=0,1,0,1,0,1,..: b,=0,-1,0,—1,0,—1,..., vagy
pl: ap=n+ %; bn, = —n, vagy
pl: @, =2""—sin (%), b, = sin (%) stb.

¢) A pontok szdma nem lehet 4, vagy anndl kevesebb, mert az ilyen gréfok
éleinek szdma legfeljebb 6 lehet (ha a 4 pontu graf teljes graf). Az n pontu legke-
vesebb élt tartalmazé osszefiiggd graf (fa graf) éleinek szdman — 1. Han—1 =38,
akkor n = 9. A graf pontjainak szdma nem lehet 9-nél nagyobb, mert akkor nem
lenne Osszefiiggd. A megoldés tehat: 5 < n < 9, azaz legalabb 5 és legfeljebb 9. Ezek
mindegyike el6allithaté.

4. a) Hdny olyan kétjegyl szdm van, amelyben a szdmjegyek kilonbségének

abszolit értéke legfeljebb 37 (8 pont)
b) Ha ezek kizil véletlenszerden kivdlasztunk kettd kilonbozd szdmot, mennyi
a valdsziniisége annak, hogy az egyik pdros, a mdsik pdratlan lesz? (5 pont)

Megoldas. a) Legyen a kétjegyll szam elsé jegye x, a masodik y, ahol 1 < z <
<9,0<y<9észx,ye N.

|r —y| <3, hay<z, akkorz—y<3 = y>z—3;

haz <y, akkory —x <3 = y<x+3.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/4 207



ﬁ} 2019.4.6 — 20:52 — 208. oldal — 16. lap KoMalL, 2019. aprilis QF

Abrazolva az egyeneseket, a megadott tartoményban 54 racspont van, azaz 54
ilyen szam van.

pdros: 27

paratlan: 27

b) Az dbrdrdl az is konnyen leolvashatd, hogy 27 pdros, 27 paratlan szdm van

kozottik, igy
CH-C) oror o

G 5 ®

II. rész

5. Egy téglalap oldalainak mérdszdma egész szdm. Ezt a téglalapot oldalaival
pdrhuzamos egyenesekkel eqységnégyzetekre daraboltuk, majd a széleken levdket fe-
hérre, a tobbit feketére festettiik.

a) Mekkordk a téglalap oldalai, ha kétszer annyi fekete négyzet lett, mint
amennyi fehér? (9 pont)

b) Az a) részben kapott téglalapokbdl kivdlasztottuk azt, amelynek oldalmére-
tei kozott legkisebb a kiilonbség, majd egy 8 egység sugari piros korlap kozepére
erdsitettik. Az igy kapott eszkozt céltablanak haszndljuk, ahol a telitaldlatot az je-
lenti, ha fehér mezdbe csapddik a lovedék. Feltessziik, hogy minden lovés eltaldlja
a céltablat, és annak minden pontjdt egyenld valdszintiséggel. Mekkora a valdszini-
sége, hogy Vilmos négy lovésbdl legaldbb kétszer telitaldlatot ér el? Az eredményt
szdazalékban egészre kerekitve fejezziik ki. (7 pont)

Megoldas. a) A téglalap oldalainak hosszét jelélje n, k (n,k € Z1), a fekete
négyzetek szama (n — 2)(k — 2), ez kétharmada az dsszes négyzet szamdnak, vagyis

2
gn-kz(n—Q)(k—Z); 2nk = 3(nk — 2n — 2k + 4);

0=nk—6n—6k+12 /+24;

24 = nk — 6n — 6k +36; 24=(n—6)(k—6); 24=2%.3
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ezért a 24-nek 8 pozitiv osztéja van. A lehetséges péarositdsok:
n—6=1 k—6=24; n—6=2 k—6=12;
n—6=3, k—6=28; n—6=4, k—6=6.

(A tobbi ugyanezeket a szdmpérokat adja felcserélve.)
A téglalap két oldaldnak hosszara tehat a kovetkez6 lehet6ségek adédnak:

7, 30, ekkor 70 fehér, 140 fekete

8, 18, 48 fehér, 96 fekete

9, 14, 42 fehér, 84 fekete

10, 12 (egység), 40 fehér, 80 fekete négyzet keletkezett.

b) A céllaphoz vélasztott téglalap a 10 x 12-es lesz, itt a legkevesebb a kii-
16nbség az oldalak hossza kozott. A kozéppontokat egymashoz illesztve lathato,
hogy a téglalap a korlap belsejében van, a félatlo kisebb a sugarnal (5% + 6% < 82).
Annak a valészinlisége, hogy egy 16vés telitaldlatot ér: p = = 0,1989, nem ér
telitalalatot: ¢ = 0,8011.

Jelolje € azt, hogy a négy 16vésbol hany telitalalat lett. £ lehetséges értékei:
0,1,2,3,4.

P(E=0)= <§)p0q4 =0,4119; P(E=1)= (‘Dplq?’ = 0,4090.

A komplementer esemény valdsziniisége: P(§ = 0) + P({ = 1) = 0,4119 4 0,4090 =
= 0,8209, ezért az esemény valdszintisége: 1 — 0,8209 = 0,1791.

Annak a valészintisége, hogy Vilmos négy 16vésb6l legalabb kétszer telitaldlatot

ér el, 18%.
a) Az f(z) = % fiigguény grafikonjdt tikrozzik az A(2;5) pontra. Hol metszi
az igy kapott gorbe az f(x) grafikonjdt? (5 pont)
b) Hizzunk érintét a P(3; —4) pontbdl f(x) grafikonjihoz. Irjuk fel az érinték
egyenletét. (6 pont)

¢) Mekkora a teriilete annak a stkidomnak, melyet az f(x) figguény grafikonja
és a P(3;—4) ponton dtmend érintdk zdarnak kézre? (5 pont)

Megoldas. a) Az f(x) fiiggvény grafikonja egy parabola, amelynek tengely-
pontja az origd, tengelye az y tengely, paramétere 2. Az A(2;5) pontra tiikkrozve
a tengelypontja 77(4;10) lesz, tengelye parhuzamos marad az y tengellyel, lefelé
nyilik, igy egyenlete: y — 10 = f}l(:c —4), y-ra rendezve: y = 7%1932 + 2z + 6.

(Ezt megkaphatjuk mdsképpen is. Legyen a P(x;y) pont titkkorképe az A(2;5)
pontra nézve P’ (z';y"), ekkor a felez&pont koordinédtédira vonatkozé tétel szerint
zta! _ =2, vty =5 = x=4—12";y=10—1v'. Ezeket befrva az y = —;U2 be kapjuk,

2
hogy 4(10—¢') = (4 — =z )2 ami rendezve: iy = —lx’2 +22' +6, tehat ugyanaz, mint
a kordbban kapott egyenlet.)
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A két gorbe metszéspontjait az ixz = f%la:Q + 2x + 6 egyenletbdl kapjuk.
Rendezve:

1
5:;;2—295—6:0,

Qi\/(72)274~
2= 2.1

2

N|—=
—
\
(=2}
S~—"
[\)
H_
ﬁ
[=p}

X1,

z1=6; y1=9,
Ty =-2 y»=1

A metszéspontok: M(—2;1), N(6;9).

b) A P(3;—4) ponton &tmend, m meredekségli egyenes egyenlete: y — (—4) =
=m(x —3); y=mz —3m — 4. Ezt beirva y helyére max —3m — 4 = 12, majd
rendezve az 2% — 4mzx + 12m + 16 = 0 paraméteres masodfoki egyenletet kaptuk,
amelynek egy megolddsa van a két gorbe érintkezése miatt, vagyis D = 0, azaz

(—4m)® —4-1-(12m +16) = 0; 16m> —48m —64=0 /16

3E£vV9+16

m?—3m—4=0; mys= 5

= mi;=4; mg=—1.

Az érinték egyenlete: y = 4o — 16, y = —x — 1.
Eljuthatunk az érinték egyenletéhez mas médon is. Az f(x) fiiggvény deriviltja
fl(z) = i <2r = %x A parabola P, (aco; }Lx%) pontjéhoz htizott érinté meredeksége
i 1 e m
m = f'(x0) = 50, az érinté egyenlete
1 1,

= 53’}0.%' — Z.’ro.

Ennek az egyenesnek pontja a P(3;—4)
pont, tehat:

1 1
—4 = 5%0° 3 — ng;
rendezve:
2 —_ 0
x5 — 69 — 16 = 0;
6 £+ /36 + 64
(370)1,2 =95 =

(.T())l = 8; (.’1?0)2 = 2.
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Megkaptuk az érintési pontok elsé koordinatait. (Ezek egyébként kellenek majd
a c) részhez.) Az érinték egyenlete:

1 1
= -8z — - -8 =4z — 16;
Y 9 4 4 €X ;
1 1
y:§~(—2)-m—1-(—2)2=—x—1.
c) Az érintési pontok abszcisszdi az xq 2 = 477” egyenletbdl adédnak (illetve
a b) rész masodik megolddsabdl mér ismerjiik 6ket), m = 4 esetén 8; m = —1 esetén

—2 lesz értékiik. A teriiletszamitdst két részre bontjuk:

3
— Lo _[1e® 1, ’ —
Tl/(4x (xl)) dz = {43+2x +x}_2
2

1 27 1 1 -8 1 125
= .2 293 (.24 4-9) ==
13 g0t (4 3 T3 ) 12
" 1 28 2 198 129 125
X X
= [ (222 —(z—16)) de= |- 2 — 4% f162| =2 - 22222
2 /(4”6 (4 >>x [4 3 2t xL 3 4 12
3

A sikidom teriilete T =T, + Ts = % teriiletegység lett.

7. a) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdmra igaz, hogy 3 | n® + 8n.

(6 pont)
b) Oldjuk meg a p+ q™ = 2019 egyenletet, ahol p, q pozitiv prim, n pozitiv egész
szdm. Haszndljuk a fligguénytdbldzatot. (6 pont)

¢) Nagy 1r éppen most kisérte végig
vendégeit a birtokdn, amelynek sordn
minden ajton pontosan egyszer mentek
at. A bemutato végén a nappaliban pezs-
govel koccintottak a taldlkozdasra. Melyik
helyiség a nappali? A helyiségek betije-
lének felsoroldsdval adjunk meg eqy le-
hetséges bejdrdsi sorrendet. (4 pont)

Nagy ur hdzdnak alaprajza

Megoldas. a) I. megoldds. n® + 8n = n(n? + 8), az n 3-mal osztva 0-t, vagy
+1-et ad maradékul. Ha n = 3k, akkor a szorzat elsd tényezdje oszthaté 3-mal, igy
a szorzat is. Ha n = 3k £ 1, akkor

n? = (3k £1)* = 9k + 6k + 1;
n? 4+ 8 = 9k% + 6k + 9 = 3(3k* 4+ 2k + 3),

ebben az esetben a masodik tényez6 oszthat6é 3-mal. Ezzel bizonyitottuk az allitast.
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II. megoldds.
n*+8n=n*>—-n)+9Im=nn*-1)+9n=nn-1)(n+1)+9.

Az atalakitds utdn a kéttagu kifejezés mésodik tagja nyilvdn oszthaté 3-mal, az elsd
tagban pedig harom szomszédos egész szam szerepel, ezek egyike biztosan oszthatd
3-mal, igy a szorzat is. Mivel két 3-mal oszthatd szam Osszege is oszthaté 3-mal,
az allitas igaz.

(Megjegyzés. Itt felismerhetjiik a ,kis Fermat-tétel” p = 3-ra vonatkozd esetét:
p | n? —n, ahol p primszadm, n egész szdm.)

III. megoldds: teljes indukciéval. n = O-ra igaz, tegyiik fel, hogy n-re igaz,
bizonyitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:

(n+1)°+8n+1)=n*+3n>+3n+1+8n+8=

= (n® +8n) +3(n® +n + 3).

Az elsé tag az indukcids feltétel miatt oszthaté 3-mal, a masodik is oszthaté 3-mal,
igy az Osszeg is.

b) Az egyik primnek 2-nek kell lennie, kiilénben a bal oldal pdros volna,
nem lehetne az Gsszeg 2019. Legyen p = 2, ekkor ¢™ = 2017. Mivel 2017 prim,
igy a ¢ = 2017, n = 1 megoldast kaptuk. Legyen most q¢ = 2, ekkor p = 2019 — 2™.
Az n értéke legfeljebb 10 lehet, nagyobb n-re p negativ lenne. Az attekinthetéség
kedvéért készitsiik el az aldbbi tablazatot:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
p | 2017 | 2015 | 2011 | 2003 | 1987 | 1955 | 1891 | 1763 1507 995
prim | 5-403 | prim | prim | prim | 5-391 | 31-61 | 41-43 | 11-137|5-199

Megjegyzés. A fiiggvénytablazat 4000-ig felsorolja a primeket, célszerti haszndlni, de
ha nem, akkor a 2015, 1955, 995 nyilvan nem prim, a tobbiek sem oszthatdk 2, 3, 5-tel,
elég az osztasokat 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43-mal elvégezni (\/201 ~ 44,93),
ami ,rabszolgamunka”, de viszonylag gyorsan elvégezhetd.

A megoldasok tehat: P q n
2 2017 | 1
2017 2 1
2011 2 3
2003 2 4
1987 2 5
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¢) Abrézoljuk egy 10 pontu graffal az egyes
helyiségek ajtéval vals osszekottetéseit (a kert is
helyiség) dgy, hogy a pontokat (helyiségek) ott
koti ossze él, ahol ajté van kozottiik. A gréafban
K és B foka 3, D-é 4, a t6bbié 2. Olyan itvonalat
keresiink, amely minden élet pontosan egyszer
érint, ez csak olyan lehet, amelyik K-bdl indul és B-ben végzddik, vagy forditva,
mert a tobbi pont péros foka miatt a végén (vagy elején) nem tartézkodhatnank
ott, hiszen az egyik élen érkeztiink, a mésikon tavoztunk (a D-nél ezt kétszer).

A nappali tehdt a B helyiség. Egy lehetséges titvonal: KCBADKGHIFDEB
(nyitott Euler-vonal).

8. Egy kozmetikai cég sajat termékét hdarom vdltozatban forgalmazza a hato-
anyag tomeénységétdl, a kiszerelés mennyiségétdl és a csomagoldstol fiiggben.
Az A jell termék 150 g-os, 10% toménységi; a B jeldt 100 g-os, 20% toményséqgi;
a C jelii 50 g-os, 30% toménységl. A hatéanyag és az olddszer a termék drdban
a mennyiségével egyenes ardnyban jelenik meg; az A és B jeli termék csomagoldsa
kétszer annyiba keril, mint a C jeld terméké. Az izletben az A 2275 Ft-ba, a B
2500 Ft-ba, a C pedig 1725 Ft-ba keril dobozonként.

a) Mennyi a hatdanyag és az olddszer grammonkénti dra? (7 pont)
Anna egyik nap észrevette, hogy az tzlet eqyik polcdn az A, B, C jeli ter-

mékekbdl annyi van, hogy szdmuk egy novekvé mértani sorozat hdrom szomszédos
elemével egyenld. A szamok dtlaga 14, szdérdsa 2+/14 .

b) Hdny termék volt a polcon az egyes fajtdkbdl? (9 pont)

Megoldas. a) A hatéanyag dra: x Ft/g; az oldészeré y Ft/g; a C jelil termék
dobozénak ara z.

Az A jelli termékben 15 g hatéanyag és 135 g oldészer van, igy az dra: 15z +
+ 135y + 2z = 2275 (Ft).

A B jeliben 20 g hatéanyag és 80 g olddszer van, ara: 20x + 80y + 2z =
= 2500 (F't).

A C jeliben 15 g hatéanyag és 35 g olddszer van, ara: 15z + 35y + z =
= 1725 (Ft).

A harmadik egyenletet szorozzuk meg (—2)-vel, majd adjuk hozzd a mésik ket-
t6hoz. Az elsébél: —15x + 65y = —1175 /-2; =302 + 130y = —2350. A mdsodikbol:
—10z + 10y = —950 /- (—3); 30z — 30y = 2850. Osszeadva 100y = 500. Ebbdl y = 5,
ezt befrva —10x 4+ 50 = —950-be, z-re 100 addédik. A hatdanyag ara 100 F't, az ol-
dészeré 5 Ft grammonként. (A C termék csomagoldsa 50, az A és B terméké pedig
100-100 Ft-ba kertilt.)

Ellendrzéssel gy6zddhetiink meg az eredmények helyességérol.

b) Jelolje a termékek szAméat %, a, aq, ahol0 < a,1<q,acN, qgecQ.

a
~+4+a+aq 1 1 49
4 — 14 a<q+>—42—a; g+-=—-1;
3 q q a
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1V 1764 84 9 1 1764 &84

. 5 1 1764 84
innen ¢*+ 5 =-————1
q a a

= 2/14;

\/(14 ~ 9 (14— a)* + (14— ag)?
3

2
(14 - “) + (14— a)® + (14 — ag)® = 168;
q

28a  a? 9 9 9
19677+qf2+196728a+a + 196 — 28aq + a“q® = 168;

1 1
a® <q2+2> —28a(q+) + a® — 28a + 420 = 0;
q q

1764 4 42
a2<7g 81)28a<1)+a228a+4200,
a a a

1764 — 84a — a? — 1176 + 28a + a® — 28a + 420 = 0;

ebbdl 1008 = 84a, vagyis a = 12 adddik.

T T Y PR !
G+ = b et =g 2 sa+2=0;
5+25—-16 543 1
Q2= 1 =~ @ =2, 2 =73

mivel 1 < g, ezért ¢ = 2.
A polcon az A jeliibél 6, a B jeliib6l 12, a C' jelib6l 24 doboz volt.

9. A 2 egység élit ABCDEFGH csiucsi kocka ABCD alaplapjinak kézép-
pontja P; DCGH oldallapjinak kozéppontja Q; AEHD elblapjanak kizéppontja R;

a BF €l felezépontja S. (A-t E-vel, B-t F-fel, C-t G-vel, D-t H-val kiti dssze €l.)
a) Mekkora az A, P, Q, R, S csicsi poliéder térfogata? (8 pont)
b) Mekkora a poliéderbe irt gomb sugara? (8 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. A kocka AHC' csticsai egy 2v/2 oldali szabalyos
hdromszoget alkotnak, amelynek oldalfelezd pontjai a P, @, R pontok (1. dbra).
Az A, P, QQ, R pontok tehat egy sikban vannak, a PQR haromszog és az APR
hiromszog egy-egy V2 oldalt szabdlyos haromszog, ezek egyiitt adjak az APQR
rombuszt; {gy APQRS egy rombusz alapu gila (2. dbra).

Az SQ, SA, SR szakaszok hossza /5, mert mindegyikiik egy-egy 1 és 2 egység
befogéjii derékszogii haromszog atfogdja. Az SP pedig v/3 egység hosszi, mert egy
egységkocka testatldja.
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1. dbra 2. abra

Az RPS haromszog derékszogili, mert (\/5)2 + (\/3)2 = (\/5)2 Ugyanezért
derékszogli az APS és a QPS héromszog is. (Iddig eljuthatunk masként is, lasd
az I./a) részmegoldést.)

Az SP merdleges az APQR sikra, mert merdleges a sik két egymadst metszd
egyenesére (a sikra meréleges egyenes tétele), igy ez lesz a gila magassiga.

Egy V2 oldalti szabélyos héromszog teriilete:

2
_ V2V VB

a 4 2

a poliéder térfogata tehat:

a3 2833

v
3 3

=1 (térfogategység).

I /a) részmegoldds. Helyezziik el a kockdt egy x, y, z egységvektorok &ltal
meghatdrozott derékszogii koordindtarendszerben, itt AP =x+y, AR=y + z,
1@ =x+ 2y + z,

I@:@—ﬁ:x+2y+z—(x+y)=y+z:ﬁ =

az APQR négyszog paralelogramma, mert két szemkozti oldala parhuzamos és
egyenld hossziu. Egy vektor hossza koordinatai négyzetosszegének négyzetgyokével

egyenlo, igy
4P| = [AR| = |PR| = |PG| = |RG| = V12 + 12 = V/;
PS=x—y+z Iﬁl =124 (=1)> +12 = V/3;
45| = |R3| = Q3] = VI + 22 = V5.
a) II. megoldds. Megkaphatjuk a poliéder térfogatit gy is, hogy a kockdbdl

levagjuk a megfelel¢ darabokat az dbra szerint.
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1 s
3
!
N
— B
2

Az egyes darabok térfogatit a melléjiik vastagon
irt szamok mutatjak, ezek kiszamitdsa trividlis. A mara-
dék test térfogata a poliéder térfogatanak %-szerese, mert
alapjuk kozott is ez a viszony all fenn. Felirhatjuk, hogy

445 +3+2+ 243V =8 Ebbol V =1 addik.

/
C p A
b) Be kell ldtni, hogy létezik beirt gomb.

Az nyilvanval6, hogy a poliéder szimmetrikus az RPS sikra, ha van érintd
gémb, akkor kozéppontjanak ebben a sikban kell lennie. Vegyiik az A pontbdl
indulé AP, AS, AR félegyenesek altal meghatd-
rozott triédert. Sikjainak szogfelez6 sikjai egy A-
bdl induld, a triéder belsejében halado félegyenest
hataroznak meg, mert sikok metszésvonala egye-
nes, masrészt az egyenlGség tranzitiv, tehat, ha
az O pont egyenld tavol van az ASP és ASR si-
koktol, akkor az APR siktdl is ugyanakkora té-
A volsagra van.

S

Ez a félegyenes dofi az RPS sikot, ez az O pont lesz tehdt a beirt gdmb kozép-
pontja. (Szemléletesen ,indokolhatd” a beirt gomb léte gy is, hogy egy ,szogletes
tolcsérbe” beleejthetiink egy pingpong labdat, amit aztdn megfelelé méretiire ,fu-
junk” fel.)

A beirt r sugaru gomb kézéppontjdt (O) kossiik dssze a poliéder cstcsaival,
igy azt az oldallapok alapi, O cstcsi gulakra daraboltuk fel.
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Az ARS héromszog olyan egyenld szart haromszog, amelynek AR alapja
V2 hossz, szarai /5 hossziiak, igy az alapjahoz tartozé m magassagra felirhatjuk:

(5 :

2
+m?= (V5 2, ahonnan m = .
) = (V) 2

Az APQR alapt, O cstcsu gula térfogata Vy = ‘[T ; az APS alapi, O csicsu
gula térfogata

2v3
V = \/;f,r = @’r
2 3 6
(ekkora a PQS alapu guilaé is); az ARS alapt, O cstcsu gula térfogata
3
v,
Vs = —2 T 17"
° 3 2

(egyenls az RQS alapu guldéval).
Mivel V; + 2Vo 42V =V

\[+2£ volron (2L V0L
2 3
Ebbél

3
V34+V6+3

23 3V24 6
N 4

= (két 1épésben gyoktelenitve a nevezdt) =

~ 0,42.

(Megjegyzés. Minden olyan poliéderre, amelynek van minden lapjit érint§ beirt
gémbje igaz, hogy % =V
Németh Laszlo
Fonyod

C gyakorlat megoldasa

C. 1489. Egy sakktdbla bal also sarkaban dll egy sotét futo, jobb alsé sarkdban
pedig egy vildgos futo. Mindkét futé a sajdt szinén haladva egyesével lép felfelé
haladva a tdbldn véletlenszerien jobbra vagy balra, mig el nem érik a felséd sort.
Mennyi a valdszintsége, hogy a sotét futd a vildgos futdtol jobbra érkezik a felsd
sorba?
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