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Melyik nagyobb az oriasok koziil?

Bevezeto

2015 majusédban, egy kellemesen napsiitotte hétvégén meglatogattam a Cam-
bridge-i Egyetem hires matematikai intézetét. Az épiiletkomplexum leginkdabb egy
marsbéli lirbazist idézett fel bennem, aminek élesen ellentmondani latszott egy
csillogd gorbét rajzold csiga és egy keritésoszlopon érdeklédve szemlélodé mokus.
Amint koriilsétéltam az épiileteket, az egyik siillyesztett szint iivegajtajan keresztiil
két szines plakat ragadta meg a figyelmem.

Origsok és negativ szamozast kocka. A bal oldali plakét kérdéseit kigy(ijtsttem
alabb:

e Melyik nagyobb: 919, vagy 1097
e Szamolégéppel eldontheté-e, melyik nagyobb: 99100 vagy 100997
e Dontsiik el, hogy 9991000 vagy 1000°% a nagyobb.

Amint hazaértem smallfieldi szobdamba, a kivdncsisag nem hagyott, elkezdtem
tesztelni a Winl0 szamologépét. A kalkulator az 1. dbrdn lathaté valaszokat adta.
Az els6 kérdésben szereplé mennyiségeket — egész aritmetikdt hasznédlva — gond
nélkiil kiértékelte. A masodik és harmadik kérdésben szereplé hatvanyok kiszdmi-
tasahoz normalalakot hasznalt és amikor a 10000°?%Y hatvanyt kérdeztem, tiilcsor-
dulési hibaval leallt. Végiil is mindhdrom kérdésre valaszt taldltam — 919 > 107,
99100 > 10099 és 9991990 > 1000°9° —, tgyhogy hitradélhettem volna elégedetten

székemben.
97 10= 99 A 100 = 999 A 1000 = 10000 A
3486784401  3,66032341273229504930  3,67695424770964044626 T(jlcsordula
61602657252e+199 80613922046e+2999 ulcsordulas
10 A 9=
100 A 99 = 1000 ~ 999 =
1000000000 1,e+198 1,e+2997

1. dbra. Szadmoldégépem valaszai

Nem ez tortént. Felrémlett egy klasszikus figyelmezetd példa a szdmelméletbdl.
Az 22 + x4+ 41 polinom z = 0,1,2,. .., 39 esetén primszédmot eredményez, azonban
40% 4+ 40 +41 = 40 - 41 + 41 = 412, ami nem prim. Széval attél, hogy tudok valamit
az N = 1,2, 3 esetekre, nem lehetek biztos benne, hogy a felismert torvény megma-
rad nagyobb hatvanykitevOkre is. Ahhoz, hogy ezzel a kérdéssel érdemben tudjunk
foglalkozni, meg kell alkotnunk a probléma altalanos matematikai formalizmusat és
az eddigi tapasztalatainknak megfelel6 sejtést kell bebizonyitanunk. Az altalanos
probléma formalisan a kovetkez6:
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N

Legyen N pozitiv egész és Ay = (10V — 1)10 , valamint By = (10V) 1071
Melyik nagyobb az Ay és By szédmok koziil? Volt eredetileg hdrom kérdésiink,
most pedig végtelen sok lett hirtelen. A matematikai bizonyitds ereje éppen eb-
ben rejlik: egyetlen bizonyitas keretében képes megvalaszolni — ebben az esetben —
megszamlalhatéan végtelen sok kérdést. Mivel ismerjitk a valaszt az N =1,2,3
specialis esetekben, indokoltnak tiinik azt sejteni, hogy Ay altaldban is nagyobb,
mint By, tovabba vegyiik észre, hogy A1 > 3B1, Ay > 30Bs és Az > 300B3. Most,
hogy megalkottuk a pontos matematikai modellt a problémahoz, az maradt hatra,
hogy bizonyitast taldljunk sejtésiinkre, ami a munka nagyobb, nehezebb és érde-
kesebb része. A fent megfogalmazott kérdés inspiralt egy nagyobb lélegzetvételii
munkat, mely teljes egészében a BCME9 2018 (British Congress of Mathematics
Education, Warwick University, 3-6 April 2018, https://www.bcme.org.uk/) kon-
ferencian hangzott el. Ezen el6adasom anyagabol valasztottam két fejezetet, amik
ezen irds gerincét alkotjak.

A szamjegyek szama

Ossze szeretnénk hasonlitani két természetes szamot nagysagrendileg. Az egyik
legegyszeriibb mod az, ha 6sszehasonlitjuk a szamjegyeik szamét valamilyen el6re
lerdgzitett szamrendszerben. Jelen esetben decimélis rendszert fogunk hasznalni és
a tomorebb leirds érdekében bevezetjitk a szdmjegyek szamat megadd fiiggvényt
(jelolése #). A formdlis definicié az aldbbi: #: N — N, #(n) = n szdmjegyeinek
széma. Példaul #(0) = 1, #(9) =1 és #(2019) = 4. Egyszerlien ellendrizhetd a ko-
vetkez6 alternativ formak érvényessége:

#(n) =max{k >0: 10" <n}+1=max{k>0:k <lg(n)} +1=|lg(n)| +1.

Itt és a tovdbbiakban 1g(.) a 10-es alapi logaritmust jeloli, LxJ pedig az x valds szam
alsé egészrésze, azaz az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. Példaul

#(9'%) = | 1g(9"°)| + 1 = [101g(9)| + 1 =[10-0,954242... | +1=9+1=10

és nyilvanvaléan #(10°) = 10. Azt kaptuk, hogy a két szdm ugyanolyan hosszi,
mindkettd tiz szdmjeggyel irhato fel a decimélis rendszerben és mivel a legkisebb
ilyen tulajdonsdgi szam a 10°, kovetkezésképp 90 > 10°. Ugyanakkor 910 utols6
jegye nem 0, emiatt 9'° > 10%. Az N =1 eset fenti elemzése mar mutat valamit
ezen megkozelités stilusabdl. Az alabbi 6sszefoglalé tablazatban rogzitettitk az N =
= 1,2, 3 esetekre a szamjegyek szamaét:

N [1]2] 3
#(Ax) | 10 | 200 | 3000
#(By) | 10 | 199 | 2998

A tablazatbeli értékek alapjan az aldbbi tételt tudjuk megfogalmazni:
, . . N oV Ny10Y -1
1. tétel. Legyen N > 1 egész szam, Ay = (10 — 1) és By = (10 ) .
Ekkor minden N > 1-re a kdvetkezd egyenldség dll fenn:

#(Ay)— #By) =N — 1.
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Bizonyitas. Kezdjik az egyszertibbel, By szamjegyei szamanak a meghata-
rozasaval.

#(By) = #[(ION)l()N—l] _ #[1ON(10N71)] _ N(loN - 1) +1=N10N — (N —1)

Ezek alapjan elég azt bizonyitani, hogy #(Ay) = N10V. Ezt két 1épésben tessziik.
Az a) részben megmutatjuk, hogy #(Ay) < N10Y, ami az egyszeriibb, aztan
a b) részben a #(Ay) > N10"V egyenlétlenséget, ami kissé technikdsabb.

a) Induljunk ki a nyilvanvalé lg (ION — 1) < N egyenl6tlenségbél, amit 10V -nel
szorozva 10V Ig (1ON — 1) < N10¥, azonban 10V 1g (1ON — 1) =lg [(10N — 1) 10N] =
= lg(An), fgy | lg(An)| < N10N — 1, ahonnan #(Ay) = | lg(An)| +1 < N10V.

b) Elegendé megmutatni, hogy

(1) 10M1g (10Y = 1) > N10Y — 1.

Elészor beldtjuk, hogy (1) ekvivalens a kévetkezdvel:

1 10N -1 1

Ehhez helyettesitsiink

1 1
N N
Ig (10 —1):1g[10 (1—10N>]:N+1g(1—10N>-t

(1)-be és egyszertisitsiink a mindkét oldalon felléps N10V taggal. fgy:

1 1 1 1
N o _ _ I ot L
107 1g <1 10N) >—-1 < —lg (1 10N) =lg <1+ oV 1) < oV

amit (10~ — 1)-gyel szorozva kapjuk (2)-t. Az e szdm targyaldsakor mindenki taldl-

k
kozik a kovetkez6, ismertnek feltételezett egyenlGtlenséggel: (1 + %) < 3 minden
k > 1 esetén. Alkalmazzuk most ezt k = 10 — 1-re, ahonnan

]
& 2 10V

1 10V -1 1 1
14+ ——- Ig(3) ~ 04771 < = <1—— (VN >1),
( +10N_1> 1< g(3) = 04771 < - < (v )

igy (1) fennall és kovetkezésképp
#(Ay) = | 10¥1g 10V = 1) | + 1> N10%,
amit bizonyitani szerettiink volna. (I

A fenti tétel birtokdban és emlékezve az N = 1 specidlis esetre kapott ered-
ményre, valaszunk a végtelen sok esetre roviden: Ay > By VN > 1.
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A hiperkocka

Miel6tt ratérnénk a fejezetcimben szereplé geometriai modell elemzésére, ve-
gyiik észre, hogy az eredeti kérdés értelmes hatvanyok egy sokkal bovebb halma-
zéra: nevezetesen minden természetes szdmra megkérdezhetjiik, hogy vajon n"*1!,
vagy pedig (n 4+ 1)" a nagyobb. Az el6z6 fejezetben n = 10V — 1 alaki szdmokra
valaszoltuk meg a kérdést. Az aldbbi tablazatbdl a kovetkezét tudjuk kiolvasni:
n=1,2esetén n"t!t < (n+1)", az n = 3,4, 5,6 értékekre pedig n"*! > (n+1)".

n 1|2 3 4 5 6
nntl 1 | 8| 81 | 1024 | 15625 | 279936
(m+1)" | 29| 64 625 7776 117649

A tovébbiakban azt fogjuk bizonyftani, hogy n"*1 > (n+1)" V¥n > 3, felépitve
egy érdekes geometriai kapcsolatot az egyenlGtlenségben szerepld hatvanyok és
az (n+ 1) élhosszisagi n dimenziés hiperkocka egy specidlis particidja kozott. E16-
szor elvégezziik a bizonyitast n = 3 dimenziéra, majd az itt szerzett tapasztalatokat
atiiltetjilk R™-be. Azt szeretnénk beldtni, hogy 3* > 43. Egy pillanatra tekintsiink
el attél, hogy nyilvdnvaléan mindenki tudja, hogy 3* = 81 > 64 = 43. Tekintsiink
az egyenl6tlenségre a kovetkezd médon: 3 - 3% > 43 és interpretdljuk a 4% mennyisé-
get mint a (0,0,0) és (4,4,4) € R? 4tellenes csticspontok &ltal kifeszitett 4 egység
élhosszusagu kocka térfogatat.

Ebben az értelmezésben az egyenl6tlenség azt mondja, hogy ez a kocka Gssze-
rakhato 3 db 3 x 3 x 3 -as kockat alkotd, Gsszesen 3 x 27 egységkockdbdl ugy, hogy
legaldbb egy koziiliik felesleges (szigoru egyenl6tlenség). A tovdbbiakban minden
elofordul6 kockat és téglatestet tigy tekintiink, hogy egységkockikbdl dsszeragasz-
téssal keletkezik. Szét tudjuk éket szedni és mas formaban djra 6sszerakni. A 2. db-
rdn (mely a boritén szinesben lathatd) vildgosan lehet kovetni, ahogyan a kiinduldsi
4 x 4 x 4-es kocka felépithetd egy 3 x 3 x 3-as (kék) kockabdl; 3 db 3 x 3 x 1-es (pi-
ros) téglatest ad egy méasik 3 x 3 x 3-as kockdt; és végiil maradt 3db 3 x 1 x 1-es
(zold) tégla valamint egy 1 x 1 x 1-es (lila) sarok kocka, amik egyiittesen (10) ke-
vesebb egységkockdt tartalmaznak, mint a harmadik 3 x 3 x 3-as kocka (27). Ez
a konstrukci6 valéban azt mutatja, hogy 3* = 3-3% > 43, Kénnyen kovethetd, hogy
mi torténik, amint az alkotérészeket Osszerakjuk. Elészor felhaszndlunk 27 egység-
kockét (kék), majd 3 -9 = 27 egységkockdt (piros) és még sziikségiink van 3-3 =9
(z6ld) plusz 1 (lila) egységkockara. 27 +3 -9+ 3-3 + 1 = 64. Vegyiik észre azt is,
hogy a beépitett alkotérészek szama 1,3,3,1. Ez konnyen esziinkbe juttathatja
a Pascal-hdromsz6g harmadik sordt és a binomidlis tételt. Ahhoz, hogy a fenti
moédszert altalanositani tudjuk, néhany el6késziiletre lesz sziikségiink. Bevezetjiik
a kovetkez6 jeloléseket:

e 2’ az i-edik koordinatatengely R"-ben.
e ni =1[0,n)" és 1* = [n,n + 1]°, ahol az i index arra utal, hogy a szébanforgé
intervallumok az i-edik tengelyen, z’-n vannak.

e a(w) =aw szimbdélum elbforduldsainak szdma egy kifejezésben; példaul ha
e=w xn X w, akkor a(w) =2 és a(n) = 1. Az a(.) fiiggvény haszndlatakor
részletezni fogjuk, hogy pontosan mit is szamol az adott helyzetben.
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X

2. dbra. Kocka reprezentacié 3D 8. dbra. Intervallumok 3D-ben

e Legyen A C R"™ egy mérhet6 részhalmaz, Vol(A4) az A térfogata.

m
o X A; az Aj részhalmazok Descartes-szorzata.
j=1

e 37 @ 1% = 47 jelentése: 3% = [0, 3)"-hez ragasztjuk az 1% = [3,4]" egységinter-
vallumot, ami {gy a [0,4]"-t eredményezi; 3D-ben a szokésos x,y,z tengely-
referenciat fogjuk hasznélni. Nyilvdnvaléan érvényesek az A @ B = B® A és
Ax (B®C)=(Ax B)® (A x C) azonossigok (3. dbra)

Az eddig leirtakat a fenti fogalmakkal és miiveletekkel lehet elegans mate-
matikai forméba O6nteni. A 3. dbran szerepld intervallumok Descartes-szorzataival
el6 tudjuk allitani a 2. dbran lathatd alkotdrészeket. Kezdjiink megint a 3D esettel.
Jelolje C3 a [0,4] x [0,4] x [0,4] kockat. Ekkor

C3=x2,3@1H)=3B"®1")xFae1Y) x (Fal*)=
kék
—_———
=3"x3%x3)®

piros piros piros

DB xIXx1)PB" x 1Y x3F)d (1" x3¥ x3)®

zold z06ld z06ld

DB x1Yx1*)D(1*x3¥ x1*")d(1° x 1Y x 3*) @

lila

—N—
@ (17 x 1Y x 17).

Legyen most n > 3 tetszéleges és C, jeldlje az n dimenzids hiperkockét, melyet
a (0,0,...,0) és (n+1,n+1,...,n+ 1) pontok feszitenek ki. Ekkor ezen kocka
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térfogatara:
n

(3

(n+1)" = Vol(C,,) = Vol {

(ni@li)} VO][ P (ulelﬁx...xun)} _

ue{n,1}

—Vol[é D (ulxuzxmxu”)]—zn:\/ol{ b (ulxu2><~~~><u”)}
k=0

k=0 ue{n,1} u€{n,1}
a(l)=k a(l)=k

A fenti és a tovabbi formuldkban az dsszeragasztdsi miiveletre bevezetett @ alatti
a(1l) = k az u formélis véltozé helyettesitésekor el6fordulé 1-esek szamét adja, ami
itt éppen k. Ahhoz, hogy haszndlhaté fels6 becslést tudjunk adni, vegyiik észre
a kovetkezoket:

a) Ha k=0,1,...,n — 2, akkor

Vol{ $H (ulxu2><---><u”)] = Yoo oamhg Yoo oamh=

ue{n,1} 1< < <ipg<n 1<i1 <...<ipn
a(l)=k

=nF xn? 7k =nn.

b) A k=n—1és k =n indexekre

( " >~n1+(n>~n0n2+1<n" ha n >3,
n—1 n

kovetkezésképpen az alabbi becslést kapjuk:

n+1)"<(n—1)-n"+n"=n-n"=n""1

Emlékeztetéiil: az n = 3 esetre vazolt bizonyitds végén megjegyeztiik, hogy
a 4 x 4 x 4-es kocka particidjaban szereplé alkotérészek darabszamai 1, 3, 3, 1,
a Pascal-haromszog 3. sora. Hol szerepelnek a binomialis egyiitthatok az n-dimen-
ziés esetben? Tudunk valamit mondani az n"*™'/(n+1)" hanyadosrél? Ezekre
a kérdésekre keresiink valaszt a hatralévo részben. Mivel (Z) -féleképpen tudunk
k indexet kivélasztani az {1,2,...,n} halmazbdl, igy egyrészt

— n L
E n" k _ (k>nn k7
1< < <ig<n

ami azt mutatja, hogy a fenti bizonyitds ekvivalens az (n + 1)" binomidlis tétel
szerinti kifejtésével. Masrészrol a kovetkezo felsé becslés adhato:

b 1

n n—k_n<n_1>”'<n_k+1) n—k<1 k,n—k _ n
n = n < —=n"n = —n".
k k! k! k!
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Innen azt kapjuk, hogy

n n 1
n+1)" = Z (Z)n"k < (Z k')n" <en" < 3n",

ahonnan végiil az alabbi becslés nyerheto:

n_n_mn _ nntl
3 e sy (n+1)"

o0
ahol s, a Y % sor n-edik részletosszegét jeloli. Visszatérve egy pillanatra az eredeti

k=0
kérdéshez, a fenti becslés alapjan az n=10—1=9, 10> — 1 =99, 10> — 1 = 999
értékekre 9'0, 99100 9991000 yendre legaldbb 3,33,333-szor nagyobb, mint 10,
100%?, 100099, A pontos hanyadosok 4 tizedesjegyre ke-

(a+b, a+Db) 3 ”

rekitve 3,4867, 36,6032, 367,6954. Az e szdmot hasz-

nalé becslésre a faktorok: 3,3109, 36,4201, 367,5116.

ab b2 Ez a becslés igen pontos abban az értelemben, hogy
L%J = L%J A hiperkocka modell egy mésik elé-

o2 ab nye, hogy a fenti gondolatmenet mentén a (0,0,...,0),
(a+b,a+b,...,a+b) szemkozti cstcsokkal rendelkezd

(0,0) hiperkockat particionalva a binomidlis tétel geometriai
4. dbra. Azn =2 bizonyitdsa nyerheté és az azonos tipusi alkotorészek
dimenziés hiperkocka szama éppen a Pascal-hdromszog egy sordban talalhatd

particiéja binomidlis egyiitthatékkal egyezik meg.

Zoltan Retkes
26, Moore Road, Barwell, UK
e-mail: tigris357110gmail.com

A Matematika Nemzetkozi Napja — w-nap

A Nemzetkozi Matematikai Unié (IMU) létrehozta a Matematika Nemzetkozi
Napjét ,m-nap” (International Day of Mathematics — IDM) elnevezéssel, melyet
minden év marcius 14-én iinnepelnének. Az UNESCO is jévahagyta, igy az els6
m-napot 2020. marcius 14-én rendeznék.

Minden évben egy nem kotelezd, de ajanlott témakor koré épitenék a m-nap
programjat.

Az IMU most felhivassal fordul a tagegyesiiletekhez, javaslatokat varnak
a 2020-ban els6ként megrendezendd m-nap témajara.
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