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A maésodik dijjal Zimdnyi Gergely adomanydbdl 50 ezer, a harmadik dijjal
30 ezer, a dicsérettel 20 ezer forint pénzjutalom jart, a dijazottak tanarai pedig
a Typotex Kiado konyveit kaptak. A verseny megszervezését az Eotvos Lorand
Fizikai Tarsulat a MOL tamogatasabol fedezte.

Tichy Géza, Vanké Péter, Vigh Maté

A Huygens-féle cikloisinga

Bevezetés

Koztudott, hogy az £ hosszisagi matematikai inga lengésideje nem fiiggetlen
a lengés amplitudojatol, és a T = 271’\/% kifejezés tulajdonképpen egy kozelités,
ami annal pontosabb, minél kisebb az amplitidé. Természetes moédon vetédik fel
a kérdés: hogyan lehet olyan ingat késziteni, amelynek az amplitudétdl fiiggetleniil
ez a lengésideje. Erre a kérdésre adott vdlaszt Christiaan Huygens (1629-1695)
holland matematikus, fizikus, csillagasz, és az aldbbiakban az &ltala konstrualt
szerkezetet mutatjuk be. A kérdést két részre bontva targyaljuk. Mivel az egyszerii
inga esetében a lengésidé amplitudofiiggése onnan ered, hogy az s kitérés és a hozza
tartoz6 mgsin(s/¢) visszatéritd erd csak kozelitleg ardnyosak egymadssal, elGszor
azt vizsgaljuk meg, milyen alaku kényszerpalyan kell egy testnek haladni ahhoz,
hogy a gravitacids eré palya menti komponense aranyos legyen a pdalya mentén
mérhetd uttal. Ezutan megnézziik, hogyan érheto el, hogy a lengd sily éppen ilyen
alaki palyan mozogjon.

A kényszerpalya alakja
A keresett kényszerpélyat meghatdrozé osszefiiggés tehdt (1. dbra)

Yy
Yy =2r

1. dbra

(1) mgsina(s) = Ds.

Ennek az egyenletnek a megolddsa felsébb matematikai ismereteket igényel, ezért
itt azt az utat valasztjuk, hogy megadjuk a megoldast, és belatjuk, hogy valéban
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megfelel a fentieknek. A kényszerpdlya egy ciklois. Ha egy kor egy egyenesen gordiil,
minden pontja ciklois palyan mozog. Az 1. abran lathaté koordinata-rendszerben
az r sugaru kor az y = 2r egyenletli egyenesen gordiil, és azt a cikloist valasztjuk,
amelyik dtmegy az origén. Ennek a paraméteres egyenlete

r1(p) = r(p +sing),
y1(p) = 7(1 — cosp).

(Ez egy periodikus gorbe, de szamunkra csak a —7 < ¢ < 7 szakasza érdekes.)
Belatjuk, hogy erre a gérbére az (1) egyenlet teljesiil, ha a tavolsidgot az {v mentén
az origdtdl mérjiik.

Elsének a cikloisiv hosszat szamoljuk ki. Tekintsiik a gorbe egy adott, -vel
jellemzett pontjat! A 0-tdl p-ig terjedd szogtartoméanyt felosztjuk N részre gy,
hogy g =0, o8 = v és p, — pn_1 = A, legyen. A felosztas lehet egyenletes, de ez
nem sziikséges. Amint majd latni fogjuk, egyediil az a fontos, hogy minden A,, olyan
kicsiny legyen, hogy a sin A,, = A,, kozelités alkalmazhatd legyen. Ezutdn vegyiik
a @n-ekhez tartozd (x,,y,) pontokat, és a gorbeszakaszokat kozelitsiik a szomszé-
dos pontok kozotti hiurokkal (2. dbra)!

4 o FEnnek a sokszorosan megtort vonalnak
a hossza anndl jobban megkozeliti a cik-
ss loisiv hosszat, minél finomabb a felosz-
5 téds. Ennek megfeleléen
s1
> s(0) =Y sa,
2. dbra

ahol

Sn = \/(In - In—l)Q + (yn - yn—1)2 =

— r\/(An + sin ¢, — sin gpn_l)2 + (cos pp—1 — cos gan)Q.

A szogfiiggvények kiilonbségének azonos atalakitdsa utdn, majd alkalmazva a

A
2sin — ~ A,
2

Sp = rAn\/2 (1 + cos W)

kifejezést kapjuk, ami a félszogekre vonatkozé azonossag és a

kozelitést az

Ay
A, ~ 4sin —

kozelités, majd ismét a szogfiiggvények kiillonbségére vonatkozé addicids tétel se-
gitségével az

S, = 4r (sin Pn _ sin m)
2 2
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kiilonbségre vezet. Ha ezeket 6sszeadjuk, a kozbiilsé tagok kiesnek, és az

s(p) =4r (sin %V —sin %) )
vagyis az
(2) s(p) = 4rsin g

eredmény adddik.

Megjegyzés. A fenti Osszefiiggés nem azt jelenti, hogy a hirokbdl 4ll6 vonal hossza
a felosztastol fiiggetleniil megegyezik az iv hosszaval, hanem azt, hogy a két hosszisag
az alkalmazott kozelitésekbol kovetkezé pontossaggal azonos. Marpedig minél finomabb
a felosztéas, a kozelitések anndl pontosabbak, igy a fenti eredmény egzaktnak tekintendd.
Ezért haszndljuk a ~ jel helyett a hatdrozott egyenl6séget.

Kovetkezd 1épésként a p-vel jellemzett ponthoz tartozé a(y) szoget kell kisza-
molnunk. Ehhez tekintsiik a ¢x és a ¢on_1 pontokat Gsszekotd hir vizszintessel
bezart apy szogét! Nyilvan, minél kisebb Ay, az an szég annél jobban megkozeliti
a(p)-t. Masrészt
YN —YN-1

thtN— s
IN —TN-1

ami behelyettesités utan a mar ismert kozelitéssel és atalakitasokkal a

ON +ON-1 N Axn
o =t (P ) < (55 )

alakra hozhato, amibdl egyértelmii, hogy a felosztds finomitdsaval ay egyre pon-
tosabban megkozeliti oy /2-t. Igy tehat irhatjuk, hogy

_ ¥
3) alp) = £,

A (2) és (3) eredményeket az (1) egyenletbe behelyettesitve a ,rugédllandéra” a
_mg
 4r

értéket kapjuk, tehdt (ellentétben a matematikai inga esetével) a cikloispalyan
a kitérés és a visszatérito er6 aranya a kitéréstdl fiiggetlen dllandd. Innen a

Tz?ﬂ“mz%ulg
D g

képlet alapjan az kovetkezik, hogy a kérdéses cikloispalyén az origé (¢ = 0) koriil
sturlédés nélkiil ide-oda mozgé test rezgésideje egy £ = 4r hosszisdgi matematikai
inga (kis kitérésekhez tartoz6) lengésidejének felel meg, de a cikloisinga esetében
a periddusidé a lengés amplitudéjatol figgetlen.
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Megjegyzés. A periédusidé amplitudéfiiggetlensége persze nem minden hatdron til
értendd, hiszen a visszatérité erét a gravitdcié adja, ennek a természetes fels§ hatéara
pedig a teljes stily. A kapott (a D rugéallandénak megfeleld) ardnyossdgi tényezd mellett
a legnagyobb visszatérito eré éppen az s = 4r kitéréshez” tartozik. Ebben a pontban
a ciklois érintGje fliggblegessé valik, de mivel a ciklois f6lfelé nem folytatédik, nagyobb
kitérésrdl nincs értelme beszélniink.

A cikloispalya létrehozasa

Ha azt akarjuk, hogy egy matematikai inga nehezéke ne kérpédlyan, hanem va-
lami mas palyan mozogjon, a lengést megfeleléen kialakitott akadalyok kozé kell
szorftani (8. dbra). Belathatd, hogy ha az elérendé pélya ciklois, akkor — furcsa moé-
don — az alkalmazandé akadalyprofilok ugyancsak r paraméterii cikloisivek, ame-
lyek az elvart palyahoz képest folfelé 2r tavolsaggal, oldalra pedig fél periédussal
el vannak tolva. Esetiinkben ezek egyenlete

xo(¥) = (¥ — sin ),

y2(9) =r(3+cos?), (—m <9 <m).

3. dbra

Azt, hogy ezek a profilok a (0,4r) pontban felfiiggesztett, 4r hossziisdgu inga
esetében valéban az (z1,y1) palyét szolgiltatjik, a kovetkezOképpen lathatjuk be.
Fekiidjon fel az inga fonala a 9-val jellemzett pontig! Ez a cikloisivet egy s; és
egy So hosszisagi darabra osztja. Mivel ezek Osszege 4r, az inga szabadon 1évo,
a cikloistol az érint6 irdnyaban eldlld, a vizszintessel 8 szoget bezaro részének hossza
is s2. A (2) és (3) egyenletek segitségével:

sinB—S—Q—sin ﬂ
Cdr 2 )
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A lengé suly koordinatéi az el6z6 egyenlet és addicids tételek felhasznélasdval:

z(¥) = z9(¥) + sacos f = r(¥ +sind),
Y(0) = ya(9) — s2sin B = r(1 — cos V),

ami valoban a sziikséges palya.

Vajon miért nem taldlkozunk ilyen ingadrakkal, miért nem ilyennek épitették
a nagy pontossagu oérakat? A valasz egyszerii: az ingadra pontossiga azt jelenti,
hogy az ismétlédo lengések ideje a kivanalmaknak megfeleléen azonos, marpedig ez
biztositott, ha a lengések amplitiddja mindig ugyanakkora. Ezt megoldja az ener-
giaveszteség megfeleld potlasa, nem sziikséges tehdt, hogy barmilyen amplitidd
mellett ugyanaz legyen a lengésido.

A Huygens-féle cikloisinga gyakorlati szempontbdl nem hozott attorést az igen
pontos ingadrékért folyé versenyfutasban, de elméleti érdekessége és matematikai
szépsége tObb, mint harom évszazad multan is kiérdemli csodalatunkat.

Woynarovich Ferenc

Fizika feladatok megoldasa

P. 5079. Kdzépen dtfurt, azonos témegi gyurmagolyck csuszhatnak egy hosz-
sz, egyenes riudon. Ha a rudat enyhén lejtdsre dllitjuk, a golyok maguktdl még
nem indulnak el, viszont ha elinditjuk JSket, gyorsulva csiusznak lefelé. Finoman
elinditva a legfelsd golydt, ez eléri az alatta levdt. Ekkor dsszetapadnak, €s egytitt
csusznak tovabb. Nekititkoznek a kovetkezd golyonak, ezzel is dsszetapadva csusznak
tovabb, és igy tovdbb. Azt tapasztaljuk, hogy mindegyik titkozés mindig ugyanakkora
sebességnél kovetkezik be. Mekkora volt kezdetben az n-edik és az (n+ 1)-edik golyd
kozotti L, tdvolsdg, ha az elsé két golyd tdavolsaga Ly volt?

(5 pont) Kozli: Fajszi Bulesi, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.
Megoldas. Legyen v a mozgd gyurmagolydk sebessége kozvetleniil az iitkozé-

sek el6tt, v, az n-edik golyd sebessége, amikor elindul, m a golydk tomege, a pedig
a golydk gyorsuldsa. Az iitkozések tokéletesen rugalmatlanok, igy

(n—1)mv+0 n-—1
nm o

Vp = .

Az els6 goly6 gyakorlatilag nulla sebességrél gyorsul v sebességre ¢, id6 alatt,
igy a megtett utja
_0+w v v—0 02

L = t =~ - -
! 2 1T 92 g 2a

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/3 181



