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Beszamolé a 2018. évi E6tvis-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat 2018. évi E6tvis-versenye oktéber 12-én
délutén 3 érai kezdettel tizennégy magyarorszagi helyszinen™ keriilt megrendezésre.
Ezért kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigye-
lettel a segitségiinkre voltak. A versenyen a hirom feladat megolddsara 300 perc
all rendelkezésre, béarmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznélhatd, de (nem
programozhatd) zsebszamolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata ti-
los. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kizépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 50 versenyzé
adott be dolgozatot, 17 egyetemista és 33 kozépiskolas.

Ismertetjitk a feladatokat és azok megolddsat.

*

1. Egy zdrt, hosszu, henger alaki, szobahémeérsékleti vizzel telt tartdlyban egy
V =1 cm? térfogati, normdl nyomdsi légbuborék taldlhatd. A tartdlyt egy trdllo-
mason, a sulytalansdg dllapotaban dvatosan gyorsitva forgatni kezdjiik a szimmet-
riatengelye koril, majd mikor a tartdly eléri az w = 300 s~! szigsebességet, azt
allando értéken tartjuk. Milyen alakot vesz fel ekkor a légbuborék? Adjuk meg a bu-
borék jellemzé méreteit! A viz feliileti fesziiltsége o = 0,07 N/m.

(Vigh Mdté)

I. megoldds (energiaminimum). Ha nem forogna a henger, a buborék
a feliileti fesziiltség miatt gomb alaku lenne. Ha nem lenne feliileti fesziiltség, akkor
a forgd folyadékban a buborék egy nagyon hosszan elnyuldé nagyon vékony szl
lenne a henger szimmetriatengelyénél. Most a henger elég nagy szogsebességgel
forog, de hat a feliileti fesziiltség is, igy egy hosszan elnyilt , virsli” alaki buborékot
feltételeziink, melynek alakjat egy r sugarid, £ hosszisagu hengerrel kozelithetjiik.
A térfogat allanddésdga miatt £rim = V.

A rendszer teljes energidja a buborék feliileti energidjabdl és a buborék helyérol
kiszorulé folyadék helyzeti energiajabdl adodik ossze. Akkor lesz egyensily, ha ez
az energia minima4lis.

A forg6 rendszerben egy dm tomegl folyadékdarabra a henger tengelyétol
x tavolsdgra w?x dm centrifugilis erd hat. Emiatt a henger tengelyétdl = tdvolsagra
1évé tomegdarab helyzeti energiaja

[ 1
dE = — /wzx’ dmdz’ = f§w2x2 dm.
0

*Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm.
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A henger alakd buborékbdl kiszorul a viz, és a henger szimmetriatengelyéig
yemelkedik”. A teljes helyzeti energia novekedése, felhaszndlva, hogy az x sugart,
dx vastagsdgu ,hengergylri” tomege dm = p2x7/l dx,

r1 1 1
By = / —w?z?0 - 2emldr = ~wWrtoln = ~w?r?oV.
2 4 4
0

A feliileti energia (a henger ismeretlen alaki végeinek jarulékét elhanyagolva)

2V
FEi = 2rmba = —a,
r

a teljes energia pedig

1 2V
E = Eet + Era = ~wr2V + —=.
4 r
A minimumot derivalassal keressiik meg:

dE. 1 4 2Va

—_— == V- =0,

a _2¥ " r2

amibol
r=37a%1,5mm és = ——~15cm.
w?p r2m

Valéban jogos volt tehat az a feltételezés, hogy a buborék alakja kozelitoleg egy
nyujtott henger.

II. megoldas (erbegyensiily). Vagjuk félbe a ,virslit”, és {rjuk fel az erdk
egyensulyat (1. dbra)!

«@
p(r) = po — ” F,
< r/ N pa— 17 \xtp(x)
Fo<— —;—>F3 Po e
hﬁ\ // 777”%7\ /l
1. dbra

A forgé folyadékban a tengelyt6l x tdvolsdgra a nyomés:

1
p() = jow'a® + C,
ahol C' kés6bb meghatarozandé dllandé. A buborékon beliil mindenhol ugyanakkora
po nyomds uralkodik. A henger faldndl ez a nyomds a folyadék ottani p(r) nyomé-
sanak és a gorbiileti nyomasnak az Osszege:

«
po=p(r) + —,
r
amibol
(r) =po— =
p\r)=po— —.
r
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Ezt 6sszevetve a folyadék nyomaéseloszlasara felirt osszefiiggéssel az abban megje-
lené C' dllandé meghatarozhato:

1
C=py— @ —ow?r?.
ro 2

A folyadék altal a ,virsli” egyik felére kifejtett tengelyiranyu eré a folyadék
nyomdsanak egy r sugaru korlapra vett integraljaként szdmithaté ki (2. dbra):

T

I
1 a 1
F = /p(ac)~27m‘dx: ing/xQ-wadx—i— (po— - — 2Qw2r2> st =
T
0 0
1 T s T
= —ow? =rt4py -1t —a-mr— —pw?rt = po - wr? —a - — = owrd.
2 2 2 4
Fy
o T ) —
-/ ,,,ft,\\ /

2. dabra

A virsli mésik fele dltal kifejtett hizderd (a feliileti fesziiltség miatt): Fy =
2

= o - 27r, mig a masik félben 1év6 levegd altal kifejtett nyomoéerd: Fz = pg - mre.
Az eréegyensily tehdt tengelyirdnyban igy irhaté fel:

Fy + Fy = F3,
po -t — o — ggw2r4+a~27rr:po-7rr2,
amibdl az I. megolddssal 6sszhangban a kévetkezé megoldéds adédik:

5/ 4a
ow?’

r =

2. Egy tartdlyban 1 molnyi egyatomos gdz és 2 molnyi kétatomos gdz keveréke
taldalhato. A tartdly fala az egyatomos gaz atomgjait dtengedi, de a kétatomos gdz
molekuldit nem. Kezdetben a tartdly a 20 °C-os kérnyezettel egyensulyban van.
A tartalyban 1évé gdzkeveréket eqy fiitdtest lassan 100 °C-kal felmelegiti.

a) Mennyivel vdltozik meg a tartdlyban lévd gdz belsd energidja?

b) Mennyi hét ad le a fitbtest a gaznak? (A tartdly melegedéséhez sziikséges
hét és a tartdly hévezetését hagyjuk figyelmen kivil!)

(Tichy Géza)

Megoldas. a) Két gazkeverék akkor van egyensulyban, ha azon komponensek
parcidlis nyomasa megegyezik, melyek a két tartaly kozott aramolhatnak. Felada-
tunkban csak az egyatomos molekuldk gazat engedi 4t a fal, ezért ha egyensilyban
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a tartalyban 1évé egyatomos gaz parcidlis nyomasa pi, akkor a kdrnyezetben en-
nek a gaznak a parcidlis nyomasa is ugyanakkora. Ez az egyensily a kétatomos gaz
parcidlis nyomdasara nem jelent megszoritast.

Elészor vizsgaljuk az egyatomos gaz folyamatat! Mivel ennek parcislis nyo-
mésat a kornyezet allitja be dllandora, ez egy izobér folyamat, de a moélok szama,
amely kezdetben ni, = 1 mol nem &lland6, hanem a folyamat kozben dllandéan
valtozik, melegités hatdsdra giz aramlik a tartdlybdl a kornyezetbe. Az egyesitett
gaztorvény alapjan p1V = ni RT, ahol V a tartédly térfogata. Mivel sem a parcialis
nyomads, sem a térfogat nem valtozik, a folyamatra az

n1T = allandé

Osszefiiggés jellemzo.
nik = 1 mol , 3 .
A kétatomos gazt a fal nem engedi at, en-

nélfogva térfogata allandé, a folyamat izochor.
A fitotest a gazt 20 °C-rél melegiti 120 °C-ra,
ezért mind az egyatomos géz, mind a kétato-
. mos gaz kezdeti és végsé homérséklete kelvin-
9. dbra ben Ti = 293 K és T\, = 393 K (3. dbra).
Az egyatomos gaz szabadsagi foka 3, ennek ismeretében a bels energia kezdeti
értéke:

nok = 2 mol
T =20°C =293 K
I T, =120°C = 393K

3
By = -ny R,

2
mig bels6 energidja a folyamat végén:
3 3
Elv = inlvRTv = inlkRTka

ami a folyamatra jellemz&

anTv = nlka
Osszefiiggés miatt megegyezik a kezdeti energidval. Latjuk, hogy az egyatomos gaz
bels6 energiaja nem valtozik.

A kétatomos gaz 6t szabadsagi fokkal rendelkezik. A bels6 energidjanak meg-
valtozasa:

5
AEl = 57’LQR(TV - Tk)
A teljes rendszer bels energidjanak megvaltozdsa:
5
AE = ingR(Tv —Ty) = 4,16 kJ.

b) Most ratériink annak a hének a kiszdmitasdra, amit a fit6test ad le. Az egy-
atomos gaz izobar folyamataban a részecskeszam allanddan valtozik, tehat az altala
felvett hét részfolyamatonként kell 6sszeadni. Ezt integréllal lehet kifejezni:

Ty

Q1 :/gandT,

Ty
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ahol a folyamat sordn a molszam az

ni Tk
T

ny =

alapjan fiigg a hémérséklettosl. Felhaszndltuk, hogy az egyatomos gaz dlland6 nyo-
mdson vett mélhéje Cp1 = (5/2)R . Az integrélt elvégezve

Ty
5n1kRTk 5 Tv
= | ————dT = —n  RTx In — = 1,79 kJ.
o /2 T 5 ke DTk ;
T

Az integrélas lépése tobb mddon is elkeriilhetd, példdaul dgy, hogy felhasznédljuk
a hasonldsagot az izoterm folyamat munkavégzésével, vagy egy kozelito Osszegzést
alkalmazva szamolunk numerikusan.

A kétatomos géz izochor folyamatot végez, ezért az altala felvett hé megegyezik
a bels6 energia megvaltozasaval:

5
Qz = §n2R(Tv — Tk) = 4,16 kJ.

A flitétest a kettd hé osszegét adja le:

Q=Q1+Qy="595kJ.

3. Egy rogzitett, vizszintes tengelyt, légmagos, hosszu
szolenoid keresztmetszete R sugari kor. A tekercs belsejé-
ben egy (nem-mdgneses) szigeteld anyagbdl készilt, r su-
gard tomor henger helyezkedik el. A szigeteld henger pozi-
tivan toltott, egyenletes térfogati eloszlasban. A szolenoidba
iddben egyenletesen, gyorsan novekvd erdsségi dramot ve-
zetiink az abran ldthato koriljdrds szerint.

N ®

Milyen irdnyban indul el a szigeteld henger? Hogyan figg a vdlasz az v/R
ardanytdl? Mekkora r/R ardny esetén marad a téltétt henger nyugalomban?

A tapadasi surlodds elegendéen nagy ahhoz, hogy a henger ne csiusszon meg.
A gordiilési ellendlldstol tekintsink el!

(Vigh Maté)

Megoldas. A valtozé (novekvd) erdsségli dram hatdsira a tekercs belsejé-
ben idében valtozd, homogén migneses mez6 alakul ki. A valtozé mégneses mezd
a Faraday-torvény értelmében idében &llandd, forrdsmentes és 6rvényes elektro-
mos mezdt kelt (4. dbra), amely eredd erét és forgatényomatékot fejt ki a toltott
hengerre: ez mozdithatja el a hengert egyik vagy mésik irdnyban.

Vizsgaljuk az egész elrendezésnek a szolenoid tengelyére merdleges sikmetsze-
tét! Jeloljiik ezen a sikmetszeten a szolenoid koézéppontjat C-vel, a szigetel$ hen-
ger kozéppontjat O-val, a henger és a szolenoid érintkezési pontjat pedig P-vel!
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4. dbra 5. dbra 6. dbra

A szolenoid belsejében kialakulé indukalt elektromos mezé térerésségét a Faraday-
torvénybdl hatarozhatjuk meg, ha azt egy C kozéppontu, rg sugari korre alkal-
mazzuk (5. dbra):

AB 1 AB
E(rg) - 2mro = ﬂ'rgﬂ, ahonnan E(rg) = 5 A0
A
At

Ez az osszefiiggés a , balkéz-szabdly” alapjan vektoridlisan is felirhaté a C' pontbdl
a vizsgalt pontba mutaté rg vektor segitségével:

1 AB

E(TO) = 75 EEB X To,

ahol eg = B/|B| a migneses indukciévektorral azonos irdnyu egységvektor.

Vezessiik be a 6. dbrdn lathatd ri és ro vektorokat, ahol r1 + ro = rg. Ezek
kozil ry = C@ konstans vektor (melynek hossza R —r), mig 7 az O pontbdl abba
a pontba mutat, ahol a térer6sségre kivancsiak vagyunk. Ennek felhasznéldsdval
a térerGsség igy irhato:

1 AB 1 AB
E('I"O)_ 5@83 X'I"l—i EGB X 1o,
E, E;

Ebben az Gsszegben az FEi-gyel jelolt tag homogén, vizszintesen balra mutatd
elektromos mezdt, az Ea-vel jelolt tag pedig a toltétt henger tengelye (O pont)
koriil ,,6rvénylé” mezét jelent. Az indukalt elektromos teret tehat felbontottuk két
mez6 szuperpozicidjara, ahogy az a 7. dbrdn lathato.

Azt, hogy a toltott henger jobbra vagy balra indul el az donti el, hogy a hen-
ger legalsé P pontjara vonatkoztatott ered6 forgatényomaték milyen iranyba mu-
tat (erre a pontra nézve ugyanis a surlédési erének, a nyomderének és a nehézségi
erének a forgatényomatéka is nulla). Az elektromos mez6 7. dbran lathaté felbon-
tdsdnak az az el6énye, hogy segitségével konnyen kiszamithaté ez az eredd forgato-
nyomaték.
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7. dabra

A homogén E; mez6 |E1|Q nagysdgu, a henger O kozéppontjdban ébredd erdt
fejt ki a hengerre, melynek forgatonyomatéka a P pontra nézve:

lﬁk XT|Q_}¥
9 Ap 1B TR =5 A

ahol @ a henger 6ssztoltése, r pedig az erékar.

M1 = |E1|Q7” = (R — ’I")Q’I",

Az O pont koriil 6rvénylé Eo mezb eredd ert a szimmetria miatt nem ered-
ményez. A forgatényomatékhoz viszont ez a mezd is ad jarulékot, hiszen a henger
O pontra nézve atellenes darabkdira haté er6k er6parokat alkotnak. Az erdparok
eredo forgatényomatéka barmely pontra, igy a P és O pontokra szamitva is ugyan-
akkora, de a szdmolds az O pontra vonatkoztatva egyszeriibb. Az O ponttdl |ra|

tavolsdgra 1év, AQ toltést kis darabkdra |Eo|AQ erd hat, {gy az eredd forgato-

nyomaték:
1 AB 2
My = Z |E2|AQ|rs| = 3 AL ZAQ\T2| :
~—_————

0
Az 6sszegzésben szerepl6 kifejezés éppen olyan alakid, mint a henger tehetetlenségi
nyomatéka a szimmetriatengelyére vonatkoztatva (csak ott a darabkdk AQ toltése

helyett azok Am témege szerepel). Ezt az analdgiat felhaszndlva az Osszegzés
eredménye Qr?/2, igy

A P pontra vonatkoztatott M; forgatényomaték
balra szeretné kitériteni a toltott hengert, mig az M, for-
gatényomaték jobbra (8. d@bra). A henger tehat balra indul

el, ha:
1 AB 1 AB
Z"0O(R - Z T Or
2 At ( r)r>4 AtQT’
M] MZ
azaz har/R < 2/3, ellenkezd esetben pedig jobbra. Az r = 8. dbra

= 2R/3 egyenldség fenndlldsa esetén a henger egyaltaldn
nem indul el.

Megjegyzés. A hengerre hat6, P pontra vonatkoztatott eredd forgatényomaték irdnyat
a forgémozgéssal kapcsolatos analdgia segitségével is meghatdrozhatjuk. Vegyiik az éra-
mutaté jarasaval ellentétes koriiljarasi irdnyokat pozitivnak! Tekintsiik a hengert egy m
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tomegii, homogén tomegeloszlasi, a C pont koril w < 0 szogsebességgel forgd merev test-
nek! Ezen test egy-egy darabkdjdnak sebessége (és emiatt az egységnyi térfogatd kis ré-
szének lendiilete) éppen olyan irdnyu és (egy pozitiv ardnyossidgi tényez6tél eltekintve)
ugyanolyan nagysdgui, mint az eredeti feladatban az elektromos erétér altal kifejtett erd.
Hasonléan, a forgé merev test kis darabkdjanak P-re vonatkoztatott perdiilete (impul-
zusmomentuma) egy aranyossagi tényez6tdl eltekintve az eredeti feladatban szereplé er8k
P-re vonatkoztatott forgatényomatékanak felel meg. A kérdés tehat az, hogy milyen el6-
jeltt a C' pont koriil negativ irdnyban forgé henger perdiilete a P pontra vonatkoztatva.

Egy merev test teljes perdiilete a tomegkozéppont koriili forgds ,,sajatperdiiletébdl”
és a tomegkozéppontba képzelt, annak sebességével mozgd teljes anyagmennyiség .,pa-
lyaperdiiletébé&l” tehet6 Ossze. Esetiinkben az O témegkozéppont (balra mutatd) sebes-
sége vo = (R — r)w nagysagu, a pélyaperdiilet tehdt +mr(R — r)w, a sajitperdiilet pedig
—(1/2)mr?w. A P pontra vonatkoztatott teljes perdiilet tehét:

mrw

1
Np =mr(R—r)w— imrzw = (2R — 3r).

Lathatd, hogy r < %R esetén N > 0, tehat a henger balra indul el, r > %R esetén
N < 0, azaz a henger jobbra indul el, mig r = %R esetén nem jon mozgasba.

(G. P)
ES

Az tinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2018. november 23-dn dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK Konferenciatermében. Meghivast kaptak az 50 és
25 évvel ezel6tti Eotvos-verseny nyertesei is. Jelen volt az 50 évvel ezel6tti dijazot-
tak koziil Vetier Andrds, aki az akkori feladatok ismertetése utdn roviden beszélt
a versenyhez kapcsolédo emlékeirol, és a 25 évvel ezel6tti dijazottak koziil Kovdes
Krisztidn.

Ezutan kovetkezett a 2018. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemuta-
tésa. Az 1. feladat megoldasat Vanké Péter, a 2. feladatét Tichy Géza, a 3. feladatét
Vigh M4té ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Sélyom Jend,
az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat elndke adta at.

Els6 dijat a versenybizottsag nem adott ki.

Az els§ feladat hibdtlan megolddsdért mdsodik dijat nyert Fajszi Bulcsu,
a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnézium 11. osztélyos
tanuldja, Csefko Zoltan és Horvdth Gabor tanitvanya.

A miésodik feladat lényegében helyes megoldasaért harmadik dijat nyert
Hajdi Csanad, a BME fizikus hallgatdja, a budapesti Eotvos Jézsef Gimné-
zium érettségizett tanuldja, Gulyds Erzsébet tanitvanya, valamint Vavrik Mar-
ton, a BME fizikus hallgatdja, a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium érettsé-
gizett tanuléja, Lendvai Dorottya és Izsa Eva tanitvanya.

Az els§ feladat helyes kozelitd megoldasdért dicséretben részesiilt Berke
Martin, a BME fizikus hallgatéja, a Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6s Gimnazium érett-
ségizett tanuldja, Bobics Lilla tanitvanya.
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A maésodik dijjal Zimdnyi Gergely adomanydbdl 50 ezer, a harmadik dijjal
30 ezer, a dicsérettel 20 ezer forint pénzjutalom jart, a dijazottak tanarai pedig
a Typotex Kiado konyveit kaptak. A verseny megszervezését az Eotvos Lorand
Fizikai Tarsulat a MOL tamogatasabol fedezte.

Tichy Géza, Vanké Péter, Vigh Maté

A Huygens-féle cikloisinga

Bevezetés

Koztudott, hogy az £ hosszisagi matematikai inga lengésideje nem fiiggetlen
a lengés amplitudojatol, és a T = 271’\/% kifejezés tulajdonképpen egy kozelités,
ami annal pontosabb, minél kisebb az amplitidé. Természetes moédon vetédik fel
a kérdés: hogyan lehet olyan ingat késziteni, amelynek az amplitudétdl fiiggetleniil
ez a lengésideje. Erre a kérdésre adott vdlaszt Christiaan Huygens (1629-1695)
holland matematikus, fizikus, csillagasz, és az aldbbiakban az &ltala konstrualt
szerkezetet mutatjuk be. A kérdést két részre bontva targyaljuk. Mivel az egyszerii
inga esetében a lengésidé amplitudofiiggése onnan ered, hogy az s kitérés és a hozza
tartoz6 mgsin(s/¢) visszatéritd erd csak kozelitleg ardnyosak egymadssal, elGszor
azt vizsgaljuk meg, milyen alaku kényszerpalyan kell egy testnek haladni ahhoz,
hogy a gravitacids eré palya menti komponense aranyos legyen a pdalya mentén
mérhetd uttal. Ezutan megnézziik, hogyan érheto el, hogy a lengd sily éppen ilyen
alaki palyan mozogjon.

A kényszerpalya alakja
A keresett kényszerpélyat meghatdrozé osszefiiggés tehdt (1. dbra)

Yy
Yy =2r

1. dbra

(1) mgsina(s) = Ds.

Ennek az egyenletnek a megolddsa felsébb matematikai ismereteket igényel, ezért
itt azt az utat valasztjuk, hogy megadjuk a megoldast, és belatjuk, hogy valéban
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