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4|2 3 5 7 11 13 17
2 | 4| 7| 21 71 1035 | 4109 | 65553
18 | 106 778 | 59170
1250 | 18026

Ezekben az esetekben N és M lehetséges értékei (figyelembe véve, hogy felcse-
rélhetbek).

P | g N M
2 | 17 | 65536 | 17
17| 2 17 | 65536
311159049 | 121
11| 3 | 121 | 59049
51 7 | 15625 | 2401
70 5 | 2401 | 15625

Varga Akos (Kecskemét, Bényai Julia Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A javitds soran sajnos viszonylag kevés maximalis értékii megoldés sziile-
tett. Sokan figyelmetlenségbdl nem a feladat kérdésére véalaszoltak, hanem csak a primeket
adtdk meg, az N és M szamokat nem. Szintén sokan voltak, akik hat helyett csak hdrom
megoldast adtak meg, és nem vették észre, hogy N és M felcserélhetd. Sokan voltak azok
is, akik nem indokoltak kell6en részletesen, és emiatt vesztettek pontot (dltaldban vagy N
és M p-vel és g-val felirdsat nem vezették le, vagy a primek kivalasztdsdnal csak felirtak
a jokat, megmutattdk, hogy azok tényleg jok, de nem indokoltédk, hogy mas megoldasok
nem lehetnek). Aki egydltaldn nem indokolt, csak végeredményt kozolt, az 0 pontot ka-
pott, mivel a versenykiiras szerint pusztan az eredménykozlésre nem adhaté pont. Emellett
persze voltak szép megoldasok is.

50 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 15 versenyz6: Ajtai Boglarka, Debreczeni
Tibor, Hordds Adél Zita, Jankovits Andrés, Kis Karoly, Mészaros Marton, Molnar Istvén,
Nyitrai Bogldrka, Pipis Panna, Rozgonyi Gergely, Sal David, Sebe Anna, Székelyhidi
Klara, Téth Benedek, Varga Akos. 4 pontos 9, 3 pontos 13, 2 pontos 1, 1 pontos 4,
0 pontos 5 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4947. Igazoljuk, hogy egy kockdt a keletkezd darabok egybevigosdgdtol elte-
kintve egyféleképpen lehet pontosan 6t darab tetraéderre darabolni.

(6 pont)

Megoldas. Legyen a kocka ABCDA'B'C'D’, aminek ABCD és A’B'C'D’
két parhuzamos lapja, tovabbd az &ltaldnossag megszoritdsa nélkiil tegyiik fel,
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hogy térfogata egységnyi. Tegyiik fel tovabbd, hogy a kockat a Ay, A, As, Ay
és As tetraéderekre daraboltuk. Az ABCD és A'B'C'D’ négyzetlapokat a tetra-
éderek haromszoglapjai lefedik, emiatt mindkettére legalabb két-két lap illeszkedik,
tovabbd mivel ABC'D és A’ B'C’' D’ parhuzamosak, {gy barmely tetraédernek legfel-
jebb az egyikre illeszkedhet lapja. Kovetkezésképpen két eset lehetséges: az ABC' D
és A'B'C’'D’ egyikét pontosan kettd, masikdt pontosan hdrom héromszoglap fedi,
vagy mindkettot pontosan ketté haromszoglap fedi.

Tegyiik fel, hogy A; és Ag egy-egy lapja egyiittesen lefedi ABC D-t. Nevez-
ziik ezeket az ABC D-re illeszked6 lapokat rendre Li-nek és Lo-nek, az ezekhez
tartozé magassagokat pedig rendre mi-nek és mo-nek. Vilagos, hogy L; és Ly te-
riileteinek sszegére T'(L1) + T(L2) = 1, valamint m; < 1 és moy < 1 teljesiil. Ebbél
megbecsiilhetjiik térfogataik dsszegét:

V(AL + V(Ay) = L+ Ta)me T +T(L2) _ L
3 3 3
Teljesen hasonléan megmutathatd, hogy ha harom tetraéder lapjai fedik ABC D-t,
akkor a harom tetraéder térfogatanak Gsszege szintén legfeljebb l, és ugyanezen
megallapitdsok érvényesek az A’B’'C'D’ lapra is.

Ezen térfogatbecslések alapjan nem fordulhat el6 az az eset, amikor az ABCD
és A’B'C’'D’ egyikét pontosan kettd, masikdt pontosan hdrom héromszoglap fedi,
hiszen ekkor az 6t tetraéder térfogatanak Gsszege legfeljebb % + % = % < 1 lenne.
Vagyis (esetleges atindexelés utén) feltehetjiik, hogy Ay és Ay lapjal egyiittesen
lefedik ABCD-t, és Az és Ay lapjai egyiittesen lefedik A’B’C’D’-t. Ismét a térfo-
gatbecslések miatt

V(Al) + V(Az) < és V(As) + V(A4) <

1
37

Wl

igy viszont V(Asz) > %

Vildgos, hogy ABCD és A’ B’C’'D’ helyett barmely parhuzamos lappdrra mii-
kodik az érvelésiink, azaz barmely négyzetlapjat a kockdnak pontosan két tetra-
éder egy-egy haromszoglapja fedi. Tovabba ha feltessziik, hogy valamely lap fe-
désében Ay is részt vesz, mondjuk A; parjaként, akkor a térfogatbecslés miatt
V(As)+V(4A;) < %, ami ellentmond V(As) > % kovetkeztetésiinknek. Kaptuk te-
hét, hogy As-nek nincs kozos lapsikja a kockaval, a Ay, A, Az, A4 tetraéderek
mindegyikének pedig pontosan hdrom (mindenhdrom pédrhuzamos lapparbdl egy-
egy)-

Vizsgaljuk most Ai-et. Egy négyzetet pontosan két haromszogre csak egy atlé-
javal vaghatunk, ebbol kovetkezoen A;-nek a kocka lapjaira illeszkedd harom lapja
egy-egy egységnyi befogdju egyenlészaru derékszogi haromszog. Mivel ezeknek a la-
poknak paronként van egy-egy kozos éliik, igy A sziikségképpen egy ,saroktetraé-
der”; azaz egy olyan tetraéder, amelynek négy csticsa a kocka egy csticsabdl kiinduld
harom élének négy végpontja. Ugyanezen érvelés helyes Ao, Ag és Ay esetén is.

Végiil vildgos, hogy As-nek A;, As, As, A4 mindegyikével egy-egy v/2 ol-
dalhossziisagi szabalyos haromszog a kozos lapja, vagyis As egy v/2 élhosszisagi
szabalyos tetraéder.
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Jél ismert és az dbra alapjan konnyen lat-
hatd, hogy egy kocka valéban felbonthaté 5 tet-
raéderre. Ezzel az allitast belattuk.

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13
versenyz6: Beke Csongor, Dobdk Déniel, Fitos
Bence, Fiiredi Erik Benjamin, Géaspar Attila,
Hegediis Daéniel, Kerekes Anna, Nagy Néndor,
Schrettner Jakab, Shuborno Das, Szabé David,
Weisz Maté, Zsigri Balint. 5 pontos 7, 4 pontos 4,
3 pontos 1, 2 pontos 3, 1 pontos 1 dolgozat.

B. 4963. Egy hdromszdg hozzdirt kiorei legnagyobbikdnak sugara legyen rq,
a koré irt kor sugara pedig R. Igazoljuk, hogy rq > %R.
(5 pont) Erdés Pal (1913-1996) feladata
I. megoldas. A legnagyobb sugard hozzairt kor a leghosszabb oldalhoz tar-

tozik. Feltehetjiik, hogy a > b > ¢. A hdromszogre vonatkozd ismert Osszefiiggések
(s a haromszog félkeriilete):

s—a btc—a’ T

T 2T
e = R abc

A bizonyitandé egyenl6tlenség ezek alapjan:

2T >3abc
b+c—a 8T

Atszorzas utén a 1672 helyére a Heron-képlet alapjan beirhatjuk, hogy
(a+b+c)latb—c)la—b+c)(—a+b+c).

A haromszog-egyenlStlenség szerint b+ ¢ > a, azaz b+ ¢ — a pozitiv, igy egyszeri-
sithetiink vele. Igy a bizonyitandé allités:

(a+b+c)la+b—c)(a—b+c) > 3abe.

(Itt is lathatd, hogy ez az &llitds szimmetrikus a b és ¢ véltozdkra, tehdt b > ¢
valéban feltehetd.)

Most helyettesitsiik az oldalakat a bizonyitandé egyenlotlenségben a beirt kor
altal levagott érintészakaszokkal, vagyis legyen s —a=xz,s — b=y és s —c = z.
A haromszog-egyenlétlenség miatt ezek mind pozitivak. Feltettiik, hogy a > b > ¢,
ennek megfeleléen z > y > x is igaz. A helyettesités utan:

2@ +y+2)-2y-22 23 +y)(y+ 2)(2 + ).
A zéréjelek folbontdsa és a kifejezések Osszevondsa utén:

22yz + 5y?z + byz? > 3x%y + 3xy® + 32%2 4 3222
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Felirhatunk t6bb egyenlotlenséget, amelyek a z > y > x feltételbdl azonnal kovet-
keznek:

Ezeket Osszeadva éppen a bizonyitandé allitast kapjuk, és mivel ekvivalens atala-
kitasokat végeztiink, ezért az eredeti is igaz. Egyenl6ség csakis ugy teljesiilhet, ha
r =y = z, vagyis a haromszog szabalyos.

Tubak Ddniel (Szegedi Radndti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Jeldlje szokdsosan a, b, ¢ az oldalakat, s a félkeriiletet, R
a koréirt kor sugarat, tovabba r,, 1y, . a kozzairt korck sugarait, F' a Feuerbach-
kor kozéppontjat, O a koréirt kor kozéppontjat, I, I, I, pedig a hozzairt korok
kozéppontjait.

FiI, = é—% + ra, hiszen a Feuerbach-

kor sugara g, tovabba a Feuerbach-kor
érinti a hozzairt koroket. Ezért hason-
16an FI, = & 4+, FI. = & 1.
Rovid szamolédssal belathato, hogy
a hozzairt korok kozéppontjaibdl allo

héromszog szogei QTW, @, ’HTO‘ (ahol

a, B, v a héromszog szogei), {gy ez
a hdromszog hegyesszogii. A hozzdé-
irt korok kézéppontjaibdl rajzolt harom-
sz0g magassagainak talppontjai A, B,
C, igy e hiaromszog Feuerbach-kore ép-
pen az ABC héaromszog koréirt kore,
melynek sugara R — vagyis az [ [pl.
haromszog koréirt korének sugara 2R.
Legyen ennek a kornek a kozéppontja G. A G az 1,11, haromszogon beliil van,
hiszen ez a hdromszog hegyesszogli. A sikon ez az egyetlen pont, amely az I,, Iy,
1. pontok mindegyikétol legfeljebb 2R tavolsagra van, ugyanis ha vennénk az I,,
Iy és I, kozéppontu 2R sugaru koroket, akkor azoknak még tovabbi k6zos pontja
is lenne, de mivel a korvonalaik G-ben kozodsen metszik egymast és a koréirt kor
kozéppontja egyértelmli (nincs a korvonalaknak még egy kozds metszéspontja),
ezért G az egyetlen ilyen pont.

Iy
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fgy van olyan korkozéppont, mondjuk I, dgy, hogy FI, > 2R, azaz

§+TGZ2R = ra>§R.
2 2
Egyenl6éség pontosan akkor van, ha F' és G egybeesik. Az I, I és 1. kozépponti
hozzairt korok sugarai dltaldban kiillonbozoek. A G pont az I, I, I, haromszog koriil-
irt korének kozéppontja, az eredeti F' kozépponti Feuerbach-kor pedig mindharom
hozzéirt kort kiviilrél érinti. Az F és G pontok tehat akkor eshetnek egybe, ha
az F pont is egyenl6 tavolsdgra van mindegyik hozzairt kor kozéppontjatol, tehat
a harom kor sugara egyenld, vagyis az eredeti haromszog szabélyos.
Kerekes Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 40 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 21, 4 pontot 8 versenyzé. 3 pontos 5,
2 pontos 2, 1 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4964. Igaz-e, hogy ha az f,g: R — [0,1] figgvények periodikusak, és
az [+ g fiigguény is periodikus, akkor van kézds periodusuk?

(6 pont)

Megoldas. Nem igaz az allités.

Fel fogjuk hasznalni azt a konnyen belathaté allitdst, miszerint ha egy x valds

szam felirhaté q1 4+ qav/2, vagy q1v/2+ qaV/3, vagy q1v/3+ qo alakban, ahol ¢, ¢2 € Q
(Q a racionélis szdmok halmazét jelsli), akkor ez a felirds egyértelmii. Példdul, ha

GV2+@V3=r1vV2+1rV3 (ahol g;,7; € Q), akkor (g1 — 7“1)\@ = (ry— q2)\/§- Itt

q1 — r1 pontosan akkor nulla, ha ro — ¢o az. Ha ro — g2 # 0, akkor % = %, ami
ellentmondas.

A valds szédmok tetszbleges H részhalmazdra jelolje C(H) a kovetkezd fiigg-
vényt:

%, ha z € H;
C(H)(x) =
0, egyébként.
Az « valés szamra legyen
Ha={ha|he H},
tovabba a Hy és Hy halmazok 6sszegét jelolje

H1+H2:{h1+h2|hjEHj (jZl,Q)}.

Legyen ezutan
f=C(Q+Qv2)+C(QvV2+QV3)
és

9=3C(QV3+Q) - C(Q+QV3) + .
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Ekkor
h=7+9=C(QV3+QVE)+30(QV3+Q) + 2.

Kénnyen lathaté, hogy minden ¢v/2 (¢ € Q\ {0}) periédusa f-nek. Tovédbba f
pontosan a Qv/2 halmaz elemeinél (a két halmaz metszetén) vesz fel % fiiggvényér-
téket, azaz minden p periédusra és ¢ € Q szdmra mivel f(qﬁer) = f(q\@) = %,
igy qv/2 + p-nek szintén ¢’'v/2 (¢’ € Q) alakiinak kell lennie, azaz sziikségszertien p
is ilyen alaki. Vagyis f periédusainak halmaza Qv/2\ {0}.

Hasonléan lathat6 g-nél — a % fliggvényérték vizsgalatabol — hogy g periddu-
sainak halmaza Q \ {0}, h-nél pedig a g fiiggvényértékébdl, hogy h periddusainak
halmaza Qv/3 \ {0}.

Tehat f, g és h periodikus, &m f-nek és g-nek nincsen kozos peridédusa.

Pituk Gabor (Veszprém, Lovassy Ldszl6 Gimn., 11. évf.)

23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 9 versenyzé: Dobdk Déniel, D6brontei David
Bence, Gaspar Attila, Kerekes Anna, Nagy Nandor, Pituk Gébor, Schifferer Andras,
Schrettner Jakab, Weisz Maté. 5 pontos 1, 4 pontos 2, 1 pontos 4, 0 pontos 5 dolgozat.
Nem versenyszerii: 2 dolgozat.

B. 4977. Bizonyitsuk be, hogy eqy derékszogi hdromszdg beirt korének érin-
tési pontjai dltal meghatdrozott hdromszog magassdgpontja a derékszégl hdromszig
dtfogojdhoz tartozo magassdgvonaldra illeszkedik.

(4 pont) (Kvant)

I. megoldéas. Legyen a hiromszog harom csicsa A, B és C, melyek koziil
C a derékszogii cstcs, és jelolje a B-nél 16v§ szoget 5, az A-nél 1év6 szog ekkor
a = 90° — 5. Legyenek beirt kor érintési pontjai az AB, AC, BC oldalakon T,
E, D, a TDFE haromszog magassagpontja M, és a beirt kor kozéppontja O. Ekkor
OECD egy négyzet. Legyen F, és Dy az ETD haromszog E-bol, illetve D-bél
indul6 magassaganak talppontja.

Dy

Ey

1. dbra
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Végiil legyen P az ABC héaromszog C-hez tartozé magassigtalppontja, Mp
a PC és DM egyenes metszéspontja, Mg pedig a PC és EM egyenes metszés-
pontja.

Végezziink szogszamitast.
EDM< = EDDi<=90°— D;ED< =90° — TED<.
A kozépponti és keriileti szogek tételébdl

TOD«

EDM< =90° — 5

Mivel ODB< = OTB< = 90°, ezért OT BD huarnégyszog, igy

EDMp< = EDM< = 90° — y = g

Hasonlé moédon

EOT
DEM< = DEE;< = 90° — EDEy<t = 90° — EDT'<t = 90° — 02 <

OFEA< = OTA< =90°, OT AE htrnégyszog, és

_180°—(90°=P) _ o B

2 2

DEMg<t=DEM< =90°

Ismert tovabbd, hogy ACP< =8, PCB<1=90°— 3, és CAP<=90° — f5.
Ezekbdl kovetkezik, hogy EFCMp< = 8 és DCMp<t = 90° — .

Mivel OECD négyzet, igy CED< = CDE< = 45°, vagyis

CEMg<=CED<+ DEMg<=90° — g, és

CDMp<=CDE<+ EDMp< =45° + g

Mivel ECMg< = ACP< = 8 és CEMp< = 90° — 3/2, ezért

B

EMpC< =180° -3 — (90O - 2) =90° — b

57
vagyis az EC Mg hiromszog egyenld széari, EC' = CMg.
Mivel DCMp<t = PCB<=90° — 8 és CDMp<t = 45° + /2, ezért

DMpC< = 180° — (90° — ) — (450 + g) =45° + g

vagyis DCMp haromszog egyenl6 szara, DC = CMp.
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Mivel OECD négyzet, igy EC = DC, vagyis CMg = CMp, tehdt Mg =
= Mp = M, tehdt M rajta van a derékszogii csicshoz tartozé magassagvonalon.

Az egyetlen kritikus pont a bizonyitdsban annak feltételezése, hogy a T ED
haromszog hegyesszogii (ebbél kovetkezik, hogy M a haromszog belsejében van és
az abran megfeleléen dllnak a szogek). A fentiek alapjan

_TOD« 180°-p3 _, B
TED<q = 5 = 7 =90 5
Mivel 5 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog.
EDT< = EOQM _ (290 i) :45°+§.

Mivel 8 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog. ET D<= 180° —TED<«— EDT< =
= 45°. Ezek alapjan a TE D haromszog valéban hegyesszogii.

Zsigri Bdlint (Budapest XIV. Ker. Szent Istvan Gimn., 12. évf.)

IT. megoldas. Helyezziik el a hdromszoget a derékszogii koordinatarendszer-
ben a 2. dbrdn lathaté mdédon. A derékszogii haromszog beirt korének érintési
pontjait jelolje K1, Ko és K3. A Ki-hez és K3-hoz tartozé magassiagvonalak le-
gyenek mi és ms, a c oldalhoz tartozé pedig m.. Felirva ezen magassagvonalak
egyenleteit konnyen ellendrizhetjiik, hogy valéban egy pontban metszik-e egymast.
Legyen BAC< = a, ABC<( = f3 és jeldlje v az dbrén berajzolt szoget.

Y
me A
/2
K> s
c
0 -
K
r
B y C T
Kz T
mi

2. dbra

Mivel mg és az AO szogfelezé is meréleges K1 Ko-re, ezért parhuzamosak egy-
massal. Az OK3CK; négyszog egy r oldali négyzet, ezért ms a —r koordindtanal
metszi az x tengelyt, igy egyenlete y = tg~v - x + tg~ - r. Hasonldéan belathatd, hogy
my parhuzamos BO-val és az y tengelyt r-nél metszi. Az egyenlete y = tgg “T AT,
Az m. magassag egyenes merdleges a c oldalra és az origdn megy keresztiil, ezért

az egyenletét konnyen megkaphatjuk: y = ~tga T
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Az AO szogfelezd és mg parhuzamossiagabdl kovetkezik, hogy v az % pOtszoge.
Felhasznalva, hogy % =T _ 5 ebbél v = % + g adédik. A félszogek tangensére

4 27
P ‘ . B _ sing .
vonatkoz6 azonossagot felhaszndlva tg 2 = Trcosp’ valamint

tg<w+6>=tg<g+ﬂ>_ sin(§+6)  cosp

4 2 2 _1+cos(%+ﬁ)_1fsin6'
Osszegezve:
mg egyenlete: y = tg (Z + g) -x + tg (Z + g) ST = (x+r)%,
mq egyenlete:y:tgg-x-i-r:%.x_,_n
1 cos 3

m. egyenlete: y = ftg—ﬁz = sinﬁx'

Az my és az mg egyenes biztosan metszik egymast, méghozza abban az x koordi-
nataju pontban, amelyre

cos 3 sin 3
" = x4+
1—sinf 14-cosf

cos f3 sinf\ _ (4 cos 8
x(l—sinﬁ a 1—|—cosﬁ) _T< B l—sinﬂ)’

(x+7r)

Ebbol

1— cos 3 1—sin S—cos 3
o 1—sin g - 1—sin g o
rT=r: cosf  _sinfg " cos B(1+cos 8)—sin B(1—sin3)
1-sinf8  14cosf (1—sin B)(14cos B)

~(I—sinf—cosB)(l+cosf)
" cos B+ cos? B —sinf+sin’f

1 —sin B — cos 3 + cos 3 — sin  cos B — cos? 3
- =
cosff—sinff+1

_ sinfB(cos B —sinf+1)
N cosfB—sinf+1

= —r-sinf.

Behelyettesitve ezt az x értéket m, és mg egyenletébe:

cos 3 .
Me : — —smp-r)=cosp-r
¢t~ g snB ) =cosfo,
) cos 3
msg:(—smp-r+7r)——— =cosp- 7.
3 p ) 1—sinfg b
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Tehat valéban egy pontban metszik egymaést.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

I11. megoldas. Jelolje K, Ky és K3 az ABC haromszogbe irt kor érintési
pontjait az oldalakon a 2. dbra szerint, és legyen a K7 Ko K3 hiromszog magassig-
pontja M.

Kiils6é pontbdl korhoéz hizott érinték hossza egyenld, tehat CK; = CKs. To-
vabb4 az érintési pontba hiizott sugdr merdleges az érintére: OK1C< = OK3C< =
= 90°. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az O K3C K, négyszog négyzet.

Legyen O az origo, valamint mutasson minden pontba azonos nevii helyvektor
——
(OA=a,...).

Ismert, hogy a haromszog koréirt korének O kozéppontjabdl a csicsokba mu-
tatd vektorok Osszege az O-bdl a magassdgpontba mutatd vektor. Mivel most O
a K1 Ko K3/ koré irt korének kozéppontja, ezért O-bol e hdromszog M magassig-
pontjdba az m = ky + ko + kg vektor mutat.

e
OK3C K1 négyzet, ezért egyben paralelogramma is: ¢ = k; + ks. Ebb6l CM =

—
=1m-—C= (kl +k3+k2)— (k1+k3) :k2 :OKQ

Tudjuk, hogy OK, L AB, ezért a fentiekbél kovetkezik, hogy CM L AB, és
igy M rajta van a C-bdl indulé magassigvonalon.

Csertdn Andrds (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 12. évf.)

IV. megoldas. Az ABC héarom-
szogbe irt kor érintési pontjai altal meg-
hatarozott haromszog legyen EFG, és
jelolje I az EL és CH egyenesek met-
széspontjat (3. dbra).

Mivel GF meréleges a CBH < sz0g-
felezéjére és merdleges EL-re, ezért EL

parhuzamos a szogfelezével. Legyen o =
= CAB< és f = CBA<, ekkor

BCHa«=a ¢é ACH<=p, HBCaA~ HCAA.

Tehat a H BC haromszoget el tudjuk forgatni H koriil 90 fokkal, majd H pont koriili
nagyitdst alkalmazhatunk gy, hogy a B pont a C pontba, a C pont pedig az A
pontba keriiljon. Ekkor a HAC haromszoget fogjuk kapni, tehat EL merdleges az
AC H <« szdglelez8jére (mert 90 fokkal forgattunk és AHC' és C'H B hasonldk). Ebbél
kovetkezik, hogy CE = C1I. Hasonléan belathatd, hogy F'J merdleges a BCH<
szogfelezbjére. Mivel CE = CF (korhoz hizott érintészakaszok egyenlék), ezért
CF = C1 is teljesiil. Emiatt a BC' H< szogfelez6je merdleges FI-re, vagyis F, I és
J egy egyenesre esnek. Tehat F'J és C'H metszéspontja is az I pont, azaz EFG
magassagpontja az ABC haromszog C-hez tartozé magassagan fekszik.

Bukva Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

69 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 5, 2 pontos 4, 1 pontos 4, 0 pontos
6 dolgozat.
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B. 4986. Jelolje KP azt a 64 térbeli pontot, amelyeknek mindhdrom koordi-
ndtdja 1, 2, 3 vagy 4. Kata és Péter térbeli amdbdt jatszanak a KP pontjain. Kata
kezdi a jatékot, kivdlaszt eqy tetszés szerinti pontot KP-bél, és azt kékre szinezi.
A mdsodik lépésben Péter vdlaszt eqy, az el6z6tél kilonbézd pontot, és azt pirosra
szinezi. Ezutdn felvdltva szineznek kékre, illetve pirosra egy kordbban még szine-
zetlen KP-beli pontot. Az gydz, aki el6szor szinez a sajat szinére négy, eqy egye-
nesre illeszkedd pontot. Mutassuk meg, hogy Katinak mindegy, hogy az elsd lépésben
az (1,1,2) vagy a (2,2,1) pontot szinezi kékre.

(5 pont) Javasolta: Benkd Ddvid (South Alabama)

Megoldas. Megadjuk a KP halmaz olyan, énmagédra torténé kolcsonosen
egyértelmi leképezését, ami egyenestartd, azaz barmely négy, egy egyenesbe es6
pont képe is egy egyenesbe esik (és akkor megforditva is, mivel az egy egyenesbe
es6 pontnégyesek szdma véges). Legyen ez a hozzérendelés a kovetkezd: az (x,y, z)
koordindtdji pont képét jelolje (f(x), fy), f(z)), ahol [ a kovetkezd fiiggvény:

1—=2 2—=1 3—4 4+ 3.

Az f fiiggvény kolcsonodsen egyértelmii, ezért KP altala nyert leképezése is az.

Az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben pontosan akkor esnek egy egyenesbe,
ha mindegyik koordindtdjuk szdmtani sorozatot alkot ebben a sorrendben. (Ekkor
azt mondjuk, hogy az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben esnek egy egyenesbe.)
Egy ilyen szdmtani sorozat vagy négyszer ugyanaz a szam, vagy az (1 2 3 4),
vagy pedig a (4 3 2 1) sorozat. Ha (z y z t) ezek bdrmelyike, akkor e szdmok
f-nél vett képei az (f(y) f(z) f(t) f(z)) sorrendben alkotnak szdmtani sorozatot.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben esnek egy
egyenesbe, akkor A’, B’, C', D’ képeik a B’, A’, D', C' sorrendben esnek egy
egyenesbe. Végiil, mivel KP megadott leképezésénél az (1 1 2) pont képe (2 2 1),
e két pontnak ugyanaz a szerepe a jatékban, tehdt mindegy, hogy Kata melyikiiket
jeloli be els6ként.

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évft.)
megoldasa alapjan

44 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 14 versenyzé: Beke Csongor, Csaplar Viktor,
Dobék Daéniel, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjamin, Hamori Janka, Heged{is Déaniel,
Kerekes Anna, Nagy Néndor, Szabé David, Szabé Kornél, Terjék Andras Jézsef, T6th
Abel, Varkonyi Zsombor, Zsigri Bélint. 4 pontos 6, 1 pontos 3, 0 pontos 20 dolgozat.

B. 4994. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B és C olyan valés szdmok, amelyekre
az 22 + Az? + Bx + C = 0 paraméteres harmadfoki egyenletnek hdrom kilonbozé
pozitiv gyoke van, akkor A% + B? +18C > 0.

(4 pont) (Német feladat)

I. megoldas. Jeldlje a harmadfokd polinomot p(z), aminek a pozitiv gyokei a,
bés c. Ekkor p(z) = (v —a)(z —b)(x —c) = 2® — (a+b+c)z? + (ab+ bc+ ca)x — abe,
fgy A= —(a+b+c), B=(ab+bc+ ca), C = —abe, ezért a bizonyitandd egyenldt-
lenség A% + B2 4+18C = (a+ b+ ¢)* + (ab+ be + ca)® — 18abe > 0. Adjunk hozza
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mindkét oldalhoz 18abc-t, és hajtsuk végre a bal oldalon kijelolt miiveleteket. fgy
a bizonyitandéval ekvivalens

a?+ b2+ +ab+ab+be+be+ ca+ ca+ a?b? + b2 + 2a® + a®be + a®be +

+ ab?c + ab®c + abc? + abc? > 18abe

egyenl6tlenséget kapjuk, ami a 18 valtozos szamtani-mértani kozép kozotti egyen-
16tlenség miatt igaz (hiszen a gyoksk pozitivak), és a bal oldal szigortian nagyobb,
hiszen a gyokok nem esnek egybe a feltétel alapjan.

Csiszdr Zoltdn (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
II. megoldas. A bizonyitandé

S = a® + b* + % + 2ab + 2bc + 2ca + a®b? 4 b2 c? 4 c*a® + 2a%be +
+ 2ab*c + 2abc? — 18abc > 0
egyenlGtlenség bal oldala a kévetkezéképpen alakithato:
S = (a® — 2abc + b*c?) + (b? — 2abc + a*c®) + (c® — 2abe + a?b?) +
+2ab(c® — 2¢ + 1) + 2ac(b® — 20+ 1) + 2bc(a® — 2a 4+ 1) =
= (a—bc)* + (b—ac)® + (¢ — ab)® + 2ab(c — 1)* + 2ac(b — 1)* + 2bc(a — 1),

ami nyilvan pozitiv.
Hdmori Janka (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

69 dolgozat érkezett. 4 pontos 52, 3 pontos 10, 2 pontos 3, 1 pontos 1, 0 pontos 3 dol-
gozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(619-623.)

K. 619. Legfeljebb hany primet lehet megadni ugy, hogy koziilikk barmely
hérom Gsszege is prim legyen?

K. 620. Ot pozitiv egész szém Ssszege 20. Az 6t szam paronként vett kiilsnb-

ségeinek abszolit értéke: 1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10. Adjuk meg az Osszes ilyen
szamotost.
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