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¢) Nagy tr éppen most kisérte
végig vendégeit a birtokdn, amelynek
soran minden ajtéon pontosan egyszer
mentek at. A bemutaté végén a nappa-
liban pezsgovel koccintottak a talalko-
zasra. Melyik helyiség a nappali? A he-
lyiségek betiijelének felsorolasaval ad-
junk meg egy lehetséges bejarasi sorren-
det. (4 pont)

Nagy ur hdzinak alaprajza

8. Egy kozmetikai cég sajat termékét harom véltozatban forgalmazza a ha-
téanyag toménységétol, a kiszerelés mennyiségétol és a csomagolastdl fiiggben.
Az A jelii termék 150 g-os, 10% toménységii; a B jelii 100 g-os, 20% toménységii;
a C jeld 50 g-os, 30% toménységli. A hatdanyag és az olddszer a termék drdban
a mennyiségével egyenes aranyban jelenik meg; az A és B jelli termék csomagolasa
kétszer annyiba keriil, mint a C' jelii terméké. Az iizletben az A 2275 Ft-ba, a B
2500 Ft-ba, a C pedig 1725 Ft-ba keriil dobozonként.

a) Mennyi a hatéanyag és az oldészer grammonkénti ara? (7 pont)

Anna egyik nap észrevette, hogy az iizlet egyik polcan az A, B, C jeli ter-
mékekbdl annyi van, hogy szamuk egy névekv6 mértani sorozat harom szomszédos
elemével egyenld. A szamok atlaga 14, szdérédsa 2+/14.

b) Hany termék volt a polcon az egyes fajtdkbol? (9 pont)

9. A 2 egység éli ABCDEFGH cstucsu kocka ABCD alaplapjanak ko-
zéppontja P; DCGH oldallapjanak kozéppontja Q; AEHD elblapjdnak kozép-
pontja R; a BF él felez6pontja S. (A-t E-vel, B-t F-fel, C-t G-vel, D-t H-val koti

Ossze él.)
a) Mekkora az A, P, Q, R, S csicsu poliéder térfogata? (8 pont)
b) Mekkora a poliéderbe frt gomb sugara? (8 pont)

Németh Laszlo
Fonydéd

Megoldasvazlatok a 2019/2. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Lara 3 piros, 4 kék és 3 sdrga épitékockdval jatszik, melyek legfeljebb csak
a sziniikben kilonboznek eqymdstdl. Az dsszes épitdkockdt eqymdsra téve szeretne
egy tornyot épitens.
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Hdnyféle szinmintdzatu tornyot épithet, ha
a) piros kockdt sem alulra, sem feliilre nem tesz;

b) legalabb két piros elem kozvetlendil egymds folitt van? (12 pont)

Megoldas. a) Osszesen 10 kocka van, tehat 10 emeletes lesz a torony, ebbél a 3
piros kockét csak 8 helyre teheti, ami (g) = 56 lehet6ség. A 4 kék kockat a maradék

7 hely barmelyikére helyezheti, amit (Z) = 35-féleképpen tehet meg, a sarga kockak
helye pedig mar egyértelmii. Mivel a piros, illetve kék kockak elhelyezése egymastol
fliggetleniil torténik, a szinmintazatok szama 56 - 35 = 1960.

b) A két egymas {6lotti elemet ragasszuk képzeletben 6ssze, és tekintsiik 6ket
egy elemnek (az elemek sorrendjének megszdmoldsa {gy kénnyebb; a szinmintdzat-
ndl majd figyelembe kell venni, hogy ez 2 kockanyi piros szin). A 9 kocka lehetséges
sorrendjeinek szdma igy 2 - %:3, = 2520, ahol a 2-es szorzo azért van, mert nem
mindegy, hogy az 1 szintes és a 2 szintes piros elem hol helyezkedik el. Azonban
azt az esetet, ahol mind a harom piros kocka egymas f6lott van, igy kétszer sza-
moltuk. Ragasszuk 0ssze a harom piros kockat, igy megkapjuk, hogy ezen esetek
oo = 280,

Tehat 2520 — 280 = 2240 megfelel6 szinmintazat van ebben az esetben.

szama

Y 2. Az abra egy f flggvény derivaltfigguényének
il (f'(x)) egy részletét mutatja. Adjuk meg az alabbi dl-
litasok esetén, hogy melyik igaz, melyik hamis, illetve
melyiknél nem lehet ezt eldonteni. Vilaszunkat indo-
koljuk.

1 0 1 N 2 a) A 0 pontban az f figguénynek lokdlis mazi-
muma van.

b) Ha 0 < x < 2, akkor f(x) < 0.

c) Az f fiigguény képe az origdra szimmetrikus
a (—1,1) intervallumon.

d) Az f fiiggvénynek az x = 2 helyen inflexids pontja van. (12 pont)

Megoldas. a) Igaz. Az [’ értéke a 0 helyen 0, és pozitivbdl negativba valt.

b) Nem lehet eldonteni. Az f' fiiggvény menetébél nem lehet pontosan rekonst-
rudlni az f fiiggvényt. (Egy konstans hozzdaddsaval f értéke az adott intervallumon
pozitivvd vagy negativvd tehetd, mig a derivaltfiiggvény nem véltozik.)

¢) Hamis. Mivel f’ az origéra kozéppontosan szimmetrikus (rdadésul egy,
az adott intervallumnél valamivel sziikebb intervallumon), {gy az f fiiggvény az y
tengelyre szimmetrikus (ezen a sziikebb intervallumon).

d) Igaz. Mivel f/(2) = 0 és nem valt eldjelet a 2-ben, {gy inflexiés pontja van.
3. Krisztidnnak 80 CD-bdl dllo gydjteménye van. A CD-k kézott 48 olyan van,
amin tobb elbado szerepel (T), 24 olyan van, amin egy eléadd vagy egyiittes szdmai

vannak (E), és 8 hangszeres zenei CD-je (H) is van. Sajnos Krisztidn nem til
rendes, és az dsszes CD eqgy fickban hever egymds hegyén-hdtdan.
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Egyik bardtja megkéri, hogy vigyen el a partijira 5 CD-t. Mivel — mint mindig —
Krisztidn nagy rohandsban van, anélkil, hogy a fickba nézne, kivesz onnan 5 CD-t.

a) Mi a valdsziniisége annak, hogy csak hangszerest visz?

b) Mi a valdszinidsége, hogy az it CD kizdtt lesz legaldbb egy (T), viszont nem
lesz (H)?

¢) Krisztian rdpillantott a kezében lévd CD-kre, és ldtta, hogy a legfelsé (H).
Mi a valdsziniisége, hogy a tobbi is az? (13 pont)

5) = 56, az Osszes eset szama (850) =

= 24040016, igy a valdszinfiség po = 57550575 (~ 2:33 - 1075).
b) 1, 2, 3, 4 vagy 5 (T), és ennek megfelelden 4, 3, 2, 1 vagy 0 (E) lesz
a vélasztott lemezek kozott (és nyilvan mindig 0 (H), amit () = 0 = 1-féleképp

0
vélaszthatunk ki, de ezt nem sziikséges lefrni):

B E) + GG + GG+ () E) + () 0) s

Megoldas. a) A j6 esetek szdma (8

Py = 20
(5)
¢) Hasznaljuk a feltételes valdsziniiségre vonatkozé képletet (itt most szamit
a sorrend):
_ P(elsd az és a tobbiis az)  goonerrs | 7-6-5-4 (2,33 10-5)
Pe = P(els6 az) T UBTOTTIIC T 79.78.77-76 L '

80-79-78-77-76

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazdn:
(I) 24x—1 A 42w+3 — 8-

b) Vo —+r+2<2. (14 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk 4t mindkét oldalt:
242}71 . 24:E+6 — 23w

28I+5 — 23$

Az exponenciilis fiiggvény szigorii monotonitasa miatt ebbdl 8x + 5 = 3z, és igy
x = —1 kovetkezik, ami az ekvivalens 1épések miatt megoldasa az egyenletnek.

b) A bal oldal nemnegativ, gy az egyenl6tlenséget négyzetre emelhetjiik:
r—+vVr+2<4, de 0 <x— va+ 2-nek is teljesiilnie kell. Ekkor x > vz +2 > 0,
amibél 22 > x + 2, vagyis 12 — 2z — 2 = (v + 1)(x — 2) > 0. Ebbél pedig z > 2 vagy
r < —1 kovetkezik, de ez utébbi ellentmond az z > 0 feltételnek.

A bels6 gyokjel alatt is nemnegativ szam kell, hogy élljon, vagyis = > —2.

A kettot osszevetve x > 2 adddik. Ekkor megoldandé az x — 4 < vz + 2 egyen-
16tlenség. Ha 2 < = < 4, akkor a bal oldal negativ, a jobb oldal pozitiv, tehat ez
megfeleld. Ha x > 4, akkor négyzetre emelve az 2 — 8z + 16 < z + 2 egyenlbtlensé-
get kapjuk, amibél 22 — 9z + 14 = (z — 2)(x — 7) < 0, azaz 2 < x < 7. Ekkor tehét
4<x <.

Az egyenlOtlenség megoldédsa: 2 < x < 7.
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II. rész

5. A Schiller Gimndzium didkjainak mindegyike elsé idegen nyelvként angolt
tanul, és legaldbb egy, legfeljebb két nyelvet vdlaszthatnak a francia, spanyol és
latin kézil. A 10. éufolyam 72 diakjabdl 40-en két nyelvet is vdlasztottak. 48-an
tanulnak francidul, 40-en spanyolul és valahdnyan latinul. 24-en tanulnak francidul
és spanyolul is, és 12-en francidul és latinul.

a) Hdnyan tanulnak dsszesen latinul; és ebbdl hanyan spanyolul is?

Az évfolyamrdl egy tanuldt véletlenszeriien kivdlasztva mi annak a valdszind-
sége, hogy

b) francidul és spanyolul,

¢) francidul vagy spanyolul,

d) vagy francidul, vagy latinul (de nem mindkét nyelven) tanul? (16 pont)

f s Megoldas. Kezdjiik el kitolteni a Venn-diagramot.

Jeloljitkk a nyelveket kezddbetiijitkkel. A 40 didk koziil,
12 akik 2 plusz nyelvet is vélasztottak, 24-en francidul és spa-
nyolul, 12-en francia és latin nyelven, tehat 40 — 24 — 12 =
é A = 4 tanul6 vélasztotta a spanyolt és latint. A 40 spanyolul
tanuld koziil 24 + 4 = 28 tanuld valasztott még egy nyel-
3 vet, igy 40 — 28 = 12 didk tanul csak spanyolul (az angol
mellett, amire ezutdn nem tériink ki). A csak francidul ta-
! nulé didkok szama 48 — 24 — 12 = 12. Végiil, a csak latinul
tanuldk szdma 72 — (24 + 124+ 4 + 12+ 12) = 8.
a) Tehét osszesen 12 + 4 4+ 8 = 24 didk tanul latint, és ebb6l 4 spanyolt is.

24 1
b) prs = =3
c)

Pfvs =775 T 73 T 9
L (12424)4(844) 48 2
d) vy = 72 =72 =3

- 6. Egy parkban néhdny, betonbdl készilt, fél-
gomb formdji virdgtartot haszndlnak. A félgombik
belsd sugara 44 cm, falvastagsdga 8 cm, a beton sii-
riisége 2,2 g/cm?®.

n a) Hdny m® virdgféld fér egy ilyen tartéba?

b) Milyen nehéz egy tarté?
c) A tél bedllta eldtt mindegyik tartdt kidiri-
tik, majd hdrmat-hdrmat egymdsra helyeznek. Mi-
lyen magas eqy ilyen rakds?
d) Tavasszal djra kihelyezik a tartdkat. Elbtte fehérre meszelik a tartok kilsé
részél (a peremet is). Egy-egy virdgtartdnak mekkora teriletd része lesz igy frissen
meszelve (cm?-ben)? (16 pont)
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Megoldéas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. A vi-
ragtartok belsé sugara r = 44 cm, kiils6 sugara r, =
=52 cm, két egymdsra rakott tarté aljanak tavol- Ta
saga pedig .

a) A tartéba tehet6 virdgfold térfogata: ; : h
T
T

3 ~ 3
Vvirégﬁj]d = o= 07178 m-.

DN | =
[SURIESN

b) A tarté térfogata:

1 4
Viarts = 3 gﬂ(rz — %) ~ 116 080 cm?®.
A tart6 tomege: m = o -V = 255 kg.

c) A Pitagorasz-tételt felirva: r2 = 22 4+ 72, amibdl z ~ 27,7 cm, és igy a kér-
dezett magassag: h = 2x + r, ~ 1074 cm.

d) A lefestends feliilet ll egy r, sugard félgombbél, valamint egy r, és r sugard
kor altal meghatarozott korgytiribol:

1
F=3- drr? 4+ w(r? —r?) = 7(3r2 — r?) ~ 19402,48cm?.

7. Egy téglalap oldalai a; =2 m és by = 3 m.
Felosztjuk két téglalapra az dbran ldthato mddon
ugy, hogy az eqyik hasonlo az els6héz, oldalai as €s
bo = a1. Ezt a mdsodik téglalapot is felosztjuk gy,
hogy a kapott két téglalap kozil az egyik hasonlo

b
hozzd, és ennek a harmadik téglalapnak az oldalai as !
as €s bg = as. Fzt az eljardst folytatjuk.

a) Milyen hossziak az n-edik téglalap oldalai? o= b3
b) Milyen n esetén lesz az n-edik és az (n + 1)-
edik téglalap teriiletének kiilonbsége 1 cm?-nél ki- a1 = by
sebb?
¢) Mekkora az elsé n téglalap keriletének dsszege? 16 pont
g )
Megoldés. a) by =3 m, a3 =2 m :gbl;
2
by =a; = %bl; as = §b2 = (%) - by;
n— n
bn:anflngnflz (%) ‘bl;anngn: (%) -by.
b) Irjuk fel az n. és az (n + 1). téglalap teriiletét:
n n—1 2n—1
2 2 2
T,=ap by=[=) b -(= b= (2 b2,
o= (5) 0o (5) n-(5)
2 n+1 2 n 2 2n+1
Tht1 = ant1 - bpy1 = <3) by - (3> by = (3> by
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A kett6 kiilonbsége:

) 2n—1 2 2
Tn - Tn-i—l = <3> . <1 - <3> > : b%

Mivel b; = 300 cm, azért ez pontosan akkor kisebb 1 cm?-nél, ha

G (- () <t

Ekvivalens dtalakitasokat végezve ebbol:

g 2n—1 B 1
3 50000’

2 1
Mm—1)-lg 2 < lg ——
(2n—=1)-lg 3 <8 o505

1
18 55000 _ — 1850000
lg 2 lg2 —1g3’

1 1g50000
2 2(lg2-1g3)

2n—1>

n> ~ 13.8.

Tehdt n > 14 esetén lesz az n-edik és az (n+ 1)-edik téglalap teriiletének kiilonbsége
1 cm?-nél kisebb.

¢) Az elsé n téglalap keriiletének osszege:

2. ((@1.“(;)2.%(;)3.3+...+(§>".3)+
+(3+§.3+(;)2.3+<§)3.3+...+(;)"‘1.3» _
3 (H<1+§+(§)Z(;)‘”’+...+<§)”‘1>+3.<
o (58 o () vemon ]

8. Egy kalandpark palydjan két fa kozott egy fiiggohid taldlhato. A felfiiggeszett
ek:c+e—km

-

[SSER )

hid alakjdinak dltaldnos képlete f(x) = a - , ahol a és k valos paraméterek.
Az 1. dbran aza =1 és k =0,5, k =1, illetve k = 2 értékekhez tartozo lancgorbék
lathatok.*

*A feladat szovegébdl eredetileg kimaradt, hogy a gérbék az a = 1 értékhez tartoznak.
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3+ A
5m 8 m
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x 20 m
1. dbra 2. dbra

a) A 2. dbrdn a hid vdzlatos oldalnézetét latjuk. Hatdrozzuk meg a hid gorbéjé-
hez tartozd két paraméter értékét 3 tizedesjegyre kerekitve (a talajszintet tekintsik
az x-tengelynek.)

b) Hatdrozzuk meg, hogy az A pontban a hid milyen széget zdr be a vizszintessel.

¢) Reklamfeliilelet szeretnének felszerelni a hid egyik oldaldra gy, hogy a fe-
lilelet a talajszint, a hid és a két fa zdrja kézre. Mekkora felilet keletkezik igy?

(16 pont)

Megoldas. a) f(0) =5, vagyisb = a- 6024]':0, amibél 5k = a. Tudjuk még, hogy
10k | =10k 10k | =10k
8=7(10)=a- ———— =5k ————,

amibél 3,2 = e'% 4 ¢710F Legyen u = ' ekkor u-val beszorozva kapjuk, hogy
u? = 3.2u+1 =0, amibl uyp = 2EEVDI o BBERD oy 0y — 285 s up =
0,35 (a két szdm egymads reciproka). Ebbél k1 = 0,105, ko = —0,105 és a megfeleld
a értékek a; = 0,525 és as = —0,525. (A lancgorbéknél a pozitiv értékeket szokas
hasznélni.)

b) f(z) = 2,5(e%1%%7 4 70105%) "amibél f'(z) = 2,5-0,105(e% 1057 — =0:1057)
és {gy f/(10) ~ 0,658. A keresett szoget a-val jelolve tg o = f/(10) = 0,658, amibdl
a =~ 33,3°.

Tehat az A pontban a hid koriilbeliil 33°-os szoget zar be a vizszintessel.

c)

10
T—=2. /2,5(60’105I +670’105I) dz =
0

1 1 10
—9. 925 0,105 _ o—0:1052 _
7\ 0,105 0,105 0

1 1 1 1
=5 el0% — e 1) -5 e — e’ ) ~ 119,41 m?%.
0,105 0,105 0,105 0,105
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9. a) Hdny osztdja van a 2018 - 2019, illetve a 20182019 szdmnak?

b) Mennyi az egyik, illetve a mdsik szdm osztdinak az dsszege?

¢) Bizonyitsuk be, hogy 20182019 [egaldbb 3 - 2019 szdmjegybdl dll.

d) Melyik nagyobb: 20182°° vagy 201920187 (16 pont)

Megoldas. a) 2018 = 2 - 1009, 2019 = 3 - 673, igy az oszték szdma:
d(2018 - 2019) = d(2 - 3 - 673 - 1009) = 2* = 16,
d(20182°19) = (2219 . 10092°1%) = 2020% = 4 080 400.
b) 2018 - 2019 osztdi:

1, 2, 1009, 2018; 3-1=3; 3-2=06; 3-1009 = 3027; 3-2018 = 6054;
673-1=1673; 673 -2 =1346; 673 - 1009 = 679057; 673 - 2018 = 1358 114;
2019 -1 = 2019; 2019 - 2 = 4038; 2019 - 1009 = 2037 171; 2019 - 2018 = 4074 342.

Osszegiik 8 168 880. (Ezt az Gsszeget igy is kiszdmolhatjuk:

22 -1 10092 -1 32-1 6732 -1
2—-1 1009-1 3-1 673—-1

=3-1010-4-674 = 8168 880.)

20182019 os7téit az elsé modszerrel nehéz lenne Gsszeszdmolni. Vegyiik észre,
hogy minden oszté 2% - 1009 alakt, ahol k és [ 0 és 2019 kozotti tetsz6leges egész
szam lehet. Tehat az osztok Osszegét felirhatjuk

2019 2019

Z ok . Z 1009
k=0 =0

alakban, hiszen minden oszt6 két szam szorzata az alabbi tablazatban:

124 |8]...|2%00

1009
10092

10052019

Az sszes lehetséges szorzat Osszege igy

10092020 _ 1 ' 22020 _ 1 _ 10092920 — 1 (22020 1)
1009-1  2-1 1008 '
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c) 20182019 > (2. 103)2019 — 92019 ()3:2019 _ (210>201 .99 . 106057 <

201 59 106057 _ 1603 . 99 . 196057 _ 519 . 100660

> (10%)
>5-107-10%% = 5. 109092

ami legalabb 6663 > 6057 = 3 - 2019 szamjegy.

d) 20182019 2 90192018,
2018
2019
2018 7 (2018> =2,7176. .. .

Tehat 20182019 a nagyobb.

Ratké Eva
Budapest
(zommel német érettségi feladatokbdl valogatva)

C gyakorlat megoldasa

C. 1524. Legyenek N és M pozitiv egész szdmok, tovdabbd p és q kiilonbozo
primszamok. Tegyiik fel, hogy N + M d&tjegyii, N-nek osztdja a p, €s osztoinak
szama q, ugyanakkor M oszthato q-val, €s osztdinak szdma p. Hatdrozzuk meg N
és M lehetséges értékeit.

Megoldas. Egy szam osztdinak szamat gy hatarozzuk meg, hogy primténye-
z6s felbontasdban a primhatvanyok kitevoinél eggyel nagyobb szadmokat Gsszeszo-
rozzuk. A mi esetiinkben ennek a szorzatnak primszamnak kell lennie. Ha a prim-
tényezds felbontdsban egynél tobb primtényezd szerepelne, akkor az oszték szama
nem lenne primszam; tehat mindkét szam primhatvany.

Ebbdl kévetkezik, hogy ha az N szamnak ¢ darab osztéja van, akkor a hat-
vénykitevéje (¢ — 1). Mivel N primtényezds felbontdsaban egy prim szerepel és N
oszthaté p-vel, igy ez a primszdm a p. Tehdt N = p?~!. Hasonléan kapjuk, hogy
M = gp~ 1.

Meg kell vizsgdlnunk, hogy az N + M = p?~! + ¢P~! &sszeg mikor lesz Gtje-
gyil. Az egyenlet jobb oldaldn p és q felcserélésével ugyanazt az eredményt kapjuk,
igy az egyszerliség kedvéért egyelbre tételezziik fel, hogy p < q. Ha p?~! legaldbb
hatjegyti, akkor a p?~—! + ¢P~! &sszeg is az. Mivel 2'8, 312, 510 illetve 75 legalabb
hatjegyli, ezért csak az aldbbi 13 esetet kellett megvizsgdlnunk (a tdblazat belsejé-
ben a megfelels p?=1 + ¢P~1 értékek allnak).
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