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Euler aranydsszeg-tétele*

Bemutatjuk Euler ardnyosszeg-tételének torténetét, adunk ra egy 4j bizonyi-
tast, és egy érdekes egyenlGtlenséggé alakitjuk Euler aranyosszeg-formulajat.

1. Bevezetés

Leonhard Euler (1707-1783), kordanak legnagyobb matematikusa, a geometriat
is szamos azéta hiressé valt tétellel gazdagitotta. Ebben a dolgozatban! a Magyar-
orszagon kevésbé ismert aranyosszeg-tételével foglalkozunk, amelynek nemzetkozi
irodalma sem tulsdgosan bdséges, habar idérol idére felttinnek wjabb bizonyitaso-
kat, illetve lehetséges altalanositdsokat targyald cikkek (lasd [4, 5, 6, 9, 10]).

1. tétel (Euler ardnytsszeg-tétele [2]). Az euklideszi sik minden ABC hdrom-
szogének bdrmely O belsd pontjdra

" 40 BO €O, A0 BO CO
oxX oYy 0z - 0X oYy o0z’
ahol X = AONBC,Y = BONCA, Z =COnN AB.

A A B

Habar Euler mar 1780. majus 1-jén benyujtotta a kiadénak az ardnyosszeg-
tételt tartalmazé tanulményat [2], az csak 1783-ban bekovetkezett haldla utan
22 évvel jelent meg. Sok munkaja jutott erre a sorsa, aminek legf6bb oka az volt,
hogy valdsdggal ontotta magdbdl a cikkeket (élete sordan tébb, mint 800-at irt
a 28 nagyobb mii mellett), {gy az altala preferdlt Berlini, illetve Szentpétervéri
Akadémidk folydirataindl kiadatlan miivei igencsak feltorlédtak.

A kortarsak azonban ismerték Euler ardnyosszeg-tételét, amit jol mutat, hogy
Anders Johan Lexell (1740-1783), aki az Euler-csaldd j6 bardtja volt, és haldldig
ugyanannak a Szentpétervari Akadémidnak volt a tagja, mar 1784-ben publikdlta
a tétel gobmbhdromszogekre érvényes véltozatat [3].

Jelen szerzoknek is egy altalanosabb problémaval, a projektiv-metrikus terek
karakterizdcidjdval [8] dsszeftiggésben keriilt 14tGterébe az ardanydsszeg-tétel [7].

*Ez a kutatds az NKFITH K-116451 és KH_18 129630 projektjei tAmogatasaval késziilt.
!Ugyanez angol nyelven is elérhet, ldsd [7].
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Még az ardnyosszeg-tételnél is kevésbé ismert, pedig mar Euler [2] dolgoza-
tdban is szerepelt, hogy az ABC hiromszog megszerkesztheté az (1) formuldban
szereplO hosszak ismeretében.

2. tétel (Szerkeszthetdség). Ha adottak egy ismeretlen ABC hdromszég va-
lamely O pontjdra illeszkedd AX, BY és CZ szakaszok hosszai, valamint azok O
pont dltali felosztasdnak ardnyai, akkor az ABC' hdromszdg megszerkeszthetd.

Ebben a dolgozatban nemcsak a fenti tételeket igazoljuk, hanem a 3. tételben
pontosan megadjuk annak feltételeit is, hogy hdrom olyan szakaszt, amelyek bel-
sejében adott egy-egy pont, mikor lehet ezen belsé pontjaikban ugy Osszeilleszteni,
hogy a valamely harom kivalasztott végpontjuk altal meghatarozott haromszog-
nek a kivélasztott végponttal szemben 1év6 oldalai tartalmazzék a szakaszok nem
kivélasztott végpontjait?.

Végill, bar bemutatjuk a kozvetlen altalanositas lehetéségét is, inkabb egy
az (1) egyenl6séghdl sziiletett egyenlétlenséget bizonyitunk, mely éppenséggel pon-
tosan akkor vélik egyenléségeé, ha az AX, BY és C'Z szakaszok egy ponton mennek
at. A 4. tétel hatdrozottan emlékeztet Routh tételére ([1, 13.55], [11]).

2. Az aranydsszeg-tétel és megforditasanak bizonyitasa

Az 1. tétel bizonyitdsa. Attekinthetébbé valik Euler (1) formuldja, ha

AO BO . CO . q.12
bevezetjiik az a = 7%, b= Gy ¢és ¢ = 5 jeloléseket:

(2) a+b+c+2=abe

Mindkét oldalhoz hozzdadva az 1 + a + b+ ¢+ ab 4+ bc + ca kifejezést, a jobb oldal
tjra szorzatalakba irhatd, és a bal oldal is szorzatok 6sszegévé valik:

1I+b0)1+c)+(Q+a)l+c)+(1+a)(1+b0)=1+a)(1+0b)(1+c0).

Az a, b és c értéke nyilvdan nem —1, ezért a jobb oldallal osztva az ekvivalens

1 1 1
3 —
(3) 1+a+1+b+1+c

egyenléséghez jutunk, vagyis (1) ekvivalens az
AX " BY 0Z
egyenlGséggel. Ez azonban kozvetleniil adodik az
ox _ t(OBC) oy t(OCA) 0z _ t(OAB)
AX t(ABC)' BY t(ABC)’ CZ t(ABO)

1

egyenléségekbol. O

2A [9] tanulmdny igazolta, hogy amennyiben csak az (1) egyenletben szerepld aranyok
betartdsa fontos, akkor (1) elegend8: minden tovdbbi feltétel nélkiil van olyan hdromszog,
amelyben éppen az (1) egyenletben szerepld ardnyok lépnek fel. S6t, a szerz6 megjegyzi,
hogy egy ilyen hiromszog minden affin képe is megteszi.
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A 2. tétel bizonyitasa. Annak érdekében, hogy elkeriiljiik az attekinthe-
tetleniil dsszetett formuldkat, most is alkalmazzuk az a = ﬁ, b= B9 g = C9
jeloléseket, melyekre a feltétel szerint (2), vagy ami ugyanaz, (3) teljesiil. Bevezet-
jik még az a = ZOB<, = X0OC<K és v =YOA< szogeket, amelyekre nyilvan
o+ B+ v = m érvényes.

Feladatunk tehat az a, 8 és v =7 — a — 3 értékek megtalaldsa.

Az X pont akkor és csak akkor esik a BC' szakaszra, ha
BO - OCsina =t(BOC) = BO -OX siny + CO - OX sin 3,

vagyis
AO sina  sina  siny  sinf

Oox 04~ 0x ~oc TBO

A cstcsok ciklikus permutéciéjaval ugyanigy latjuk, hogy Y € CA és Z € AB
akkor és csak akkor igaz, ha rendre

BO sinff _ sina  siny
OY OB OA co’

co . siny sinf | sina
0Z O0C OB AO "’

Az x = ijoa, Y= %LBﬁ és z = Slon(;y bevezetésével azt kapjuk, hogy ezek telje-
sitik az
(5) ar —y—z=0,
—x+by—2=0,
—x—y+cz=0

homogén linedris egyenletrendszert. Az (5) egyenleteinek kiilonbségébdl régton add-
dik, hogy a megolddsokra (1 + a)x = (1 +b)y = (1 + 2)c teljesiil, vagyis minden

megoldas (1_%(1, %—i—b’ ﬁc) alaku, ahol A € R. Eszerint
A @) cO
6 22 A== =sinf és A—— =siny.
(6) T1q = Sno 50 sinf és Tre = o7
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Ebbdl
OB . in 3
sin a sin 3,
1+ 1+
és
ocC siny sinacosf +sinfcosa  sina 54 sin 8
= = = cos cosa—— =
1+c¢ A A A A
= 22 s+
_1+aCOS 1ercosa
is kovetkezik. Utébbi egyenl6ség mindkét oldaldbdl kivonva az ?—_5) cos a kifejezést,
majd az eredményt négyzetre emelve és hozzdadva az elsé egyenlethez, azt kapjuk,
hogy

oB: (OC )2 0A2
728111 o+ - COS & =3
(1+10) I+c 1+b (1+a)

Ebbdl a bal oldalon a kiilonbség négyzetre emelését elvégezve

OB? 9 oCc OB 0cC? OA?

—s —2-—— - ——cosa+ =
(1+1b)* l+c 1+b

g i+ (taP

adodik. Ez a koszinusz-tétel értelmében azt jelenti, hogy van egy olyan PQR

haromszog, ameclynek a csucsokkal szembeni oldalhosszaira rendre p = Ta 4=
= 10—_5) ésr= 10Tc érvényes, és szogei a csucsoknal rendre o, 8 és vy =71 — a — .
Az eredeti haromszoget tehat gy tudjuk megszerkeszteni, hogy a p = Aa')O(X,

= B%}?Y ésr= C%é)z hosszakat kiszamitjuk, ezekbdl megszerkesztjiik a PQR

hiromszoget, ennek szogei megadjak az «, 8 és v =7 — a — [ szogeket, amelyek
alapjan az AX, BY és CZ szakaszok egymadshoz képest bedllithatok. O

Az 1. tétel és a 2. tétel bizonyitdsa alapjan vilagos, hogy az aldbbi tétel
feltételeit nem lehet kénnyiteni.

3. tétel (Az ardnyosszeg-tétel megforditdsa). Ha adott kozés O pontra il-
leszkedé AX, BY és CZ szakaszokra érvényes FEuler (1) formuldja, valamint
ap= Aa)O(X, q= B%'QY ésr = C%ZOZ szamok mindegyike kisebb a mdsik kettd
dsszegénél, akkor az AX, BY és CZ szakaszokat el lehet forgatni O koril igy, hogy

az X, Y, Z pontok rendre az ABC hdromszog megfeleld oldalaira essenek.

A0 ) _ BO (o ._ CO

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért legyen a = ox =0y 07"

A feltétel szerint

1 +1+1 B
14a 146 1+4+c¢

(8)

Szerkessziink egy olyan PQR héromszoget, mely oldalainak hossza (a szokdsos
médon jelolve) p, ¢ és r. A csicsokndl 16v6 szogek legyenek rendre «, 5 és v =
=1—a-—0.
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Forgassuk el az AX, BY és C'Z szakaszokat gy, hogy ZOB< legyen a, XOC'<
legyen 3 és YOA< legyen . Eszerint

(9) ¢® — 2rqcosa + 1% = p?,

p* —2rpcos B +1? = ¢,

p? — 2qpcosy + ¢* =12,

Most igazoljuk, hogy a kialakult ABC' haromszog csucsokkal szemkozti oldalai
rendre tartalmazzak az X, Y és Z pontokat.

Legyen X = AXNBC,Y =BYNCA és Z=CZN AB, tovdbba G = A—%

Q

>_BO , ~_ CO . e .
b= oy 8¢=55 Az ABC héromszogre is érvényes (1), {gy
1 1
(10) _ ~ =1
1+a 145 1+4¢

- ~_  AO0-OX ~_ BO-OY . ~_  COOZ . .1+ , :
adddik. Bevezetve ap =Tax 4= Ty GT=752 jeloléseket, (7) és a szer
kesztés menete alapjan
(11) G° — 2rqcos o + 72 = p?,

p? — 2rpcos B+ 72 = 37,

P2 —2qpcosy + ¢° =72,

Az (9) egyenleteket Osszevetve az (11) egyenletekkel, mivel mindkét egyen-
lethdrmas azonos szogi, tehat hasonlé haromszogekre vonatkozik, adddik, hogy
D= Ap, ¢ = A\q és 7 = Ar valamely \ > 0 szdmra. Tekintve a p, q, r és p, ¢, 7 defini-

ciéit, ebbél = = 7=, 1%3 =5 & = = 72 adédik, amibél (8) és (10) Bssze-
vetésével A = 1 kovetkezik. Eszerint @ =a, b=0,ésc=c, vagyis X = X, Y =Y,
és Z = 7.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. (Il

3. Altaldnositas helyett egy egyenlGtlenség

Beldthatd, hogy Euler ardanyosszeg-tétele igaz marad akkor is, ha a haromszog
csucsaibdl kiindulé egyenesek metszéspontjardl csak annyit tesziink fel, hogy az nem
esik a haromszog egyik oldalegyenesére se. S6t, ezen altalanosabb eset megforditdsa
is érvényben marad ha az X, Y, Z pontoktdl csak azt varjuk el, hogy a megfelel6
oldalegyenesekre essenek. Ennek bizonyitasat itt nem végezziitk el, helyette egy
Routh tételére ([1, 13.55], [11]) emlékeztetd egyenlStlenséget mutatunk.

Az ardnydsszeg-formuldt tekintsiik most az ekvivalens (4) alakjaban. Ez a for-
mula a harom szakasz egy ponton dthaladasa esetén érvényes. Ha a szakaszok paron-
ként kiilonboz6 H, I, J pontokban metszik egymast, akkor is képezhetiink minden
szakaszon aranyt, ha a két metszéspont dltal meghatarozott szakasz felez6pontjat
tekintjiik 1j osztopontnak.
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4. tétel. Legyenek X, Y, Z az ABC hdromszég rendre A, B, C csiccsal
szemkozti oldalainak pontjai, legyenek tovdbbd dket a szemkozti csucsokkal 0sszekdtd
szakaszok metszéspontjai H=AX NBY, I=BYNCZ és, J=CZNAX. Végiil
legyenek ez utobbiak dltal meghatdrozott HIJ hdromszdg oldalfelezé pontjai K =
=JJ+H)/2, L=(H+1)/2 és M =1+ J)/2. Ekkor
KX LY MZ
(12) AX *BY BY toz cz ~ > 1,
ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K =L = M.
C
Y
X\
A Z B
Bizonyitas. Rendre azonos alapi haromszogek teriiletének aranyait irhatjuk
fel a kovetkezSképpen:
t(HBC) HX t(JBC) ﬂ t(ICA) 1y
t(ABC)  AX’ t(ABC) AX’ t(ABC) BX’
t(HC’A) HY t(JAB) ﬂ t(IAB) 1z
t(ABC’) ~ BX’ t(ABC) CX’ t(ABC) CX’
Ezeket a 12 bal oldalanak kétszeresébe helyettesitve kapjuk, hogy
HX +JX . 1Y + HY n JZ+17Z
AX BY cz
_ t(HBC) 4 t(JBC) t(ICA) n t(HCA) n t(JAB) t(IAB)
- t(ABC) t(ABC) t(ABC) = t(ABC) = t(ABC) t(ABO)
_ tH(HBC) n t(HCA) t(ICA) t(IAB) n t(JBC) t(JAB)
- t(ABC) t(ABC) t(ABC) = t(ABC) = t(ABC) t(ABC’)
_q_ t(HAB) T1- t(IBC) L1 t(JAC) _5_ t(ABC) —t(HIJ)
N t(ABC) t(ABC) t(ABC) t(ABC) B
t(HIJ)
=2
T {ABC)
Ezzel a tételiinket bizonyitottuk. O
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