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Euler aranydsszeg-tétele*

Bemutatjuk Euler ardnyosszeg-tételének torténetét, adunk ra egy 4j bizonyi-
tast, és egy érdekes egyenlGtlenséggé alakitjuk Euler aranyosszeg-formulajat.

1. Bevezetés

Leonhard Euler (1707-1783), kordanak legnagyobb matematikusa, a geometriat
is szamos azéta hiressé valt tétellel gazdagitotta. Ebben a dolgozatban! a Magyar-
orszagon kevésbé ismert aranyosszeg-tételével foglalkozunk, amelynek nemzetkozi
irodalma sem tulsdgosan bdséges, habar idérol idére felttinnek wjabb bizonyitaso-
kat, illetve lehetséges altalanositdsokat targyald cikkek (lasd [4, 5, 6, 9, 10]).

1. tétel (Euler ardnytsszeg-tétele [2]). Az euklideszi sik minden ABC hdrom-
szogének bdrmely O belsd pontjdra

" 40 BO €O, A0 BO CO
oxX oYy 0z - 0X oYy o0z’
ahol X = AONBC,Y = BONCA, Z =COnN AB.

A A B

Habar Euler mar 1780. majus 1-jén benyujtotta a kiadénak az ardnyosszeg-
tételt tartalmazé tanulményat [2], az csak 1783-ban bekovetkezett haldla utan
22 évvel jelent meg. Sok munkaja jutott erre a sorsa, aminek legf6bb oka az volt,
hogy valdsdggal ontotta magdbdl a cikkeket (élete sordan tébb, mint 800-at irt
a 28 nagyobb mii mellett), {gy az altala preferdlt Berlini, illetve Szentpétervéri
Akadémidk folydirataindl kiadatlan miivei igencsak feltorlédtak.

A kortarsak azonban ismerték Euler ardnyosszeg-tételét, amit jol mutat, hogy
Anders Johan Lexell (1740-1783), aki az Euler-csaldd j6 bardtja volt, és haldldig
ugyanannak a Szentpétervari Akadémidnak volt a tagja, mar 1784-ben publikdlta
a tétel gobmbhdromszogekre érvényes véltozatat [3].

Jelen szerzoknek is egy altalanosabb problémaval, a projektiv-metrikus terek
karakterizdcidjdval [8] dsszeftiggésben keriilt 14tGterébe az ardanydsszeg-tétel [7].

*Ez a kutatds az NKFITH K-116451 és KH_18 129630 projektjei tAmogatasaval késziilt.
!Ugyanez angol nyelven is elérhet, ldsd [7].
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Még az ardnyosszeg-tételnél is kevésbé ismert, pedig mar Euler [2] dolgoza-
tdban is szerepelt, hogy az ABC hiromszog megszerkesztheté az (1) formuldban
szereplO hosszak ismeretében.

2. tétel (Szerkeszthetdség). Ha adottak egy ismeretlen ABC hdromszég va-
lamely O pontjdra illeszkedd AX, BY és CZ szakaszok hosszai, valamint azok O
pont dltali felosztasdnak ardnyai, akkor az ABC' hdromszdg megszerkeszthetd.

Ebben a dolgozatban nemcsak a fenti tételeket igazoljuk, hanem a 3. tételben
pontosan megadjuk annak feltételeit is, hogy hdrom olyan szakaszt, amelyek bel-
sejében adott egy-egy pont, mikor lehet ezen belsé pontjaikban ugy Osszeilleszteni,
hogy a valamely harom kivalasztott végpontjuk altal meghatarozott haromszog-
nek a kivélasztott végponttal szemben 1év6 oldalai tartalmazzék a szakaszok nem
kivélasztott végpontjait?.

Végill, bar bemutatjuk a kozvetlen altalanositas lehetéségét is, inkabb egy
az (1) egyenl6séghdl sziiletett egyenlétlenséget bizonyitunk, mely éppenséggel pon-
tosan akkor vélik egyenléségeé, ha az AX, BY és C'Z szakaszok egy ponton mennek
at. A 4. tétel hatdrozottan emlékeztet Routh tételére ([1, 13.55], [11]).

2. Az aranydsszeg-tétel és megforditasanak bizonyitasa

Az 1. tétel bizonyitdsa. Attekinthetébbé valik Euler (1) formuldja, ha

AO BO . CO . q.12
bevezetjiik az a = 7%, b= Gy ¢és ¢ = 5 jeloléseket:

(2) a+b+c+2=abe

Mindkét oldalhoz hozzdadva az 1 + a + b+ ¢+ ab 4+ bc + ca kifejezést, a jobb oldal
tjra szorzatalakba irhatd, és a bal oldal is szorzatok 6sszegévé valik:

1I+b0)1+c)+(Q+a)l+c)+(1+a)(1+b0)=1+a)(1+0b)(1+c0).

Az a, b és c értéke nyilvdan nem —1, ezért a jobb oldallal osztva az ekvivalens

1 1 1
3 —
(3) 1+a+1+b+1+c

egyenléséghez jutunk, vagyis (1) ekvivalens az
AX " BY 0Z
egyenlGséggel. Ez azonban kozvetleniil adodik az
ox _ t(OBC) oy t(OCA) 0z _ t(OAB)
AX t(ABC)' BY t(ABC)’ CZ t(ABO)

1

egyenléségekbol. O

2A [9] tanulmdny igazolta, hogy amennyiben csak az (1) egyenletben szerepld aranyok
betartdsa fontos, akkor (1) elegend8: minden tovdbbi feltétel nélkiil van olyan hdromszog,
amelyben éppen az (1) egyenletben szerepld ardnyok lépnek fel. S6t, a szerz6 megjegyzi,
hogy egy ilyen hiromszog minden affin képe is megteszi.
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A 2. tétel bizonyitasa. Annak érdekében, hogy elkeriiljiik az attekinthe-
tetleniil dsszetett formuldkat, most is alkalmazzuk az a = ﬁ, b= B9 g = C9
jeloléseket, melyekre a feltétel szerint (2), vagy ami ugyanaz, (3) teljesiil. Bevezet-
jik még az a = ZOB<, = X0OC<K és v =YOA< szogeket, amelyekre nyilvan
o+ B+ v = m érvényes.

Feladatunk tehat az a, 8 és v =7 — a — 3 értékek megtalaldsa.

Az X pont akkor és csak akkor esik a BC' szakaszra, ha
BO - OCsina =t(BOC) = BO -OX siny + CO - OX sin 3,

vagyis
AO sina  sina  siny  sinf

Oox 04~ 0x ~oc TBO

A cstcsok ciklikus permutéciéjaval ugyanigy latjuk, hogy Y € CA és Z € AB
akkor és csak akkor igaz, ha rendre

BO sinff _ sina  siny
OY OB OA co’

co . siny sinf | sina
0Z O0C OB AO "’

Az x = ijoa, Y= %LBﬁ és z = Slon(;y bevezetésével azt kapjuk, hogy ezek telje-
sitik az
(5) ar —y—z=0,
—x+by—2=0,
—x—y+cz=0

homogén linedris egyenletrendszert. Az (5) egyenleteinek kiilonbségébdl régton add-
dik, hogy a megolddsokra (1 + a)x = (1 +b)y = (1 + 2)c teljesiil, vagyis minden

megoldas (1_%(1, %—i—b’ ﬁc) alaku, ahol A € R. Eszerint
A @) cO
6 22 A== =sinf és A—— =siny.
(6) T1q = Sno 50 sinf és Tre = o7
132 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/3
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Ebbdl
OB . in 3
sin a sin 3,
1+ 1+
és
ocC siny sinacosf +sinfcosa  sina 54 sin 8
= = = cos cosa—— =
1+c¢ A A A A
= 22 s+
_1+aCOS 1ercosa
is kovetkezik. Utébbi egyenl6ség mindkét oldaldbdl kivonva az ?—_5) cos a kifejezést,
majd az eredményt négyzetre emelve és hozzdadva az elsé egyenlethez, azt kapjuk,
hogy

oB: (OC )2 0A2
728111 o+ - COS & =3
(1+10) I+c 1+b (1+a)

Ebbdl a bal oldalon a kiilonbség négyzetre emelését elvégezve

OB? 9 oCc OB 0cC? OA?

—s —2-—— - ——cosa+ =
(1+1b)* l+c 1+b

g i+ (taP

adodik. Ez a koszinusz-tétel értelmében azt jelenti, hogy van egy olyan PQR

haromszog, ameclynek a csucsokkal szembeni oldalhosszaira rendre p = Ta 4=
= 10—_5) ésr= 10Tc érvényes, és szogei a csucsoknal rendre o, 8 és vy =71 — a — .
Az eredeti haromszoget tehat gy tudjuk megszerkeszteni, hogy a p = Aa')O(X,

= B%}?Y ésr= C%é)z hosszakat kiszamitjuk, ezekbdl megszerkesztjiik a PQR

hiromszoget, ennek szogei megadjak az «, 8 és v =7 — a — [ szogeket, amelyek
alapjan az AX, BY és CZ szakaszok egymadshoz képest bedllithatok. O

Az 1. tétel és a 2. tétel bizonyitdsa alapjan vilagos, hogy az aldbbi tétel
feltételeit nem lehet kénnyiteni.

3. tétel (Az ardnyosszeg-tétel megforditdsa). Ha adott kozés O pontra il-
leszkedé AX, BY és CZ szakaszokra érvényes FEuler (1) formuldja, valamint
ap= Aa)O(X, q= B%'QY ésr = C%ZOZ szamok mindegyike kisebb a mdsik kettd
dsszegénél, akkor az AX, BY és CZ szakaszokat el lehet forgatni O koril igy, hogy

az X, Y, Z pontok rendre az ABC hdromszog megfeleld oldalaira essenek.

A0 ) _ BO (o ._ CO

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért legyen a = ox =0y 07"

A feltétel szerint

1 +1+1 B
14a 146 1+4+c¢

(8)

Szerkessziink egy olyan PQR héromszoget, mely oldalainak hossza (a szokdsos
médon jelolve) p, ¢ és r. A csicsokndl 16v6 szogek legyenek rendre «, 5 és v =
=1—a-—0.
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Forgassuk el az AX, BY és C'Z szakaszokat gy, hogy ZOB< legyen a, XOC'<
legyen 3 és YOA< legyen . Eszerint

(9) ¢® — 2rqcosa + 1% = p?,

p* —2rpcos B +1? = ¢,

p? — 2qpcosy + ¢* =12,

Most igazoljuk, hogy a kialakult ABC' haromszog csucsokkal szemkozti oldalai
rendre tartalmazzak az X, Y és Z pontokat.

Legyen X = AXNBC,Y =BYNCA és Z=CZN AB, tovdbba G = A—%

Q

>_BO , ~_ CO . e .
b= oy 8¢=55 Az ABC héromszogre is érvényes (1), {gy
1 1
(10) _ ~ =1
1+a 145 1+4¢

- ~_  AO0-OX ~_ BO-OY . ~_  COOZ . .1+ , :
adddik. Bevezetve ap =Tax 4= Ty GT=752 jeloléseket, (7) és a szer
kesztés menete alapjan
(11) G° — 2rqcos o + 72 = p?,

p? — 2rpcos B+ 72 = 37,

P2 —2qpcosy + ¢° =72,

Az (9) egyenleteket Osszevetve az (11) egyenletekkel, mivel mindkét egyen-
lethdrmas azonos szogi, tehat hasonlé haromszogekre vonatkozik, adddik, hogy
D= Ap, ¢ = A\q és 7 = Ar valamely \ > 0 szdmra. Tekintve a p, q, r és p, ¢, 7 defini-

ciéit, ebbél = = 7=, 1%3 =5 & = = 72 adédik, amibél (8) és (10) Bssze-
vetésével A = 1 kovetkezik. Eszerint @ =a, b=0,ésc=c, vagyis X = X, Y =Y,
és Z = 7.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. (Il

3. Altaldnositas helyett egy egyenlGtlenség

Beldthatd, hogy Euler ardanyosszeg-tétele igaz marad akkor is, ha a haromszog
csucsaibdl kiindulé egyenesek metszéspontjardl csak annyit tesziink fel, hogy az nem
esik a haromszog egyik oldalegyenesére se. S6t, ezen altalanosabb eset megforditdsa
is érvényben marad ha az X, Y, Z pontoktdl csak azt varjuk el, hogy a megfelel6
oldalegyenesekre essenek. Ennek bizonyitasat itt nem végezziitk el, helyette egy
Routh tételére ([1, 13.55], [11]) emlékeztetd egyenlStlenséget mutatunk.

Az ardnydsszeg-formuldt tekintsiik most az ekvivalens (4) alakjaban. Ez a for-
mula a harom szakasz egy ponton dthaladasa esetén érvényes. Ha a szakaszok paron-
ként kiilonboz6 H, I, J pontokban metszik egymast, akkor is képezhetiink minden
szakaszon aranyt, ha a két metszéspont dltal meghatarozott szakasz felez6pontjat
tekintjiik 1j osztopontnak.
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4. tétel. Legyenek X, Y, Z az ABC hdromszég rendre A, B, C csiccsal
szemkozti oldalainak pontjai, legyenek tovdbbd dket a szemkozti csucsokkal 0sszekdtd
szakaszok metszéspontjai H=AX NBY, I=BYNCZ és, J=CZNAX. Végiil
legyenek ez utobbiak dltal meghatdrozott HIJ hdromszdg oldalfelezé pontjai K =
=JJ+H)/2, L=(H+1)/2 és M =1+ J)/2. Ekkor
KX LY MZ
(12) AX *BY BY toz cz ~ > 1,
ahol egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K =L = M.
C
Y
X\
A Z B
Bizonyitas. Rendre azonos alapi haromszogek teriiletének aranyait irhatjuk
fel a kovetkezSképpen:
t(HBC) HX t(JBC) ﬂ t(ICA) 1y
t(ABC)  AX’ t(ABC) AX’ t(ABC) BX’
t(HC’A) HY t(JAB) ﬂ t(IAB) 1z
t(ABC’) ~ BX’ t(ABC) CX’ t(ABC) CX’
Ezeket a 12 bal oldalanak kétszeresébe helyettesitve kapjuk, hogy
HX +JX . 1Y + HY n JZ+17Z
AX BY cz
_ t(HBC) 4 t(JBC) t(ICA) n t(HCA) n t(JAB) t(IAB)
- t(ABC) t(ABC) t(ABC) = t(ABC) = t(ABC) t(ABO)
_ tH(HBC) n t(HCA) t(ICA) t(IAB) n t(JBC) t(JAB)
- t(ABC) t(ABC) t(ABC) = t(ABC) = t(ABC) t(ABC’)
_q_ t(HAB) T1- t(IBC) L1 t(JAC) _5_ t(ABC) —t(HIJ)
N t(ABC) t(ABC) t(ABC) t(ABC) B
t(HIJ)
=2
T {ABC)
Ezzel a tételiinket bizonyitottuk. O
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Kurusa Arpéd és Kozma Joézsef

(Bolyai Intézet, Szeged)

, M l[is 7 Maths Beyond Limits nemzetkozi

matematika tabor

Idén negyedik alkalommal keriil megrendezésre az intenziv és sokszini

Maths Beyond Limits (MBL) nemzetkozi matematika tdbor, 2019. szeptember 9.
és 21. kozott. Helyszine Milowka, egy kedves hegyvidéki falu Dél-Legyelorszéagban,
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ami csodéalatos hangulatot teremt a matekozashoz, ismerkedéshez, illetve sporthoz.
A szervezOk kozépiskolds koru, a matematika irant kiillonosen fogékony fiatalok je-
lentkezését varjak. Az MBL nyelve az angol, igy j6 nyelvismerettel érdemes érkezni,
bér a tdbor maga is kivald lehetéség a nyelv gyakorlasdra. A tdbor minden résztvevd
szamara az utikoltséget kivéve ingyenes.

Egy atlagos tabori nap soran harom idopontban matematikai el6adasokon lehet
résztvenni: érdeklédésnek megfeleléen minden idépontban harom-harom meghirde-
tett el6adas koziil lehet valasztani. Néhany el6adéds témdja: grafszinezések, véletlen
sétak, harmadrendii gorbék, rdcsok a szamelméletben, transzfinit indukcié, lined-
ris algebra a kombinatorikdban, topolégia, vegyes mddszerek versenyfeladatokra.
Az el6adéasokat kovetéen lehetOség nyilik az eldaddkkal valé beszélgetésre, kérdé-
sek megvitatasara. Esténként pedig szamos szabadidGs tevékenység koziil lehet va-
lasztani: akad tarsasjaték, foci, réplabda, improvizacio, éneklés, illetve tiizon vald
kolbaszsiités is.

A téborra 2019. &prilis 1-jétél méjus 1-jéig (aznap éjfélig) lehet jelentkezni,
nyolc feladat megoldasaval, valamint a jelentkezési lap kitoltésével a kovetkezd ci-
men: http://mathsbeyondlimits.eu/recruitment. Tovabbi informacidra, illetve
a tavalyi taborbdl boséges mennyiségii matematikara lehet lelni a tabor 83 olda-
las brosurajaban: http://mathsbeyondlimits.eu/mb12018. A taborral kapcsola-
tos informaécidk, hirek elérhetéek az MBL Facebook-oldaldn:

https://www.facebook.com/mathsbeyondlimits/.

A tavalyi taborrdl, a résztvevék élményeirdl késziilt rovidfilm a kovetkezd cimen
tekintheté meg: https://www.youtube.com/watch?v=s8RzoBoEU34.

J6 matekozast, sikeres jelentkezést kivannak a szervezék minden érdeklédének!

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az aldbbi egyenleteket:
2x 3 6

Ub)as—l—i_x—kl:l—xQ7 (4 pont)
b) cos(2z) + Ssinz = 3, (5 pont)
o) |z —2|+z =4z -2 (5 pont)

2. Egy haromszogben az egyik oldal kétszer akkora, mint egy mésik oldal;
az elébbivel szemkozti sz6g 60°-kal nagyobb az utébbival szemkozti szognél. A ha-
romszog teriilete 21/3 teriiletegység. Mekkordk a hiromszog oldalai és szogei?

(12 pont)
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3. a) Igaz-e az A, B kijelentések tetszoleges logikai értékénél, hogy

(FA—-B)AA) - B=1i?

(mA =nem A.) (5 pont)
b) Igaz-e, ha lim (ay +b,) =0, akkor lim (ay)+ lim (b,) = 0?7 Vélaszunkat
indokoljuk. nee nee nee (3 pont)
¢) Hany pontja lehet annak az egyszerti, dsszefiiggd grafnak, amelynek 8 éle
van? (4 pont)

4. a) Hény olyan kétjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek kiilonbségének

abszolut értéke legfeljebb 37 (8 pont)

b) Ha ezek koziil véletlenszertien kivdlasztunk kettd kiilonbozd szdmot, mennyi

a valdsziniisége annak, hogy az egyik paros, a masik paratlan lesz? (5 pont)
II. rész

5. Egy téglalap oldalainak mérdszama egész szam. Ezt a téglalapot oldalaival
parhuzamos egyenesekkel egységnégyzetekre daraboltuk, majd a széleken levGket
fehérre, a tobbit feketére festettiik.

a) Mekkordk a téglalap oldalai, ha kétszer annyi fekete négyzet lett, mint
amennyi fehér? (9 pont)

b) Az a) részben kapott téglalapokbdl kivélasztottuk azt, amelynek oldalmé-
retei kozott legkisebb a kiilonbség, majd egy 8 egység sugari piros korlap kozepére
erOsitettiik. Az igy kapott eszkozt céltablanak hasznéljuk, ahol a telitalalatot az je-
lenti, ha fehér mez6be csapddik a l6vedék. Feltessziik, hogy minden 16vés eltaldlja
a céltdblat, és annak minden pontjat egyenld valészintiséggel. Mekkora a valdszini-
sége, hogy Vilmos négy 16véshol legaldbb kétszer telitalalatot ér el? Az eredményt
szazalékban egészre kerekitve fejezziik ki. (7 pont)

6. a) Az f(z) = % fiiggvény grafikonjét tikrozziik az A(2;5) pontra. Hol

metszi az {gy kapott gorbe az f(z) grafikonjit? (5 pont)
b) Hiizzunk érintét a P(3; —4) pontbdl f(z) grafikonjahoz. Irjuk fel az érinték
egyenletét. (6 pont)

¢) Mekkora a teriilete annak a sikidomnak, melyet az f(z) fiiggvény grafikonja
és a P(3;—4) ponton dtmend érinték zdrnak kozre? (5 pont)

7. a) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdmra igaz, hogy 3 | n® + 8n.

(6 pont)

b) Oldjuk meg a p+ ¢™ = 2019 egyenletet, ahol p, ¢ pozitiv prim, n pozitiv
egész szam. Hasznaljuk a fiiggvénytablazatot. (6 pont)
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¢) Nagy tr éppen most kisérte
végig vendégeit a birtokdn, amelynek
soran minden ajtéon pontosan egyszer
mentek at. A bemutaté végén a nappa-
liban pezsgovel koccintottak a talalko-
zasra. Melyik helyiség a nappali? A he-
lyiségek betiijelének felsorolasaval ad-
junk meg egy lehetséges bejarasi sorren-
det. (4 pont)

Nagy ur hdzinak alaprajza

8. Egy kozmetikai cég sajat termékét harom véltozatban forgalmazza a ha-
téanyag toménységétol, a kiszerelés mennyiségétol és a csomagolastdl fiiggben.
Az A jelii termék 150 g-os, 10% toménységii; a B jelii 100 g-os, 20% toménységii;
a C jeld 50 g-os, 30% toménységli. A hatdanyag és az olddszer a termék drdban
a mennyiségével egyenes aranyban jelenik meg; az A és B jelli termék csomagolasa
kétszer annyiba keriil, mint a C' jelii terméké. Az iizletben az A 2275 Ft-ba, a B
2500 Ft-ba, a C pedig 1725 Ft-ba keriil dobozonként.

a) Mennyi a hatéanyag és az oldészer grammonkénti ara? (7 pont)

Anna egyik nap észrevette, hogy az iizlet egyik polcan az A, B, C jeli ter-
mékekbdl annyi van, hogy szamuk egy névekv6 mértani sorozat harom szomszédos
elemével egyenld. A szamok atlaga 14, szdérédsa 2+/14.

b) Hany termék volt a polcon az egyes fajtdkbol? (9 pont)

9. A 2 egység éli ABCDEFGH cstucsu kocka ABCD alaplapjanak ko-
zéppontja P; DCGH oldallapjanak kozéppontja Q; AEHD elblapjdnak kozép-
pontja R; a BF él felez6pontja S. (A-t E-vel, B-t F-fel, C-t G-vel, D-t H-val koti

Ossze él.)
a) Mekkora az A, P, Q, R, S csicsu poliéder térfogata? (8 pont)
b) Mekkora a poliéderbe frt gomb sugara? (8 pont)

Németh Laszlo
Fonydéd

Megoldasvazlatok a 2019/2. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Lara 3 piros, 4 kék és 3 sdrga épitékockdval jatszik, melyek legfeljebb csak
a sziniikben kilonboznek eqymdstdl. Az dsszes épitdkockdt eqymdsra téve szeretne
egy tornyot épitens.
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Hdnyféle szinmintdzatu tornyot épithet, ha
a) piros kockdt sem alulra, sem feliilre nem tesz;

b) legalabb két piros elem kozvetlendil egymds folitt van? (12 pont)

Megoldas. a) Osszesen 10 kocka van, tehat 10 emeletes lesz a torony, ebbél a 3
piros kockét csak 8 helyre teheti, ami (g) = 56 lehet6ség. A 4 kék kockat a maradék

7 hely barmelyikére helyezheti, amit (Z) = 35-féleképpen tehet meg, a sarga kockak
helye pedig mar egyértelmii. Mivel a piros, illetve kék kockak elhelyezése egymastol
fliggetleniil torténik, a szinmintazatok szama 56 - 35 = 1960.

b) A két egymas {6lotti elemet ragasszuk képzeletben 6ssze, és tekintsiik 6ket
egy elemnek (az elemek sorrendjének megszdmoldsa {gy kénnyebb; a szinmintdzat-
ndl majd figyelembe kell venni, hogy ez 2 kockanyi piros szin). A 9 kocka lehetséges
sorrendjeinek szdma igy 2 - %:3, = 2520, ahol a 2-es szorzo azért van, mert nem
mindegy, hogy az 1 szintes és a 2 szintes piros elem hol helyezkedik el. Azonban
azt az esetet, ahol mind a harom piros kocka egymas f6lott van, igy kétszer sza-
moltuk. Ragasszuk 0ssze a harom piros kockat, igy megkapjuk, hogy ezen esetek
oo = 280,

Tehat 2520 — 280 = 2240 megfelel6 szinmintazat van ebben az esetben.

szama

Y 2. Az abra egy f flggvény derivaltfigguényének
il (f'(x)) egy részletét mutatja. Adjuk meg az alabbi dl-
litasok esetén, hogy melyik igaz, melyik hamis, illetve
melyiknél nem lehet ezt eldonteni. Vilaszunkat indo-
koljuk.

1 0 1 N 2 a) A 0 pontban az f figguénynek lokdlis mazi-
muma van.

b) Ha 0 < x < 2, akkor f(x) < 0.

c) Az f fiigguény képe az origdra szimmetrikus
a (—1,1) intervallumon.

d) Az f fiiggvénynek az x = 2 helyen inflexids pontja van. (12 pont)

Megoldas. a) Igaz. Az [’ értéke a 0 helyen 0, és pozitivbdl negativba valt.

b) Nem lehet eldonteni. Az f' fiiggvény menetébél nem lehet pontosan rekonst-
rudlni az f fiiggvényt. (Egy konstans hozzdaddsaval f értéke az adott intervallumon
pozitivvd vagy negativvd tehetd, mig a derivaltfiiggvény nem véltozik.)

¢) Hamis. Mivel f’ az origéra kozéppontosan szimmetrikus (rdadésul egy,
az adott intervallumnél valamivel sziikebb intervallumon), {gy az f fiiggvény az y
tengelyre szimmetrikus (ezen a sziikebb intervallumon).

d) Igaz. Mivel f/(2) = 0 és nem valt eldjelet a 2-ben, {gy inflexiés pontja van.
3. Krisztidnnak 80 CD-bdl dllo gydjteménye van. A CD-k kézott 48 olyan van,
amin tobb elbado szerepel (T), 24 olyan van, amin egy eléadd vagy egyiittes szdmai

vannak (E), és 8 hangszeres zenei CD-je (H) is van. Sajnos Krisztidn nem til
rendes, és az dsszes CD eqgy fickban hever egymds hegyén-hdtdan.
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Egyik bardtja megkéri, hogy vigyen el a partijira 5 CD-t. Mivel — mint mindig —
Krisztidn nagy rohandsban van, anélkil, hogy a fickba nézne, kivesz onnan 5 CD-t.

a) Mi a valdsziniisége annak, hogy csak hangszerest visz?

b) Mi a valdszinidsége, hogy az it CD kizdtt lesz legaldbb egy (T), viszont nem
lesz (H)?

¢) Krisztian rdpillantott a kezében lévd CD-kre, és ldtta, hogy a legfelsé (H).
Mi a valdsziniisége, hogy a tobbi is az? (13 pont)

5) = 56, az Osszes eset szama (850) =

= 24040016, igy a valdszinfiség po = 57550575 (~ 2:33 - 1075).
b) 1, 2, 3, 4 vagy 5 (T), és ennek megfelelden 4, 3, 2, 1 vagy 0 (E) lesz
a vélasztott lemezek kozott (és nyilvan mindig 0 (H), amit () = 0 = 1-féleképp

0
vélaszthatunk ki, de ezt nem sziikséges lefrni):

B E) + GG + GG+ () E) + () 0) s

Megoldas. a) A j6 esetek szdma (8

Py = 20
(5)
¢) Hasznaljuk a feltételes valdsziniiségre vonatkozé képletet (itt most szamit
a sorrend):
_ P(elsd az és a tobbiis az)  goonerrs | 7-6-5-4 (2,33 10-5)
Pe = P(els6 az) T UBTOTTIIC T 79.78.77-76 L '

80-79-78-77-76

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazdn:
(I) 24x—1 A 42w+3 — 8-

b) Vo —+r+2<2. (14 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk 4t mindkét oldalt:
242}71 . 24:E+6 — 23w

28I+5 — 23$

Az exponenciilis fiiggvény szigorii monotonitasa miatt ebbdl 8x + 5 = 3z, és igy
x = —1 kovetkezik, ami az ekvivalens 1épések miatt megoldasa az egyenletnek.

b) A bal oldal nemnegativ, gy az egyenl6tlenséget négyzetre emelhetjiik:
r—+vVr+2<4, de 0 <x— va+ 2-nek is teljesiilnie kell. Ekkor x > vz +2 > 0,
amibél 22 > x + 2, vagyis 12 — 2z — 2 = (v + 1)(x — 2) > 0. Ebbél pedig z > 2 vagy
r < —1 kovetkezik, de ez utébbi ellentmond az z > 0 feltételnek.

A bels6 gyokjel alatt is nemnegativ szam kell, hogy élljon, vagyis = > —2.

A kettot osszevetve x > 2 adddik. Ekkor megoldandé az x — 4 < vz + 2 egyen-
16tlenség. Ha 2 < = < 4, akkor a bal oldal negativ, a jobb oldal pozitiv, tehat ez
megfeleld. Ha x > 4, akkor négyzetre emelve az 2 — 8z + 16 < z + 2 egyenlbtlensé-
get kapjuk, amibél 22 — 9z + 14 = (z — 2)(x — 7) < 0, azaz 2 < x < 7. Ekkor tehét
4<x <.

Az egyenlOtlenség megoldédsa: 2 < x < 7.
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II. rész

5. A Schiller Gimndzium didkjainak mindegyike elsé idegen nyelvként angolt
tanul, és legaldbb egy, legfeljebb két nyelvet vdlaszthatnak a francia, spanyol és
latin kézil. A 10. éufolyam 72 diakjabdl 40-en két nyelvet is vdlasztottak. 48-an
tanulnak francidul, 40-en spanyolul és valahdnyan latinul. 24-en tanulnak francidul
és spanyolul is, és 12-en francidul és latinul.

a) Hdnyan tanulnak dsszesen latinul; és ebbdl hanyan spanyolul is?

Az évfolyamrdl egy tanuldt véletlenszeriien kivdlasztva mi annak a valdszind-
sége, hogy

b) francidul és spanyolul,

¢) francidul vagy spanyolul,

d) vagy francidul, vagy latinul (de nem mindkét nyelven) tanul? (16 pont)

f s Megoldas. Kezdjiik el kitolteni a Venn-diagramot.

Jeloljitkk a nyelveket kezddbetiijitkkel. A 40 didk koziil,
12 akik 2 plusz nyelvet is vélasztottak, 24-en francidul és spa-
nyolul, 12-en francia és latin nyelven, tehat 40 — 24 — 12 =
é A = 4 tanul6 vélasztotta a spanyolt és latint. A 40 spanyolul
tanuld koziil 24 + 4 = 28 tanuld valasztott még egy nyel-
3 vet, igy 40 — 28 = 12 didk tanul csak spanyolul (az angol
mellett, amire ezutdn nem tériink ki). A csak francidul ta-
! nulé didkok szama 48 — 24 — 12 = 12. Végiil, a csak latinul
tanuldk szdma 72 — (24 + 124+ 4 + 12+ 12) = 8.
a) Tehét osszesen 12 + 4 4+ 8 = 24 didk tanul latint, és ebb6l 4 spanyolt is.

24 1
b) prs = =3
c)

Pfvs =775 T 73 T 9
L (12424)4(844) 48 2
d) vy = 72 =72 =3

- 6. Egy parkban néhdny, betonbdl készilt, fél-
gomb formdji virdgtartot haszndlnak. A félgombik
belsd sugara 44 cm, falvastagsdga 8 cm, a beton sii-
riisége 2,2 g/cm?®.

n a) Hdny m® virdgféld fér egy ilyen tartéba?

b) Milyen nehéz egy tarté?
c) A tél bedllta eldtt mindegyik tartdt kidiri-
tik, majd hdrmat-hdrmat egymdsra helyeznek. Mi-
lyen magas eqy ilyen rakds?
d) Tavasszal djra kihelyezik a tartdkat. Elbtte fehérre meszelik a tartok kilsé
részél (a peremet is). Egy-egy virdgtartdnak mekkora teriletd része lesz igy frissen
meszelve (cm?-ben)? (16 pont)
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Megoldéas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. A vi-
ragtartok belsé sugara r = 44 cm, kiils6 sugara r, =
=52 cm, két egymdsra rakott tarté aljanak tavol- Ta
saga pedig .

a) A tartéba tehet6 virdgfold térfogata: ; : h
T
T

3 ~ 3
Vvirégﬁj]d = o= 07178 m-.

DN | =
[SURIESN

b) A tarté térfogata:

1 4
Viarts = 3 gﬂ(rz — %) ~ 116 080 cm?®.
A tart6 tomege: m = o -V = 255 kg.

c) A Pitagorasz-tételt felirva: r2 = 22 4+ 72, amibdl z ~ 27,7 cm, és igy a kér-
dezett magassag: h = 2x + r, ~ 1074 cm.

d) A lefestends feliilet ll egy r, sugard félgombbél, valamint egy r, és r sugard
kor altal meghatarozott korgytiribol:

1
F=3- drr? 4+ w(r? —r?) = 7(3r2 — r?) ~ 19402,48cm?.

7. Egy téglalap oldalai a; =2 m és by = 3 m.
Felosztjuk két téglalapra az dbran ldthato mddon
ugy, hogy az eqyik hasonlo az els6héz, oldalai as €s
bo = a1. Ezt a mdsodik téglalapot is felosztjuk gy,
hogy a kapott két téglalap kozil az egyik hasonlo

b
hozzd, és ennek a harmadik téglalapnak az oldalai as !
as €s bg = as. Fzt az eljardst folytatjuk.

a) Milyen hossziak az n-edik téglalap oldalai? o= b3
b) Milyen n esetén lesz az n-edik és az (n + 1)-
edik téglalap teriiletének kiilonbsége 1 cm?-nél ki- a1 = by
sebb?
¢) Mekkora az elsé n téglalap keriletének dsszege? 16 pont
g )
Megoldés. a) by =3 m, a3 =2 m :gbl;
2
by =a; = %bl; as = §b2 = (%) - by;
n— n
bn:anflngnflz (%) ‘bl;anngn: (%) -by.
b) Irjuk fel az n. és az (n + 1). téglalap teriiletét:
n n—1 2n—1
2 2 2
T,=ap by=[=) b -(= b= (2 b2,
o= (5) 0o (5) n-(5)
2 n+1 2 n 2 2n+1
Tht1 = ant1 - bpy1 = <3) by - (3> by = (3> by
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A kett6 kiilonbsége:

) 2n—1 2 2
Tn - Tn-i—l = <3> . <1 - <3> > : b%

Mivel b; = 300 cm, azért ez pontosan akkor kisebb 1 cm?-nél, ha

G (- () <t

Ekvivalens dtalakitasokat végezve ebbol:

g 2n—1 B 1
3 50000’

2 1
Mm—1)-lg 2 < lg ——
(2n—=1)-lg 3 <8 o505

1
18 55000 _ — 1850000
lg 2 lg2 —1g3’

1 1g50000
2 2(lg2-1g3)

2n—1>

n> ~ 13.8.

Tehdt n > 14 esetén lesz az n-edik és az (n+ 1)-edik téglalap teriiletének kiilonbsége
1 cm?-nél kisebb.

¢) Az elsé n téglalap keriiletének osszege:

2. ((@1.“(;)2.%(;)3.3+...+(§>".3)+
+(3+§.3+(;)2.3+<§)3.3+...+(;)"‘1.3» _
3 (H<1+§+(§)Z(;)‘”’+...+<§)”‘1>+3.<
o (58 o () vemon ]

8. Egy kalandpark palydjan két fa kozott egy fiiggohid taldlhato. A felfiiggeszett
ek:c+e—km

-

[SSER )

hid alakjdinak dltaldnos képlete f(x) = a - , ahol a és k valos paraméterek.
Az 1. dbran aza =1 és k =0,5, k =1, illetve k = 2 értékekhez tartozo lancgorbék
lathatok.*

*A feladat szovegébdl eredetileg kimaradt, hogy a gérbék az a = 1 értékhez tartoznak.
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3+ A
5m 8 m
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x 20 m
1. dbra 2. dbra

a) A 2. dbrdn a hid vdzlatos oldalnézetét latjuk. Hatdrozzuk meg a hid gorbéjé-
hez tartozd két paraméter értékét 3 tizedesjegyre kerekitve (a talajszintet tekintsik
az x-tengelynek.)

b) Hatdrozzuk meg, hogy az A pontban a hid milyen széget zdr be a vizszintessel.

¢) Reklamfeliilelet szeretnének felszerelni a hid egyik oldaldra gy, hogy a fe-
lilelet a talajszint, a hid és a két fa zdrja kézre. Mekkora felilet keletkezik igy?

(16 pont)

Megoldas. a) f(0) =5, vagyisb = a- 6024]':0, amibél 5k = a. Tudjuk még, hogy
10k | =10k 10k | =10k
8=7(10)=a- ———— =5k ————,

amibél 3,2 = e'% 4 ¢710F Legyen u = ' ekkor u-val beszorozva kapjuk, hogy
u? = 3.2u+1 =0, amibl uyp = 2EEVDI o BBERD oy 0y — 285 s up =
0,35 (a két szdm egymads reciproka). Ebbél k1 = 0,105, ko = —0,105 és a megfeleld
a értékek a; = 0,525 és as = —0,525. (A lancgorbéknél a pozitiv értékeket szokas
hasznélni.)

b) f(z) = 2,5(e%1%%7 4 70105%) "amibél f'(z) = 2,5-0,105(e% 1057 — =0:1057)
és {gy f/(10) ~ 0,658. A keresett szoget a-val jelolve tg o = f/(10) = 0,658, amibdl
a =~ 33,3°.

Tehat az A pontban a hid koriilbeliil 33°-os szoget zar be a vizszintessel.

c)

10
T—=2. /2,5(60’105I +670’105I) dz =
0

1 1 10
—9. 925 0,105 _ o—0:1052 _
7\ 0,105 0,105 0

1 1 1 1
=5 el0% — e 1) -5 e — e’ ) ~ 119,41 m?%.
0,105 0,105 0,105 0,105
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9. a) Hdny osztdja van a 2018 - 2019, illetve a 20182019 szdmnak?

b) Mennyi az egyik, illetve a mdsik szdm osztdinak az dsszege?

¢) Bizonyitsuk be, hogy 20182019 [egaldbb 3 - 2019 szdmjegybdl dll.

d) Melyik nagyobb: 20182°° vagy 201920187 (16 pont)

Megoldas. a) 2018 = 2 - 1009, 2019 = 3 - 673, igy az oszték szdma:
d(2018 - 2019) = d(2 - 3 - 673 - 1009) = 2* = 16,
d(20182°19) = (2219 . 10092°1%) = 2020% = 4 080 400.
b) 2018 - 2019 osztdi:

1, 2, 1009, 2018; 3-1=3; 3-2=06; 3-1009 = 3027; 3-2018 = 6054;
673-1=1673; 673 -2 =1346; 673 - 1009 = 679057; 673 - 2018 = 1358 114;
2019 -1 = 2019; 2019 - 2 = 4038; 2019 - 1009 = 2037 171; 2019 - 2018 = 4074 342.

Osszegiik 8 168 880. (Ezt az Gsszeget igy is kiszdmolhatjuk:

22 -1 10092 -1 32-1 6732 -1
2—-1 1009-1 3-1 673—-1

=3-1010-4-674 = 8168 880.)

20182019 os7téit az elsé modszerrel nehéz lenne Gsszeszdmolni. Vegyiik észre,
hogy minden oszté 2% - 1009 alakt, ahol k és [ 0 és 2019 kozotti tetsz6leges egész
szam lehet. Tehat az osztok Osszegét felirhatjuk

2019 2019

Z ok . Z 1009
k=0 =0

alakban, hiszen minden oszt6 két szam szorzata az alabbi tablazatban:

124 |8]...|2%00

1009
10092

10052019

Az sszes lehetséges szorzat Osszege igy

10092020 _ 1 ' 22020 _ 1 _ 10092920 — 1 (22020 1)
1009-1  2-1 1008 '
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c) 20182019 > (2. 103)2019 — 92019 ()3:2019 _ (210>201 .99 . 106057 <

201 59 106057 _ 1603 . 99 . 196057 _ 519 . 100660

> (10%)
>5-107-10%% = 5. 109092

ami legalabb 6663 > 6057 = 3 - 2019 szamjegy.

d) 20182019 2 90192018,
2018
2019
2018 7 (2018> =2,7176. .. .

Tehat 20182019 a nagyobb.

Ratké Eva
Budapest
(zommel német érettségi feladatokbdl valogatva)

C gyakorlat megoldasa

C. 1524. Legyenek N és M pozitiv egész szdmok, tovdabbd p és q kiilonbozo
primszamok. Tegyiik fel, hogy N + M d&tjegyii, N-nek osztdja a p, €s osztoinak
szama q, ugyanakkor M oszthato q-val, €s osztdinak szdma p. Hatdrozzuk meg N
és M lehetséges értékeit.

Megoldas. Egy szam osztdinak szamat gy hatarozzuk meg, hogy primténye-
z6s felbontasdban a primhatvanyok kitevoinél eggyel nagyobb szadmokat Gsszeszo-
rozzuk. A mi esetiinkben ennek a szorzatnak primszamnak kell lennie. Ha a prim-
tényezds felbontdsban egynél tobb primtényezd szerepelne, akkor az oszték szama
nem lenne primszam; tehat mindkét szam primhatvany.

Ebbdl kévetkezik, hogy ha az N szamnak ¢ darab osztéja van, akkor a hat-
vénykitevéje (¢ — 1). Mivel N primtényezds felbontdsaban egy prim szerepel és N
oszthaté p-vel, igy ez a primszdm a p. Tehdt N = p?~!. Hasonléan kapjuk, hogy
M = gp~ 1.

Meg kell vizsgdlnunk, hogy az N + M = p?~! + ¢P~! &sszeg mikor lesz Gtje-
gyil. Az egyenlet jobb oldaldn p és q felcserélésével ugyanazt az eredményt kapjuk,
igy az egyszerliség kedvéért egyelbre tételezziik fel, hogy p < q. Ha p?~! legaldbb
hatjegyti, akkor a p?~—! + ¢P~! &sszeg is az. Mivel 2'8, 312, 510 illetve 75 legalabb
hatjegyli, ezért csak az aldbbi 13 esetet kellett megvizsgdlnunk (a tdblazat belsejé-
ben a megfelels p?=1 + ¢P~1 értékek allnak).
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4|2 3 5 7 11 13 17
2 | 4| 7| 21 71 1035 | 4109 | 65553
18 | 106 778 | 59170
1250 | 18026

Ezekben az esetekben N és M lehetséges értékei (figyelembe véve, hogy felcse-
rélhetbek).

P | g N M
2 | 17 | 65536 | 17
17| 2 17 | 65536
311159049 | 121
11| 3 | 121 | 59049
51 7 | 15625 | 2401
70 5 | 2401 | 15625

Varga Akos (Kecskemét, Bényai Julia Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A javitds soran sajnos viszonylag kevés maximalis értékii megoldés sziile-
tett. Sokan figyelmetlenségbdl nem a feladat kérdésére véalaszoltak, hanem csak a primeket
adtdk meg, az N és M szamokat nem. Szintén sokan voltak, akik hat helyett csak hdrom
megoldast adtak meg, és nem vették észre, hogy N és M felcserélhetd. Sokan voltak azok
is, akik nem indokoltak kell6en részletesen, és emiatt vesztettek pontot (dltaldban vagy N
és M p-vel és g-val felirdsat nem vezették le, vagy a primek kivalasztdsdnal csak felirtak
a jokat, megmutattdk, hogy azok tényleg jok, de nem indokoltédk, hogy mas megoldasok
nem lehetnek). Aki egydltaldn nem indokolt, csak végeredményt kozolt, az 0 pontot ka-
pott, mivel a versenykiiras szerint pusztan az eredménykozlésre nem adhaté pont. Emellett
persze voltak szép megoldasok is.

50 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 15 versenyz6: Ajtai Boglarka, Debreczeni
Tibor, Hordds Adél Zita, Jankovits Andrés, Kis Karoly, Mészaros Marton, Molnar Istvén,
Nyitrai Bogldrka, Pipis Panna, Rozgonyi Gergely, Sal David, Sebe Anna, Székelyhidi
Klara, Téth Benedek, Varga Akos. 4 pontos 9, 3 pontos 13, 2 pontos 1, 1 pontos 4,
0 pontos 5 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4947. Igazoljuk, hogy egy kockdt a keletkezd darabok egybevigosdgdtol elte-
kintve egyféleképpen lehet pontosan 6t darab tetraéderre darabolni.

(6 pont)

Megoldas. Legyen a kocka ABCDA'B'C'D’, aminek ABCD és A’B'C'D’
két parhuzamos lapja, tovabbd az &ltaldnossag megszoritdsa nélkiil tegyiik fel,
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hogy térfogata egységnyi. Tegyiik fel tovabbd, hogy a kockat a Ay, A, As, Ay
és As tetraéderekre daraboltuk. Az ABCD és A'B'C'D’ négyzetlapokat a tetra-
éderek haromszoglapjai lefedik, emiatt mindkettére legalabb két-két lap illeszkedik,
tovabbd mivel ABC'D és A’ B'C’' D’ parhuzamosak, {gy barmely tetraédernek legfel-
jebb az egyikre illeszkedhet lapja. Kovetkezésképpen két eset lehetséges: az ABC' D
és A'B'C’'D’ egyikét pontosan kettd, masikdt pontosan hdrom héromszoglap fedi,
vagy mindkettot pontosan ketté haromszoglap fedi.

Tegyiik fel, hogy A; és Ag egy-egy lapja egyiittesen lefedi ABC D-t. Nevez-
ziik ezeket az ABC D-re illeszked6 lapokat rendre Li-nek és Lo-nek, az ezekhez
tartozé magassagokat pedig rendre mi-nek és mo-nek. Vilagos, hogy L; és Ly te-
riileteinek sszegére T'(L1) + T(L2) = 1, valamint m; < 1 és moy < 1 teljesiil. Ebbél
megbecsiilhetjiik térfogataik dsszegét:

V(AL + V(Ay) = L+ Ta)me T +T(L2) _ L
3 3 3
Teljesen hasonléan megmutathatd, hogy ha harom tetraéder lapjai fedik ABC D-t,
akkor a harom tetraéder térfogatanak Gsszege szintén legfeljebb l, és ugyanezen
megallapitdsok érvényesek az A’B’'C'D’ lapra is.

Ezen térfogatbecslések alapjan nem fordulhat el6 az az eset, amikor az ABCD
és A’B'C’'D’ egyikét pontosan kettd, masikdt pontosan hdrom héromszoglap fedi,
hiszen ekkor az 6t tetraéder térfogatanak Gsszege legfeljebb % + % = % < 1 lenne.
Vagyis (esetleges atindexelés utén) feltehetjiik, hogy Ay és Ay lapjal egyiittesen
lefedik ABCD-t, és Az és Ay lapjai egyiittesen lefedik A’B’C’D’-t. Ismét a térfo-
gatbecslések miatt

V(Al) + V(Az) < és V(As) + V(A4) <

1
37

Wl

igy viszont V(Asz) > %

Vildgos, hogy ABCD és A’ B’C’'D’ helyett barmely parhuzamos lappdrra mii-
kodik az érvelésiink, azaz barmely négyzetlapjat a kockdnak pontosan két tetra-
éder egy-egy haromszoglapja fedi. Tovabba ha feltessziik, hogy valamely lap fe-
désében Ay is részt vesz, mondjuk A; parjaként, akkor a térfogatbecslés miatt
V(As)+V(4A;) < %, ami ellentmond V(As) > % kovetkeztetésiinknek. Kaptuk te-
hét, hogy As-nek nincs kozos lapsikja a kockaval, a Ay, A, Az, A4 tetraéderek
mindegyikének pedig pontosan hdrom (mindenhdrom pédrhuzamos lapparbdl egy-
egy)-

Vizsgaljuk most Ai-et. Egy négyzetet pontosan két haromszogre csak egy atlé-
javal vaghatunk, ebbol kovetkezoen A;-nek a kocka lapjaira illeszkedd harom lapja
egy-egy egységnyi befogdju egyenlészaru derékszogi haromszog. Mivel ezeknek a la-
poknak paronként van egy-egy kozos éliik, igy A sziikségképpen egy ,saroktetraé-
der”; azaz egy olyan tetraéder, amelynek négy csticsa a kocka egy csticsabdl kiinduld
harom élének négy végpontja. Ugyanezen érvelés helyes Ao, Ag és Ay esetén is.

Végiil vildgos, hogy As-nek A;, As, As, A4 mindegyikével egy-egy v/2 ol-
dalhossziisagi szabalyos haromszog a kozos lapja, vagyis As egy v/2 élhosszisagi
szabalyos tetraéder.
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Jél ismert és az dbra alapjan konnyen lat-
hatd, hogy egy kocka valéban felbonthaté 5 tet-
raéderre. Ezzel az allitast belattuk.

29 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13
versenyz6: Beke Csongor, Dobdk Déniel, Fitos
Bence, Fiiredi Erik Benjamin, Géaspar Attila,
Hegediis Daéniel, Kerekes Anna, Nagy Néndor,
Schrettner Jakab, Shuborno Das, Szabé David,
Weisz Maté, Zsigri Balint. 5 pontos 7, 4 pontos 4,
3 pontos 1, 2 pontos 3, 1 pontos 1 dolgozat.

B. 4963. Egy hdromszdg hozzdirt kiorei legnagyobbikdnak sugara legyen rq,
a koré irt kor sugara pedig R. Igazoljuk, hogy rq > %R.
(5 pont) Erdés Pal (1913-1996) feladata
I. megoldas. A legnagyobb sugard hozzairt kor a leghosszabb oldalhoz tar-

tozik. Feltehetjiik, hogy a > b > ¢. A hdromszogre vonatkozd ismert Osszefiiggések
(s a haromszog félkeriilete):

s—a btc—a’ T

T 2T
e = R abc

A bizonyitandé egyenl6tlenség ezek alapjan:

2T >3abc
b+c—a 8T

Atszorzas utén a 1672 helyére a Heron-képlet alapjan beirhatjuk, hogy
(a+b+c)latb—c)la—b+c)(—a+b+c).

A haromszog-egyenlStlenség szerint b+ ¢ > a, azaz b+ ¢ — a pozitiv, igy egyszeri-
sithetiink vele. Igy a bizonyitandé allités:

(a+b+c)la+b—c)(a—b+c) > 3abe.

(Itt is lathatd, hogy ez az &llitds szimmetrikus a b és ¢ véltozdkra, tehdt b > ¢
valéban feltehetd.)

Most helyettesitsiik az oldalakat a bizonyitandé egyenlotlenségben a beirt kor
altal levagott érintészakaszokkal, vagyis legyen s —a=xz,s — b=y és s —c = z.
A haromszog-egyenlétlenség miatt ezek mind pozitivak. Feltettiik, hogy a > b > ¢,
ennek megfeleléen z > y > x is igaz. A helyettesités utan:

2@ +y+2)-2y-22 23 +y)(y+ 2)(2 + ).
A zéréjelek folbontdsa és a kifejezések Osszevondsa utén:

22yz + 5y?z + byz? > 3x%y + 3xy® + 32%2 4 3222
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Felirhatunk t6bb egyenlotlenséget, amelyek a z > y > x feltételbdl azonnal kovet-
keznek:

Ezeket Osszeadva éppen a bizonyitandé allitast kapjuk, és mivel ekvivalens atala-
kitasokat végeztiink, ezért az eredeti is igaz. Egyenl6ség csakis ugy teljesiilhet, ha
r =y = z, vagyis a haromszog szabalyos.

Tubak Ddniel (Szegedi Radndti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Jeldlje szokdsosan a, b, ¢ az oldalakat, s a félkeriiletet, R
a koréirt kor sugarat, tovabba r,, 1y, . a kozzairt korck sugarait, F' a Feuerbach-
kor kozéppontjat, O a koréirt kor kozéppontjat, I, I, I, pedig a hozzairt korok
kozéppontjait.

FiI, = é—% + ra, hiszen a Feuerbach-

kor sugara g, tovabba a Feuerbach-kor
érinti a hozzairt koroket. Ezért hason-
16an FI, = & 4+, FI. = & 1.
Rovid szamolédssal belathato, hogy
a hozzairt korok kozéppontjaibdl allo

héromszog szogei QTW, @, ’HTO‘ (ahol

a, B, v a héromszog szogei), {gy ez
a hdromszog hegyesszogii. A hozzdé-
irt korok kézéppontjaibdl rajzolt harom-
sz0g magassagainak talppontjai A, B,
C, igy e hiaromszog Feuerbach-kore ép-
pen az ABC héaromszog koréirt kore,
melynek sugara R — vagyis az [ [pl.
haromszog koréirt korének sugara 2R.
Legyen ennek a kornek a kozéppontja G. A G az 1,11, haromszogon beliil van,
hiszen ez a hdromszog hegyesszogli. A sikon ez az egyetlen pont, amely az I,, Iy,
1. pontok mindegyikétol legfeljebb 2R tavolsagra van, ugyanis ha vennénk az I,,
Iy és I, kozéppontu 2R sugaru koroket, akkor azoknak még tovabbi k6zos pontja
is lenne, de mivel a korvonalaik G-ben kozodsen metszik egymast és a koréirt kor
kozéppontja egyértelmli (nincs a korvonalaknak még egy kozds metszéspontja),
ezért G az egyetlen ilyen pont.

Iy
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fgy van olyan korkozéppont, mondjuk I, dgy, hogy FI, > 2R, azaz

§+TGZ2R = ra>§R.
2 2
Egyenl6éség pontosan akkor van, ha F' és G egybeesik. Az I, I és 1. kozépponti
hozzairt korok sugarai dltaldban kiillonbozoek. A G pont az I, I, I, haromszog koriil-
irt korének kozéppontja, az eredeti F' kozépponti Feuerbach-kor pedig mindharom
hozzéirt kort kiviilrél érinti. Az F és G pontok tehat akkor eshetnek egybe, ha
az F pont is egyenl6 tavolsdgra van mindegyik hozzairt kor kozéppontjatol, tehat
a harom kor sugara egyenld, vagyis az eredeti haromszog szabélyos.
Kerekes Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 40 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 21, 4 pontot 8 versenyzé. 3 pontos 5,
2 pontos 2, 1 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4964. Igaz-e, hogy ha az f,g: R — [0,1] figgvények periodikusak, és
az [+ g fiigguény is periodikus, akkor van kézds periodusuk?

(6 pont)

Megoldas. Nem igaz az allités.

Fel fogjuk hasznalni azt a konnyen belathaté allitdst, miszerint ha egy x valds

szam felirhaté q1 4+ qav/2, vagy q1v/2+ qaV/3, vagy q1v/3+ qo alakban, ahol ¢, ¢2 € Q
(Q a racionélis szdmok halmazét jelsli), akkor ez a felirds egyértelmii. Példdul, ha

GV2+@V3=r1vV2+1rV3 (ahol g;,7; € Q), akkor (g1 — 7“1)\@ = (ry— q2)\/§- Itt

q1 — r1 pontosan akkor nulla, ha ro — ¢o az. Ha ro — g2 # 0, akkor % = %, ami
ellentmondas.

A valds szédmok tetszbleges H részhalmazdra jelolje C(H) a kovetkezd fiigg-
vényt:

%, ha z € H;
C(H)(x) =
0, egyébként.
Az « valés szamra legyen
Ha={ha|he H},
tovabba a Hy és Hy halmazok 6sszegét jelolje

H1+H2:{h1+h2|hjEHj (jZl,Q)}.

Legyen ezutan
f=C(Q+Qv2)+C(QvV2+QV3)
és

9=3C(QV3+Q) - C(Q+QV3) + .
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Ekkor
h=7+9=C(QV3+QVE)+30(QV3+Q) + 2.

Kénnyen lathaté, hogy minden ¢v/2 (¢ € Q\ {0}) periédusa f-nek. Tovédbba f
pontosan a Qv/2 halmaz elemeinél (a két halmaz metszetén) vesz fel % fiiggvényér-
téket, azaz minden p periédusra és ¢ € Q szdmra mivel f(qﬁer) = f(q\@) = %,
igy qv/2 + p-nek szintén ¢’'v/2 (¢’ € Q) alakiinak kell lennie, azaz sziikségszertien p
is ilyen alaki. Vagyis f periédusainak halmaza Qv/2\ {0}.

Hasonléan lathat6 g-nél — a % fliggvényérték vizsgalatabol — hogy g periddu-
sainak halmaza Q \ {0}, h-nél pedig a g fiiggvényértékébdl, hogy h periddusainak
halmaza Qv/3 \ {0}.

Tehat f, g és h periodikus, &m f-nek és g-nek nincsen kozos peridédusa.

Pituk Gabor (Veszprém, Lovassy Ldszl6 Gimn., 11. évf.)

23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 9 versenyzé: Dobdk Déniel, D6brontei David
Bence, Gaspar Attila, Kerekes Anna, Nagy Nandor, Pituk Gébor, Schifferer Andras,
Schrettner Jakab, Weisz Maté. 5 pontos 1, 4 pontos 2, 1 pontos 4, 0 pontos 5 dolgozat.
Nem versenyszerii: 2 dolgozat.

B. 4977. Bizonyitsuk be, hogy eqy derékszogi hdromszdg beirt korének érin-
tési pontjai dltal meghatdrozott hdromszog magassdgpontja a derékszégl hdromszig
dtfogojdhoz tartozo magassdgvonaldra illeszkedik.

(4 pont) (Kvant)

I. megoldéas. Legyen a hiromszog harom csicsa A, B és C, melyek koziil
C a derékszogii cstcs, és jelolje a B-nél 16v§ szoget 5, az A-nél 1év6 szog ekkor
a = 90° — 5. Legyenek beirt kor érintési pontjai az AB, AC, BC oldalakon T,
E, D, a TDFE haromszog magassagpontja M, és a beirt kor kozéppontja O. Ekkor
OECD egy négyzet. Legyen F, és Dy az ETD haromszog E-bol, illetve D-bél
indul6 magassaganak talppontja.

Dy

Ey

1. dbra
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Végiil legyen P az ABC héaromszog C-hez tartozé magassigtalppontja, Mp
a PC és DM egyenes metszéspontja, Mg pedig a PC és EM egyenes metszés-
pontja.

Végezziink szogszamitast.
EDM< = EDDi<=90°— D;ED< =90° — TED<.
A kozépponti és keriileti szogek tételébdl

TOD«

EDM< =90° — 5

Mivel ODB< = OTB< = 90°, ezért OT BD huarnégyszog, igy

EDMp< = EDM< = 90° — y = g

Hasonlé moédon

EOT
DEM< = DEE;< = 90° — EDEy<t = 90° — EDT'<t = 90° — 02 <

OFEA< = OTA< =90°, OT AE htrnégyszog, és

_180°—(90°=P) _ o B

2 2

DEMg<t=DEM< =90°

Ismert tovabbd, hogy ACP< =8, PCB<1=90°— 3, és CAP<=90° — f5.
Ezekbdl kovetkezik, hogy EFCMp< = 8 és DCMp<t = 90° — .

Mivel OECD négyzet, igy CED< = CDE< = 45°, vagyis

CEMg<=CED<+ DEMg<=90° — g, és

CDMp<=CDE<+ EDMp< =45° + g

Mivel ECMg< = ACP< = 8 és CEMp< = 90° — 3/2, ezért

B

EMpC< =180° -3 — (90O - 2) =90° — b

57
vagyis az EC Mg hiromszog egyenld széari, EC' = CMg.
Mivel DCMp<t = PCB<=90° — 8 és CDMp<t = 45° + /2, ezért

DMpC< = 180° — (90° — ) — (450 + g) =45° + g

vagyis DCMp haromszog egyenl6 szara, DC = CMp.
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Mivel OECD négyzet, igy EC = DC, vagyis CMg = CMp, tehdt Mg =
= Mp = M, tehdt M rajta van a derékszogii csicshoz tartozé magassagvonalon.

Az egyetlen kritikus pont a bizonyitdsban annak feltételezése, hogy a T ED
haromszog hegyesszogii (ebbél kovetkezik, hogy M a haromszog belsejében van és
az abran megfeleléen dllnak a szogek). A fentiek alapjan

_TOD« 180°-p3 _, B
TED<q = 5 = 7 =90 5
Mivel 5 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog.
EDT< = EOQM _ (290 i) :45°+§.

Mivel 8 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog. ET D<= 180° —TED<«— EDT< =
= 45°. Ezek alapjan a TE D haromszog valéban hegyesszogii.

Zsigri Bdlint (Budapest XIV. Ker. Szent Istvan Gimn., 12. évf.)

IT. megoldas. Helyezziik el a hdromszoget a derékszogii koordinatarendszer-
ben a 2. dbrdn lathaté mdédon. A derékszogii haromszog beirt korének érintési
pontjait jelolje K1, Ko és K3. A Ki-hez és K3-hoz tartozé magassiagvonalak le-
gyenek mi és ms, a c oldalhoz tartozé pedig m.. Felirva ezen magassagvonalak
egyenleteit konnyen ellendrizhetjiik, hogy valéban egy pontban metszik-e egymast.
Legyen BAC< = a, ABC<( = f3 és jeldlje v az dbrén berajzolt szoget.

Y
me A
/2
K> s
c
0 -
K
r
B y C T
Kz T
mi

2. dbra

Mivel mg és az AO szogfelezé is meréleges K1 Ko-re, ezért parhuzamosak egy-
massal. Az OK3CK; négyszog egy r oldali négyzet, ezért ms a —r koordindtanal
metszi az x tengelyt, igy egyenlete y = tg~v - x + tg~ - r. Hasonldéan belathatd, hogy
my parhuzamos BO-val és az y tengelyt r-nél metszi. Az egyenlete y = tgg “T AT,
Az m. magassag egyenes merdleges a c oldalra és az origdn megy keresztiil, ezért

az egyenletét konnyen megkaphatjuk: y = ~tga T
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Az AO szogfelezd és mg parhuzamossiagabdl kovetkezik, hogy v az % pOtszoge.
Felhasznalva, hogy % =T _ 5 ebbél v = % + g adédik. A félszogek tangensére

4 27
P ‘ . B _ sing .
vonatkoz6 azonossagot felhaszndlva tg 2 = Trcosp’ valamint

tg<w+6>=tg<g+ﬂ>_ sin(§+6)  cosp

4 2 2 _1+cos(%+ﬁ)_1fsin6'
Osszegezve:
mg egyenlete: y = tg (Z + g) -x + tg (Z + g) ST = (x+r)%,
mq egyenlete:y:tgg-x-i-r:%.x_,_n
1 cos 3

m. egyenlete: y = ftg—ﬁz = sinﬁx'

Az my és az mg egyenes biztosan metszik egymast, méghozza abban az x koordi-
nataju pontban, amelyre

cos 3 sin 3
" = x4+
1—sinf 14-cosf

cos f3 sinf\ _ (4 cos 8
x(l—sinﬁ a 1—|—cosﬁ) _T< B l—sinﬂ)’

(x+7r)

Ebbol

1— cos 3 1—sin S—cos 3
o 1—sin g - 1—sin g o
rT=r: cosf  _sinfg " cos B(1+cos 8)—sin B(1—sin3)
1-sinf8  14cosf (1—sin B)(14cos B)

~(I—sinf—cosB)(l+cosf)
" cos B+ cos? B —sinf+sin’f

1 —sin B — cos 3 + cos 3 — sin  cos B — cos? 3
- =
cosff—sinff+1

_ sinfB(cos B —sinf+1)
N cosfB—sinf+1

= —r-sinf.

Behelyettesitve ezt az x értéket m, és mg egyenletébe:

cos 3 .
Me : — —smp-r)=cosp-r
¢t~ g snB ) =cosfo,
) cos 3
msg:(—smp-r+7r)——— =cosp- 7.
3 p ) 1—sinfg b
156 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/3



ﬁ} 2019.3.8 — 18:27 — 157. oldal — 29. lap Ko6MalL, 2019. mércius gf

— P

Tehat valéban egy pontban metszik egymaést.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

I11. megoldas. Jelolje K, Ky és K3 az ABC haromszogbe irt kor érintési
pontjait az oldalakon a 2. dbra szerint, és legyen a K7 Ko K3 hiromszog magassig-
pontja M.

Kiils6é pontbdl korhoéz hizott érinték hossza egyenld, tehat CK; = CKs. To-
vabb4 az érintési pontba hiizott sugdr merdleges az érintére: OK1C< = OK3C< =
= 90°. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az O K3C K, négyszog négyzet.

Legyen O az origo, valamint mutasson minden pontba azonos nevii helyvektor
——
(OA=a,...).

Ismert, hogy a haromszog koréirt korének O kozéppontjabdl a csicsokba mu-
tatd vektorok Osszege az O-bdl a magassdgpontba mutatd vektor. Mivel most O
a K1 Ko K3/ koré irt korének kozéppontja, ezért O-bol e hdromszog M magassig-
pontjdba az m = ky + ko + kg vektor mutat.

e
OK3C K1 négyzet, ezért egyben paralelogramma is: ¢ = k; + ks. Ebb6l CM =

—
=1m-—C= (kl +k3+k2)— (k1+k3) :k2 :OKQ

Tudjuk, hogy OK, L AB, ezért a fentiekbél kovetkezik, hogy CM L AB, és
igy M rajta van a C-bdl indulé magassigvonalon.

Csertdn Andrds (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 12. évf.)

IV. megoldas. Az ABC héarom-
szogbe irt kor érintési pontjai altal meg-
hatarozott haromszog legyen EFG, és
jelolje I az EL és CH egyenesek met-
széspontjat (3. dbra).

Mivel GF meréleges a CBH < sz0g-
felezéjére és merdleges EL-re, ezért EL

parhuzamos a szogfelezével. Legyen o =
= CAB< és f = CBA<, ekkor

BCHa«=a ¢é ACH<=p, HBCaA~ HCAA.

Tehat a H BC haromszoget el tudjuk forgatni H koriil 90 fokkal, majd H pont koriili
nagyitdst alkalmazhatunk gy, hogy a B pont a C pontba, a C pont pedig az A
pontba keriiljon. Ekkor a HAC haromszoget fogjuk kapni, tehat EL merdleges az
AC H <« szdglelez8jére (mert 90 fokkal forgattunk és AHC' és C'H B hasonldk). Ebbél
kovetkezik, hogy CE = C1I. Hasonléan belathatd, hogy F'J merdleges a BCH<
szogfelezbjére. Mivel CE = CF (korhoz hizott érintészakaszok egyenlék), ezért
CF = C1 is teljesiil. Emiatt a BC' H< szogfelez6je merdleges FI-re, vagyis F, I és
J egy egyenesre esnek. Tehat F'J és C'H metszéspontja is az I pont, azaz EFG
magassagpontja az ABC haromszog C-hez tartozé magassagan fekszik.

Bukva Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

69 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 5, 2 pontos 4, 1 pontos 4, 0 pontos
6 dolgozat.
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B. 4986. Jelolje KP azt a 64 térbeli pontot, amelyeknek mindhdrom koordi-
ndtdja 1, 2, 3 vagy 4. Kata és Péter térbeli amdbdt jatszanak a KP pontjain. Kata
kezdi a jatékot, kivdlaszt eqy tetszés szerinti pontot KP-bél, és azt kékre szinezi.
A mdsodik lépésben Péter vdlaszt eqy, az el6z6tél kilonbézd pontot, és azt pirosra
szinezi. Ezutdn felvdltva szineznek kékre, illetve pirosra egy kordbban még szine-
zetlen KP-beli pontot. Az gydz, aki el6szor szinez a sajat szinére négy, eqy egye-
nesre illeszkedd pontot. Mutassuk meg, hogy Katinak mindegy, hogy az elsd lépésben
az (1,1,2) vagy a (2,2,1) pontot szinezi kékre.

(5 pont) Javasolta: Benkd Ddvid (South Alabama)

Megoldas. Megadjuk a KP halmaz olyan, énmagédra torténé kolcsonosen
egyértelmi leképezését, ami egyenestartd, azaz barmely négy, egy egyenesbe es6
pont képe is egy egyenesbe esik (és akkor megforditva is, mivel az egy egyenesbe
es6 pontnégyesek szdma véges). Legyen ez a hozzérendelés a kovetkezd: az (x,y, z)
koordindtdji pont képét jelolje (f(x), fy), f(z)), ahol [ a kovetkezd fiiggvény:

1—=2 2—=1 3—4 4+ 3.

Az f fiiggvény kolcsonodsen egyértelmii, ezért KP altala nyert leképezése is az.

Az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben pontosan akkor esnek egy egyenesbe,
ha mindegyik koordindtdjuk szdmtani sorozatot alkot ebben a sorrendben. (Ekkor
azt mondjuk, hogy az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben esnek egy egyenesbe.)
Egy ilyen szdmtani sorozat vagy négyszer ugyanaz a szam, vagy az (1 2 3 4),
vagy pedig a (4 3 2 1) sorozat. Ha (z y z t) ezek bdrmelyike, akkor e szdmok
f-nél vett képei az (f(y) f(z) f(t) f(z)) sorrendben alkotnak szdmtani sorozatot.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha az A, B, C, D pontok ebben a sorrendben esnek egy
egyenesbe, akkor A’, B’, C', D’ képeik a B’, A’, D', C' sorrendben esnek egy
egyenesbe. Végiil, mivel KP megadott leképezésénél az (1 1 2) pont képe (2 2 1),
e két pontnak ugyanaz a szerepe a jatékban, tehdt mindegy, hogy Kata melyikiiket
jeloli be els6ként.

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évft.)
megoldasa alapjan

44 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 14 versenyzé: Beke Csongor, Csaplar Viktor,
Dobék Daéniel, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjamin, Hamori Janka, Heged{is Déaniel,
Kerekes Anna, Nagy Néndor, Szabé David, Szabé Kornél, Terjék Andras Jézsef, T6th
Abel, Varkonyi Zsombor, Zsigri Bélint. 4 pontos 6, 1 pontos 3, 0 pontos 20 dolgozat.

B. 4994. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B és C olyan valés szdmok, amelyekre
az 22 + Az? + Bx + C = 0 paraméteres harmadfoki egyenletnek hdrom kilonbozé
pozitiv gyoke van, akkor A% + B? +18C > 0.

(4 pont) (Német feladat)

I. megoldas. Jeldlje a harmadfokd polinomot p(z), aminek a pozitiv gyokei a,
bés c. Ekkor p(z) = (v —a)(z —b)(x —c) = 2® — (a+b+c)z? + (ab+ bc+ ca)x — abe,
fgy A= —(a+b+c), B=(ab+bc+ ca), C = —abe, ezért a bizonyitandd egyenldt-
lenség A% + B2 4+18C = (a+ b+ ¢)* + (ab+ be + ca)® — 18abe > 0. Adjunk hozza
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mindkét oldalhoz 18abc-t, és hajtsuk végre a bal oldalon kijelolt miiveleteket. fgy
a bizonyitandéval ekvivalens

a?+ b2+ +ab+ab+be+be+ ca+ ca+ a?b? + b2 + 2a® + a®be + a®be +

+ ab?c + ab®c + abc? + abc? > 18abe

egyenl6tlenséget kapjuk, ami a 18 valtozos szamtani-mértani kozép kozotti egyen-
16tlenség miatt igaz (hiszen a gyoksk pozitivak), és a bal oldal szigortian nagyobb,
hiszen a gyokok nem esnek egybe a feltétel alapjan.

Csiszdr Zoltdn (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
II. megoldas. A bizonyitandé

S = a® + b* + % + 2ab + 2bc + 2ca + a®b? 4 b2 c? 4 c*a® + 2a%be +
+ 2ab*c + 2abc? — 18abc > 0
egyenlGtlenség bal oldala a kévetkezéképpen alakithato:
S = (a® — 2abc + b*c?) + (b? — 2abc + a*c®) + (c® — 2abe + a?b?) +
+2ab(c® — 2¢ + 1) + 2ac(b® — 20+ 1) + 2bc(a® — 2a 4+ 1) =
= (a—bc)* + (b—ac)® + (¢ — ab)® + 2ab(c — 1)* + 2ac(b — 1)* + 2bc(a — 1),

ami nyilvan pozitiv.
Hdmori Janka (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

69 dolgozat érkezett. 4 pontos 52, 3 pontos 10, 2 pontos 3, 1 pontos 1, 0 pontos 3 dol-
gozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(619-623.)

K. 619. Legfeljebb hany primet lehet megadni ugy, hogy koziilikk barmely
hérom Gsszege is prim legyen?

K. 620. Ot pozitiv egész szém Ssszege 20. Az 6t szam paronként vett kiilsnb-

ségeinek abszolit értéke: 1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10. Adjuk meg az Osszes ilyen
szamotost.
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K. 621. Egy kilenc f6s matekszakkoron az dbrdn lathatd
3 x 3-as osztdsu négyzet alaku zdszlot terveznek. Az 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9 szamokat festik fel a kilenc tartomanyba gy, hogy
mindegyik oszlopban, sorban és atloban a szamok Gsszege oszthatd
legyen 3-mal. Hanyféle kiilonboz6 zész1ot készithetnek?

K. 622. A QUARTO jaték 16 figurajanak mindegyike kiilonbozik valamiben
a tobbitél. A figurdk négy szempont alapjan is két egyforma csoportra oszthatdk:

— magas vagy alacsony;

— sOtét vagy vilagos;

— kerek vagy szogletes;

— a teteje lyukas vagy sima.

El lehet-e helyezni a 16 figurat egy koér mentén gy, hogy a szomszédosok
pontosan két tulajdonsidgban egyezzenek meg?

K. 623. Az ABCD egy négyzet alaku papirlap, melynek felénk es6 fele piros,
a hatulja pedig fehér. Az AC atldjanak A-hoz kozelebbi harmadolépontja E, C-hez
kozelebbi harmadolépontja F'. A papirlapot az AC-re mer6leges egyenesek mentén
kettéhajtjuk tgy, hogy mindig hatulrdl elérefelé hajtunk (tehét a papir tiloldala
keriil feliilre). Az els6 hajtds sordn az A pont az F-re keriil, a mdsodik hajtds sordn
a C pont az E-re. A papir felénk es6 lathaté részén mekkora a piros és a fehér
teriiletek ardnya a kétszer Gsszehajtott papirlapon?

*

Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1532-1538.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1532. Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ pozitiv szamokra
1 1 1
a+bt+c> =+ —+—,
ab  bc  ac

akkor koziiliik valamelyik szam legalabb 1.
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C. 1533. Egy derékszogii haromszog keriilete k, egyik befogdja b, a vele szem-
kozti szog pedig 5. Tekintsiik azt a hdromszoget, amelynek 45°-0s szogének szarain
levé oldalainak hossza k és b- /2. Hatédrozzuk meg a legkisebb szogét.

Feladatok mindenkinek

C. 1534. Oldjuk meg az 522 +y? — 4xy + 24 < 10z — 1 egyenlStlenséget a valés
szamparok halmazan.

C. 1535. Bizonyitsuk be, hogy ha egy konvex négyszog teriiletét mindkét
atléja felezi, akkor ez a négyszog paralelogramma.

C. 1536. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szamparok hal-
mazan:

ry = +y+5,
22 +y* =5,

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1537. A 6 egység sugart ki kor és a 3 egység sugaru ko kor kiviilrdl érintik
egymaést, valamint beliilrél érintik a 9 egység sugaru k kort. A kq és ko egyik kozos
kiils6 érintoje a k kort a P és (Q pontokban metszi. Hatdrozzuk meg a PQ szakasz
hosszat.

(Horvdt feladat)

C. 1538. Az Iker Asztalitenisz Klub edzésére egyik nap hat ikerpar ment el.
Az edzOk szerették volna, ha a prébameccseket gy jatszanak, hogy semelyik ikerpar
két tagja ne jatsszon egy asztalnal.

a) Hényféleképpen lehet beosztani a gyerekeket forgdt jatszani két kiilonbozé
asztalhoz?

b) Hanyféleképpen lehet hdrom kiilonboz6 asztalhoz, a paros mérkbzésekre
négyesével elosztani a sportolékat? (Itt is csak az szamit, hogy kik keriilnek egy
asztalhoz.)

(Angol feladat nyomdn)

%

Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5014-5021.)

B. 5014. A Bergengéc Parlamentben a valasztasok utdn 50 < n < 100 képvi-
sel6 van, mindannyian egyetlen pért, a Kék Part szineiben. (A Kék Partnak egyet-
len elnoke van.) A héazszabdly alapjin egy parlamenti pért két partra oszthatd
a kovetkez6 feltételek szerint:

e A megsziing part elncke nem lehet tagja az utédpartoknak, parlamenti mandé-
tuma megszilinik, és nem vélasztanak helyette 1j képvisel6t (azaz a parlamenti
képvisel6k szdma csdkken).

e A tobbi parttag eldontheti, hogy melyik utédpartnak lesz a tagja.

o Mindkét utédpartnak legalabb egy-egy képvisel tagja kell, hogy legyen.

e Mindkét utédpartnak a part képviselGi koziil egy-egy partelnokot kell valasz-
tania.

Ha legaldbb egy partszakadds utan minden utédpartnak ugyanannyi tagja
van, akkor a parlamentet feloszlatjak. Mi legyen az n értéke, hogy ez az eset ne
fordulhasson el6?

(3 pont)

B. 5015. Harom egységsugart kor atmegy egy kozos ponton. Masodik met-
széspontjaik A, B és C. Mekkora az ABC kor sugara?
(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jézsef (Budapest)

B. 5016. Adott egy ABCD konvex négyszog. Ugy jelsljiik ki az AD oldal Ey,
a BC oldal F, az AC 4tl6 Es és a BD 4tlé Fy pontjat, hogy

AE1 : ElD = BF1 : FlC' = AE2 : EQC = BF2 : FQD = AB: CD.

Tudjuk, hogy semelyik két pont nem esik egybe. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az E; Fy
és Fs F5 egyenesek merolegesek egymasra.

(4 pont)

B. 5017. Van-e olyan f: R — R fliggvény, amely teljesiti a kovetkez6 tulaj-
donsagokat?

(1) &1 # o esetén f(x1) # f(x2) teljesiil,
(2) 1éteznek olyan a,b > 0 konstansok, melyekre barmely = € R esetén

o~ =

F(2?) — (flaz + 1)) >
(4 pont)
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B. 5018. A szultan birodalménak mind az 1024 matematikusat bérténbe za-
ratta. Mindegyikiik csak a sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A matemati-
kusok tudjak, hanyan vannak, de semmiféle médon nem képesek kommunikalni
egymassal.

A szultan a sziiletésnapjan nagy kegyesen a kovetkezo jatékot ajanlotta a mate-
matikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t, vagy 1-et mondanak. Ha a mondott
szamok Osszege 1, akkor szabadon bocsatja Cket.

(A matematikusok nem adhatnak jelet egymdsnak, nem tudjik, hogy ket
hényadiknak vitték ki, vagy hogy az elSttiik az udvaron 1évék mit csindltak.)

Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok?
(5 pont)

B. 5019. Az ABCD hiirnégyszogben AB + BC = AD + DC és BA+ AC =
= BD + DC teljesiil. Mutassuk meg, hogy ABCD téglalap.
(6 pont)

B. 5020. Tiikrozziink egy parabolat a fokuszan atmend, tengelyével o szoget

bezaré egyenesre. Mutassuk meg, hogy a parabola és tiikkorképe a szégben metszi
egymast.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszlo (Fonyéd)
B. 5021. Legyen a 3-mal nem oszthaté n pozitiv egész szam 3-mal osztva

1 maradékot adé pozitiv osztéinak Gsszege A(n), illetve 3-mal osztva 2 maradé-

kot add pozitiv osztdinak sszege B(n). Hatdrozzuk meg azokat az n szdmokat,
melyekre |A(n) — B(n)| < V/n.

(6 pont)

*

Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(746-748.)

A. 746. Legyen p primszam. Hény megolddsa van az 22 +y° +22+1=0
(mod p) kongruencidnak a modulo p maradékosztalyok korében?

Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)
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A. 747. Egy n cstcsu egyszerii grafban barmely k csicsnak pdratlan sok kozos
szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy n + k csak paratlan lehet.

Javasolta: Imolay Andrds, Matolcsi David, Schweitzer Addm és Szabé Kristof
(Budapest)

A. 748. Rogzitett az Q kor és belsejében az w kor. Az egymdstdl kiillonbozo
A, B, C, D, F pontok gy mozognak az € keriiletén, hogy az AB, BC, CD és DE
szakaszok érintik w-t. Az AB és C'D egyenesek a P pontban, a BC' és DE egyenesek
a ) pontban metszik egymast. Legyen R a BCP és C' D@ korok masodik, C-tél
kiilonb6z6 metszéspontja. Mutassuk meg, hogy R egy korén vagy egy egyenesen
mozog.

Javasolta: Carlos Yuzo Shine (Sao Paolo)

*

Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 478. Gyerekkoromban nagymamam padlasan egy furcsa szer- /

kezetet taldltam: egy hosszu csovet, amelyhez kiilonbozé helyeken

ugyanolyan atmérojii, de kiilonb6z6 hosszisagu csovek csatlakoztak.

Senki nem tudta megmondani, hogy mire vald, de igy is feltalaltuk

magunkat, az éppen beleill§ labdakat dobaltuk bele a szomszéd gye- /
rekekkel. Azt néztiik, hogy milyen sorrendben esnek ki a kiilénb6z6

szinti labdak a hosszi cs6 végén.

v

A fenti eszkoz ihlette ezt a feladatot, de a labddknak nem a szine
a lényeges, hanem az, hogy milyen bet{it {frunk ra és azt vizsgdl-
juk, hogy az adott idépontokban bedobott labdak milyen szoveget
adnak ki a végén. Az egyszertliség kedvéért a csovek hossza egész szam és a kozponti
csOhoz az alsd végtdl egész szamnyira csatlakoznak. A kézponti cs6hoz egy ponton
csak egy csO csatlakozik. A labddk a csében egységnyi id6 alatt egységnyi utat
tesznek meg. A kozponti csében haladé labdanak els6bbsége van, azaz az oldalrdl
érkezd csak akkor mehet tovabb, ha nem akaddlyozza magasabbrol érkezé labda.
Készitsiink programot, amely a csérendszer adatainak és a betiik csovekbe keriilési
idejének ismeretében megadja a kialakulé feliratot.

A program standard bemenetének els6 sordban a csatlakozé csovek C' szdma
és a golyok G szama taldlhaté. A kovetkezé C' sorban az egyes csdvek hossza és
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a kozponti cs6hoz val6 csatlakozasi pontja (az alsé végétél mért tavolsig) szere-
pel, egymastdl egy szokozzel elvilasztva. Az ezt koveté G sorban az angol abécé
egy betiije, a cs6 sorszdma és a bedobds idSpontja (egész szdm) taldlhaté egy-egy
szokozzel elvéalasztva. A kimenet egyetlen sora G darab karaktert tartalmaz: a be-
tiiket a megérkezés sorrendjében. A bemenetben a szamértékek egyike sem nagyobb
1000-nél.

Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Példa kimenet

35/22/44/17 KOMAL
M23/K33/L17/034/A24

Bekiildendo egy i478.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
a mukodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabba a hozza kapcsoldodd dokumentacio.
Utébbi a problémamegoldas lényeges elemeire vilagit rd, valamint tartalmazza,
hogy a forrasédlloméany melyik fejleszté kornyezetben fordithaté.

1. 479. A Felvég és az Alvég kozotti ut lerdviditésére egy vizszintes alagutat
fartak. A firépajzs 5-10 cm pontatlansidggal végezte a munkajat. Az Gtépitémérno-
kok az alagitban méterenként megmérték a legalsé és a legfels6 pont magassagat
a tengerszinthez képest, cm pontossaggal. A mérési eredményeket és a tervezett
alapszinti magassagot rogzitették a meresek.txt tabuldtorral tagolt, UTF-8 kédo-
lasu allomanyban. Ertékeljiik ki az adatokat és segitsiik a tovabbi munkat tabla-
zatkezel6 alkalmazassal.

A megoldds sordan vegyik figyelembe a kévetkezdket.

o Segédszamitdsokat a K oszloptdl jobbra végezhetink, amelyek értelmezését fel-
irattal segitsiik eld.

o Amennyiben lehetséges, a megoldds sordn képletet, fiigguényt, hivatkozdst hasz-
ndljunk, hogy az alapadatok mdodositasa esetén is a kivint eredményeket kapjuk.

1. Toltsitk be a meresek.txt szovegfajlt a tablazatkezelé egy munkalapjara
az Al-es cellatol kezdédden. Munkankat alagut néven mentsiik el a tabla-
zatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. A C oszlop celldiban irassuk ki az alagit magassdgat méterenként.

3. Az E2:F2 tartomdny celldiban hatarozzuk meg a teljes alagiut legkisebb ma-
gassagat és annak els6 el6fordulasanak tavolsdgat a bejarattol.

Az alagut belso rendezését tobb 1épésben végzik el:

1. lépés: Eloszor a mennyezet egyenletesebbé tevésével kezdik. Minden ma-
gassagi értéket a kozvetleniil el6tte és utana kovetkezovel atlagolnak és felfelé ke-
rekitenek centiméteres pontossagra. Ha a kapott dtlag nagyobb a fels6 pont ma-
gassaganal, akkor ott a mennyezetet levajjak a kiszamitott atlagig, kiilonben nem
valtoztatnak. Amit levdjtak, az az alagit aljdn a magassagot noveli.

4. A G oszlop celldiban jelenitsiik meg — a lehullott foldet még nem figyelembe
véve (az majd az alsé szintet emeli az 1. 1épés végén) —, hogy a mennyezet leva-
jasaval milyen magassdgokat kivannak kialakitani. A megvéltozott magassag
értékeket — feltételes formazds segitségével — emeljiik ki félkovér betiistilussal
és piros szinnel.
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5. A H és az | oszlop celldiban hatdrozzuk meg az alagit als6 és felsé szintjének
magassagait az 1. 1épés utan.

2. lépés: Az alsé szint godreinek és a levajt fold halmainak elteritéséhez egy
foldgyalut kiildenek végig az eredeti irdnyban az alagiton. A foldgyalu a tervezett
alapszint feletti felesleget legyalulja, a kitermelt foldet maga elétt tolja. A mé-
lyedéseket, ha van elég fold elStte, akkor kitolti. Ha nincs elég eltolt fold, akkor
tovabbhaladva godrot hagy.

6. A J oszlop celldiban adjuk meg az alsé mérési pontok magassagat a foldgyalu
simité munkaja utan.

7. A minta szerinti celldban jelenitsiik meg, hogy a 2. 1épés utdn hany olyan alsé
mérési pont maradt, amelynek magassiga kisebb, mint a tervezett alapszint.

8. A tdbldzatot a minta szerint formézzuk.

Minta:
4 A B C D E F G | H [ 1 [ 1 1
-
also fels6 |magassag| Tervezett | Minimalis Helve magassag also felsé also ‘
0. lépés | 0.1épés | 0.lépés | alapszint [belmagasséag (my) 1.1épés | 1.lépés 1.lépés 2.lépés '
. (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm)
2 23741 24252 511 23741 478 91| 511 23741 24252 23741
3 23743 24251 508 509 23744 24252 2374
4 23741 24249 508 508 23741 24249 2374?
D 23742 24250 508] A tervezettnél mélyebb alsé 508 23742 24250 2374
6 23742 24247 SOSI pontok szdma a 2. |épés utdn 506 23743 24248 23741
7/ 23743 24247 504 20 506 23745 24249 2374
8 23742 24249 507 507 23742 24249 2374
NLanB2702] 0 24250) g 208| gonrenn B, gmisanate G b, 508 0823740 #2497 00?3

Alagut egyengetés utan

24100

24000

23700

9. Vizuélisan szeretnénk megjeleniteni az alagutat a f6ldmunkdk befejezése utan.
Halmozott oszlopdiagram segitségével abrazoljuk a magasségi pontokat, illetve
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a beldliik szamolt értékeket a mintahoz hasonléan. A diagram tulajdonsagainak
bedllitasaival minél kifejez6bb abrat allitsunk els. Egy tetszoleges helyen egy
magassagi értéket irjunk Kki.

Bekiildendd egy tomoéritett dllomdnyban (i479.zip) a tdblazatkezeld munka-
flizet, valamint egy rovid dokumentacié, amelybdl kideriil az alkalmazott tablazat-
kezel6 neve és verzidszama.

I. 480. A youtube-on igen népszeriiek a képernyévidedk, amelyek egy-egy szé-
mitégépes program hasznalatat mutatjak be. A bemutatét végzé személy hang- és
képerny6kép felvételt készit, majd ezeket Gsszevagja, esetleg a fontos dolgokat fel-
iratozza. Tobb ingyenesen elérheto szoftver is van, ami alkalmas a felvétel elkészi-
tésére és az esetleges vagasara, szerkesztésére.

Készitsiink oktatévidedt, amelyben egy aktudlis KoMal matematika, fizika,
vagy informatika feladat online megoldasat mutatjuk be. A matematika vagy fizika
feladatot az Elektronikus Munkafiizetben oldjuk meg, vagyis a feladat megoldasa
mellett a TeX szerkeszt6t is hasznaljuk. Olyan példat valasszunk, ahol a megoldas
sordn a szoveges leirds mellett egyenletek, képletek is vannak. Amennyiben egy
informatika feladatot oldunk meg, akkor a megoldashoz alkalmazott programot
és a megoldas lépéseit ismertessiik. Ha a megoldéds soran ismétlédo, korabban mar
bemutatott részek kovetkeznek, akkor azokat gyorsitsuk fel, és csak roviden jelezziik
szovegesen, hogy mi torténik.

Bekiildend6 egy youtube.com hivatkozas, amelyen elérhet6 az oktatévided, va-
lamint egy révid leirds, ami megnevezi a felvételhez és a szerkesztéshez alkalmazott
programokat. Ha nem szeretnénk a sajat hangunkon megjelenni, akkor kicsit torzit-
hatjuk a hangot (pl. az Audacity programmal). A teljes értékii megoldds j6l érthetd
és kovethetd, de nem unalmas, az adott téma bemutatdsara, a feladat megoldasara
egy érdekl6dd szamara valéban hasznalhato.

I/S. 34. Adott egy N sorbdl és M oszlopbdl 4ll6 sakktdbla. A tablan kez-
detben elhelyeztiink K darab sotét bastyat. Ezutdn szeretnénk feltenni () darab
kérdést. Egy kérdésben ideiglenesen toroljiik az x. sort (vagy oszlopot). Ezutdn ér-
telemszertien kapunk egy (N — 1) - M méreti (vagy (M — 1) - N méret(i) tdblat.
Adjuk meg, hogy ezen a kisebb tablan legfeljebb hany vildgos béstyat lehet elhe-
lyezni tgy, hogy a vildgosak ne iissék egymast, valamint sotét se iisson vildgosat
(a sotét bastydk iithetik egymadst). Két bastya iiti egymdst, ha azonos sorban vagy
oszlopban vannak. Két bastya nem foglalhat el azonos mezét a tablan. Egy kér-
dés utan a sakktabla visszadll eredeti allapotaba, vagyis a torlés csak ideiglenes.
Az oszlopokat és sorokat is 0-t6l indexeljiik.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N, M, K, Q szamokat. A kovetkezd K sor-
ban a s6tét bastyak helyzete van megadva, minden sorban az elsé szam a sorindexet,
a mésodik az oszlopindexet hatdrozza meg. A kovetkezd ) sor mindegyike tartal-
maz egy p és egy x szamot: ha p = 1, akkor az x. sort, ha p = 2, akkor az x. oszlopot
toroljik.

Kimenet: adjuk meg minden kérdésre, hogy legfeljebb hany vildgos béstyat
lehet elhelyezni. A kimenet elemeit szokozzel tagoljuk és sorvége jellel zarjuk.
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Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
10 10 13 5 54444
11/18/12/44/34/51/58/59
82/84/89/86/94

24/28/11/18/12

Korldtok: 1 < N, M < 10'7,0 < K < min(N - M,10%), 0 < Q < 10°. Id6Slimit:
0,5 mp.

Ertékelés: A pontok 20%-a kaphat6, ha N, M < 10%; tovabbi 20% kaphaté, ha
K,Q < 10?; tovdbbi 60% kaphaté az eredeti korlatokra.

Bekiildendd egy is34.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6 kornyezetben futtathato.

S. 133. Adott N darab természetes szdm. @ kérdést/feladatot fogunk adni
a szamokhoz kapcsoldddéan. Egy feladatban vagy minden szadmot megndveliink
x-szel az [a,b] intervallumba esd szamaink koziil, vagy megkérdezziik, hogy hany
szém ad M-mel osztva z-et maradékul az [a, b] intervallumba es6 szdmaink koziil.
Készitsiink programot, amely valaszol a kérdésekre.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N, M, @ szamokat. A kovetkezd sor-
ban az N darab természetes szam talalhaté. A kovetkezd @) sor mindegyike egy
p x a b szdmnégyest tartalmaz. Ha p = 1, akkor megkérdezziik, hogy az [a,b] in-
tervallumba es6 szdmaink kozott hany ad M-mel osztva z-et maradékul. Ha p = 2,
akkor az Osszes [a, b] intervallumba es§ szdmunkat megnéoveljikk a-szel.

Kimenet: adjuk meg minden kérdésre a vélaszt, ahol p = 1. A vélaszokat
szokozzel valasztjuk el, a kimenetet egy sorvége jel zarja.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
955/201521134 2020
1t008/1157/2126/1318/1033

Korldtok: 1 < N <1000, 2 < M <1000, 0 < Q < 10°, 0 < 2 < 1000, 0 < a <
< b < N — 1. Id6limit: 0,5 mp.

Ertékelés: A pontok 20%-a kaphatd, ha @Q < 1000; tovabbi 20% kaphatd, ha
M = 2; tovabbi 60% kaphat6 az eredeti korldtokra.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.

*
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Beszamolé a 2018. évi E6tvis-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat 2018. évi E6tvis-versenye oktéber 12-én
délutén 3 érai kezdettel tizennégy magyarorszagi helyszinen™ keriilt megrendezésre.
Ezért kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigye-
lettel a segitségiinkre voltak. A versenyen a hirom feladat megolddsara 300 perc
all rendelkezésre, béarmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznélhatd, de (nem
programozhatd) zsebszamolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata ti-
los. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kizépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 50 versenyzé
adott be dolgozatot, 17 egyetemista és 33 kozépiskolas.

Ismertetjitk a feladatokat és azok megolddsat.

*

1. Egy zdrt, hosszu, henger alaki, szobahémeérsékleti vizzel telt tartdlyban egy
V =1 cm? térfogati, normdl nyomdsi légbuborék taldlhatd. A tartdlyt egy trdllo-
mason, a sulytalansdg dllapotaban dvatosan gyorsitva forgatni kezdjiik a szimmet-
riatengelye koril, majd mikor a tartdly eléri az w = 300 s~! szigsebességet, azt
allando értéken tartjuk. Milyen alakot vesz fel ekkor a légbuborék? Adjuk meg a bu-
borék jellemzé méreteit! A viz feliileti fesziiltsége o = 0,07 N/m.

(Vigh Mdté)

I. megoldds (energiaminimum). Ha nem forogna a henger, a buborék
a feliileti fesziiltség miatt gomb alaku lenne. Ha nem lenne feliileti fesziiltség, akkor
a forgd folyadékban a buborék egy nagyon hosszan elnyuldé nagyon vékony szl
lenne a henger szimmetriatengelyénél. Most a henger elég nagy szogsebességgel
forog, de hat a feliileti fesziiltség is, igy egy hosszan elnyilt , virsli” alaki buborékot
feltételeziink, melynek alakjat egy r sugarid, £ hosszisagu hengerrel kozelithetjiik.
A térfogat allanddésdga miatt £rim = V.

A rendszer teljes energidja a buborék feliileti energidjabdl és a buborék helyérol
kiszorulé folyadék helyzeti energiajabdl adodik ossze. Akkor lesz egyensily, ha ez
az energia minima4lis.

A forg6 rendszerben egy dm tomegl folyadékdarabra a henger tengelyétol
x tavolsdgra w?x dm centrifugilis erd hat. Emiatt a henger tengelyétdl = tdvolsagra
1évé tomegdarab helyzeti energiaja

[ 1
dE = — /wzx’ dmdz’ = f§w2x2 dm.
0

*Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm.
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A henger alakd buborékbdl kiszorul a viz, és a henger szimmetriatengelyéig
yemelkedik”. A teljes helyzeti energia novekedése, felhaszndlva, hogy az x sugart,
dx vastagsdgu ,hengergylri” tomege dm = p2x7/l dx,

r1 1 1
By = / —w?z?0 - 2emldr = ~wWrtoln = ~w?r?oV.
2 4 4
0

A feliileti energia (a henger ismeretlen alaki végeinek jarulékét elhanyagolva)

2V
FEi = 2rmba = —a,
r

a teljes energia pedig

1 2V
E = Eet + Era = ~wr2V + —=.
4 r
A minimumot derivalassal keressiik meg:

dE. 1 4 2Va

—_— == V- =0,

a _2¥ " r2

amibol
r=37a%1,5mm és = ——~15cm.
w?p r2m

Valéban jogos volt tehat az a feltételezés, hogy a buborék alakja kozelitoleg egy
nyujtott henger.

II. megoldas (erbegyensiily). Vagjuk félbe a ,virslit”, és {rjuk fel az erdk
egyensulyat (1. dbra)!

«@
p(r) = po — ” F,
< r/ N pa— 17 \xtp(x)
Fo<— —;—>F3 Po e
hﬁ\ // 777”%7\ /l
1. dbra

A forgé folyadékban a tengelyt6l x tdvolsdgra a nyomés:

1
p() = jow'a® + C,
ahol C' kés6bb meghatarozandé dllandé. A buborékon beliil mindenhol ugyanakkora
po nyomds uralkodik. A henger faldndl ez a nyomds a folyadék ottani p(r) nyomé-
sanak és a gorbiileti nyomasnak az Osszege:

«
po=p(r) + —,
r
amibol
(r) =po— =
p\r)=po— —.
r
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Ezt 6sszevetve a folyadék nyomaéseloszlasara felirt osszefiiggéssel az abban megje-
lené C' dllandé meghatarozhato:

1
C=py— @ —ow?r?.
ro 2

A folyadék altal a ,virsli” egyik felére kifejtett tengelyiranyu eré a folyadék
nyomdsanak egy r sugaru korlapra vett integraljaként szdmithaté ki (2. dbra):

T

I
1 a 1
F = /p(ac)~27m‘dx: ing/xQ-wadx—i— (po— - — 2Qw2r2> st =
T
0 0
1 T s T
= —ow? =rt4py -1t —a-mr— —pw?rt = po - wr? —a - — = owrd.
2 2 2 4
Fy
o T ) —
-/ ,,,ft,\\ /

2. dabra

A virsli mésik fele dltal kifejtett hizderd (a feliileti fesziiltség miatt): Fy =
2

= o - 27r, mig a masik félben 1év6 levegd altal kifejtett nyomoéerd: Fz = pg - mre.
Az eréegyensily tehdt tengelyirdnyban igy irhaté fel:

Fy + Fy = F3,
po -t — o — ggw2r4+a~27rr:po-7rr2,
amibdl az I. megolddssal 6sszhangban a kévetkezé megoldéds adédik:

5/ 4a
ow?’

r =

2. Egy tartdlyban 1 molnyi egyatomos gdz és 2 molnyi kétatomos gdz keveréke
taldalhato. A tartdly fala az egyatomos gaz atomgjait dtengedi, de a kétatomos gdz
molekuldit nem. Kezdetben a tartdly a 20 °C-os kérnyezettel egyensulyban van.
A tartalyban 1évé gdzkeveréket eqy fiitdtest lassan 100 °C-kal felmelegiti.

a) Mennyivel vdltozik meg a tartdlyban lévd gdz belsd energidja?

b) Mennyi hét ad le a fitbtest a gaznak? (A tartdly melegedéséhez sziikséges
hét és a tartdly hévezetését hagyjuk figyelmen kivil!)

(Tichy Géza)

Megoldas. a) Két gazkeverék akkor van egyensulyban, ha azon komponensek
parcidlis nyomasa megegyezik, melyek a két tartaly kozott aramolhatnak. Felada-
tunkban csak az egyatomos molekuldk gazat engedi 4t a fal, ezért ha egyensilyban
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a tartalyban 1évé egyatomos gaz parcidlis nyomasa pi, akkor a kdrnyezetben en-
nek a gaznak a parcidlis nyomasa is ugyanakkora. Ez az egyensily a kétatomos gaz
parcidlis nyomdasara nem jelent megszoritast.

Elészor vizsgaljuk az egyatomos gaz folyamatat! Mivel ennek parcislis nyo-
mésat a kornyezet allitja be dllandora, ez egy izobér folyamat, de a moélok szama,
amely kezdetben ni, = 1 mol nem &lland6, hanem a folyamat kozben dllandéan
valtozik, melegités hatdsdra giz aramlik a tartdlybdl a kornyezetbe. Az egyesitett
gaztorvény alapjan p1V = ni RT, ahol V a tartédly térfogata. Mivel sem a parcialis
nyomads, sem a térfogat nem valtozik, a folyamatra az

n1T = allandé

Osszefiiggés jellemzo.
nik = 1 mol , 3 .
A kétatomos gazt a fal nem engedi at, en-

nélfogva térfogata allandé, a folyamat izochor.
A fitotest a gazt 20 °C-rél melegiti 120 °C-ra,
ezért mind az egyatomos géz, mind a kétato-
. mos gaz kezdeti és végsé homérséklete kelvin-
9. dbra ben Ti = 293 K és T\, = 393 K (3. dbra).
Az egyatomos gaz szabadsagi foka 3, ennek ismeretében a bels energia kezdeti
értéke:

nok = 2 mol
T =20°C =293 K
I T, =120°C = 393K

3
By = -ny R,

2
mig bels6 energidja a folyamat végén:
3 3
Elv = inlvRTv = inlkRTka

ami a folyamatra jellemz&

anTv = nlka
Osszefiiggés miatt megegyezik a kezdeti energidval. Latjuk, hogy az egyatomos gaz
bels6 energiaja nem valtozik.

A kétatomos gaz 6t szabadsagi fokkal rendelkezik. A bels6 energidjanak meg-
valtozasa:

5
AEl = 57’LQR(TV - Tk)
A teljes rendszer bels energidjanak megvaltozdsa:
5
AE = ingR(Tv —Ty) = 4,16 kJ.

b) Most ratériink annak a hének a kiszdmitasdra, amit a fit6test ad le. Az egy-
atomos gaz izobar folyamataban a részecskeszam allanddan valtozik, tehat az altala
felvett hét részfolyamatonként kell 6sszeadni. Ezt integréllal lehet kifejezni:

Ty

Q1 :/gandT,

Ty
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ni Tk
T

ny =

alapjan fiigg a hémérséklettosl. Felhaszndltuk, hogy az egyatomos gaz dlland6 nyo-
mdson vett mélhéje Cp1 = (5/2)R . Az integrélt elvégezve

Ty
5n1kRTk 5 Tv
= | ————dT = —n  RTx In — = 1,79 kJ.
o /2 T 5 ke DTk ;
T

Az integrélas lépése tobb mddon is elkeriilhetd, példdaul dgy, hogy felhasznédljuk
a hasonldsagot az izoterm folyamat munkavégzésével, vagy egy kozelito Osszegzést
alkalmazva szamolunk numerikusan.

A kétatomos géz izochor folyamatot végez, ezért az altala felvett hé megegyezik
a bels6 energia megvaltozasaval:

5
Qz = §n2R(Tv — Tk) = 4,16 kJ.

A flitétest a kettd hé osszegét adja le:

Q=Q1+Qy="595kJ.

3. Egy rogzitett, vizszintes tengelyt, légmagos, hosszu
szolenoid keresztmetszete R sugari kor. A tekercs belsejé-
ben egy (nem-mdgneses) szigeteld anyagbdl készilt, r su-
gard tomor henger helyezkedik el. A szigeteld henger pozi-
tivan toltott, egyenletes térfogati eloszlasban. A szolenoidba
iddben egyenletesen, gyorsan novekvd erdsségi dramot ve-
zetiink az abran ldthato koriljdrds szerint.

N ®

Milyen irdnyban indul el a szigeteld henger? Hogyan figg a vdlasz az v/R
ardanytdl? Mekkora r/R ardny esetén marad a téltétt henger nyugalomban?

A tapadasi surlodds elegendéen nagy ahhoz, hogy a henger ne csiusszon meg.
A gordiilési ellendlldstol tekintsink el!

(Vigh Maté)

Megoldas. A valtozé (novekvd) erdsségli dram hatdsira a tekercs belsejé-
ben idében valtozd, homogén migneses mez6 alakul ki. A valtozé mégneses mezd
a Faraday-torvény értelmében idében &llandd, forrdsmentes és 6rvényes elektro-
mos mezdt kelt (4. dbra), amely eredd erét és forgatényomatékot fejt ki a toltott
hengerre: ez mozdithatja el a hengert egyik vagy mésik irdnyban.

Vizsgaljuk az egész elrendezésnek a szolenoid tengelyére merdleges sikmetsze-
tét! Jeloljiik ezen a sikmetszeten a szolenoid koézéppontjat C-vel, a szigetel$ hen-
ger kozéppontjat O-val, a henger és a szolenoid érintkezési pontjat pedig P-vel!
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4. dbra 5. dbra 6. dbra

A szolenoid belsejében kialakulé indukalt elektromos mezé térerésségét a Faraday-
torvénybdl hatarozhatjuk meg, ha azt egy C kozéppontu, rg sugari korre alkal-
mazzuk (5. dbra):

AB 1 AB
E(rg) - 2mro = ﬂ'rgﬂ, ahonnan E(rg) = 5 A0
A
At

Ez az osszefiiggés a , balkéz-szabdly” alapjan vektoridlisan is felirhaté a C' pontbdl
a vizsgalt pontba mutaté rg vektor segitségével:

1 AB

E(TO) = 75 EEB X To,

ahol eg = B/|B| a migneses indukciévektorral azonos irdnyu egységvektor.

Vezessiik be a 6. dbrdn lathatd ri és ro vektorokat, ahol r1 + ro = rg. Ezek
kozil ry = C@ konstans vektor (melynek hossza R —r), mig 7 az O pontbdl abba
a pontba mutat, ahol a térer6sségre kivancsiak vagyunk. Ennek felhasznéldsdval
a térerGsség igy irhato:

1 AB 1 AB
E('I"O)_ 5@83 X'I"l—i EGB X 1o,
E, E;

Ebben az Gsszegben az FEi-gyel jelolt tag homogén, vizszintesen balra mutatd
elektromos mezdt, az Ea-vel jelolt tag pedig a toltétt henger tengelye (O pont)
koriil ,,6rvénylé” mezét jelent. Az indukalt elektromos teret tehat felbontottuk két
mez6 szuperpozicidjara, ahogy az a 7. dbrdn lathato.

Azt, hogy a toltott henger jobbra vagy balra indul el az donti el, hogy a hen-
ger legalsé P pontjara vonatkoztatott ered6 forgatényomaték milyen iranyba mu-
tat (erre a pontra nézve ugyanis a surlédési erének, a nyomderének és a nehézségi
erének a forgatényomatéka is nulla). Az elektromos mez6 7. dbran lathaté felbon-
tdsdnak az az el6énye, hogy segitségével konnyen kiszamithaté ez az eredd forgato-
nyomaték.
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7. dabra

A homogén E; mez6 |E1|Q nagysdgu, a henger O kozéppontjdban ébredd erdt
fejt ki a hengerre, melynek forgatonyomatéka a P pontra nézve:

lﬁk XT|Q_}¥
9 Ap 1B TR =5 A

ahol @ a henger 6ssztoltése, r pedig az erékar.

M1 = |E1|Q7” = (R — ’I")Q’I",

Az O pont koriil 6rvénylé Eo mezb eredd ert a szimmetria miatt nem ered-
ményez. A forgatényomatékhoz viszont ez a mezd is ad jarulékot, hiszen a henger
O pontra nézve atellenes darabkdira haté er6k er6parokat alkotnak. Az erdparok
eredo forgatényomatéka barmely pontra, igy a P és O pontokra szamitva is ugyan-
akkora, de a szdmolds az O pontra vonatkoztatva egyszeriibb. Az O ponttdl |ra|

tavolsdgra 1év, AQ toltést kis darabkdra |Eo|AQ erd hat, {gy az eredd forgato-

nyomaték:
1 AB 2
My = Z |E2|AQ|rs| = 3 AL ZAQ\T2| :
~—_————

0
Az 6sszegzésben szerepl6 kifejezés éppen olyan alakid, mint a henger tehetetlenségi
nyomatéka a szimmetriatengelyére vonatkoztatva (csak ott a darabkdk AQ toltése

helyett azok Am témege szerepel). Ezt az analdgiat felhaszndlva az Osszegzés
eredménye Qr?/2, igy

A P pontra vonatkoztatott M; forgatényomaték
balra szeretné kitériteni a toltott hengert, mig az M, for-
gatényomaték jobbra (8. d@bra). A henger tehat balra indul

el, ha:
1 AB 1 AB
Z"0O(R - Z T Or
2 At ( r)r>4 AtQT’
M] MZ
azaz har/R < 2/3, ellenkezd esetben pedig jobbra. Az r = 8. dbra

= 2R/3 egyenldség fenndlldsa esetén a henger egyaltaldn
nem indul el.

Megjegyzés. A hengerre hat6, P pontra vonatkoztatott eredd forgatényomaték irdnyat
a forgémozgéssal kapcsolatos analdgia segitségével is meghatdrozhatjuk. Vegyiik az éra-
mutaté jarasaval ellentétes koriiljarasi irdnyokat pozitivnak! Tekintsiik a hengert egy m
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tomegii, homogén tomegeloszlasi, a C pont koril w < 0 szogsebességgel forgd merev test-
nek! Ezen test egy-egy darabkdjdnak sebessége (és emiatt az egységnyi térfogatd kis ré-
szének lendiilete) éppen olyan irdnyu és (egy pozitiv ardnyossidgi tényez6tél eltekintve)
ugyanolyan nagysdgui, mint az eredeti feladatban az elektromos erétér altal kifejtett erd.
Hasonléan, a forgé merev test kis darabkdjanak P-re vonatkoztatott perdiilete (impul-
zusmomentuma) egy aranyossagi tényez6tdl eltekintve az eredeti feladatban szereplé er8k
P-re vonatkoztatott forgatényomatékanak felel meg. A kérdés tehat az, hogy milyen el6-
jeltt a C' pont koriil negativ irdnyban forgé henger perdiilete a P pontra vonatkoztatva.

Egy merev test teljes perdiilete a tomegkozéppont koriili forgds ,,sajatperdiiletébdl”
és a tomegkozéppontba képzelt, annak sebességével mozgd teljes anyagmennyiség .,pa-
lyaperdiiletébé&l” tehet6 Ossze. Esetiinkben az O témegkozéppont (balra mutatd) sebes-
sége vo = (R — r)w nagysagu, a pélyaperdiilet tehdt +mr(R — r)w, a sajitperdiilet pedig
—(1/2)mr?w. A P pontra vonatkoztatott teljes perdiilet tehét:

mrw

1
Np =mr(R—r)w— imrzw = (2R — 3r).

Lathatd, hogy r < %R esetén N > 0, tehat a henger balra indul el, r > %R esetén
N < 0, azaz a henger jobbra indul el, mig r = %R esetén nem jon mozgasba.

(G. P)
ES

Az tinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2018. november 23-dn dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK Konferenciatermében. Meghivast kaptak az 50 és
25 évvel ezel6tti Eotvos-verseny nyertesei is. Jelen volt az 50 évvel ezel6tti dijazot-
tak koziil Vetier Andrds, aki az akkori feladatok ismertetése utdn roviden beszélt
a versenyhez kapcsolédo emlékeirol, és a 25 évvel ezel6tti dijazottak koziil Kovdes
Krisztidn.

Ezutan kovetkezett a 2018. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemuta-
tésa. Az 1. feladat megoldasat Vanké Péter, a 2. feladatét Tichy Géza, a 3. feladatét
Vigh M4té ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Sélyom Jend,
az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat elndke adta at.

Els6 dijat a versenybizottsag nem adott ki.

Az els§ feladat hibdtlan megolddsdért mdsodik dijat nyert Fajszi Bulcsu,
a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnézium 11. osztélyos
tanuldja, Csefko Zoltan és Horvdth Gabor tanitvanya.

A miésodik feladat lényegében helyes megoldasaért harmadik dijat nyert
Hajdi Csanad, a BME fizikus hallgatdja, a budapesti Eotvos Jézsef Gimné-
zium érettségizett tanuldja, Gulyds Erzsébet tanitvanya, valamint Vavrik Mar-
ton, a BME fizikus hallgatdja, a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium érettsé-
gizett tanuléja, Lendvai Dorottya és Izsa Eva tanitvanya.

Az els§ feladat helyes kozelitd megoldasdért dicséretben részesiilt Berke
Martin, a BME fizikus hallgatéja, a Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6s Gimnazium érett-
ségizett tanuldja, Bobics Lilla tanitvanya.
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A maésodik dijjal Zimdnyi Gergely adomanydbdl 50 ezer, a harmadik dijjal
30 ezer, a dicsérettel 20 ezer forint pénzjutalom jart, a dijazottak tanarai pedig
a Typotex Kiado konyveit kaptak. A verseny megszervezését az Eotvos Lorand
Fizikai Tarsulat a MOL tamogatasabol fedezte.

Tichy Géza, Vanké Péter, Vigh Maté

A Huygens-féle cikloisinga

Bevezetés

Koztudott, hogy az £ hosszisagi matematikai inga lengésideje nem fiiggetlen
a lengés amplitudojatol, és a T = 271’\/% kifejezés tulajdonképpen egy kozelités,
ami annal pontosabb, minél kisebb az amplitidé. Természetes moédon vetédik fel
a kérdés: hogyan lehet olyan ingat késziteni, amelynek az amplitudétdl fiiggetleniil
ez a lengésideje. Erre a kérdésre adott vdlaszt Christiaan Huygens (1629-1695)
holland matematikus, fizikus, csillagasz, és az aldbbiakban az &ltala konstrualt
szerkezetet mutatjuk be. A kérdést két részre bontva targyaljuk. Mivel az egyszerii
inga esetében a lengésidé amplitudofiiggése onnan ered, hogy az s kitérés és a hozza
tartoz6 mgsin(s/¢) visszatéritd erd csak kozelitleg ardnyosak egymadssal, elGszor
azt vizsgaljuk meg, milyen alaku kényszerpalyan kell egy testnek haladni ahhoz,
hogy a gravitacids eré palya menti komponense aranyos legyen a pdalya mentén
mérhetd uttal. Ezutan megnézziik, hogyan érheto el, hogy a lengd sily éppen ilyen
alaki palyan mozogjon.

A kényszerpalya alakja
A keresett kényszerpélyat meghatdrozé osszefiiggés tehdt (1. dbra)

Yy
Yy =2r

1. dbra

(1) mgsina(s) = Ds.

Ennek az egyenletnek a megolddsa felsébb matematikai ismereteket igényel, ezért
itt azt az utat valasztjuk, hogy megadjuk a megoldast, és belatjuk, hogy valéban
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megfelel a fentieknek. A kényszerpdlya egy ciklois. Ha egy kor egy egyenesen gordiil,
minden pontja ciklois palyan mozog. Az 1. abran lathaté koordinata-rendszerben
az r sugaru kor az y = 2r egyenletli egyenesen gordiil, és azt a cikloist valasztjuk,
amelyik dtmegy az origén. Ennek a paraméteres egyenlete

r1(p) = r(p +sing),
y1(p) = 7(1 — cosp).

(Ez egy periodikus gorbe, de szamunkra csak a —7 < ¢ < 7 szakasza érdekes.)
Belatjuk, hogy erre a gérbére az (1) egyenlet teljesiil, ha a tavolsidgot az {v mentén
az origdtdl mérjiik.

Elsének a cikloisiv hosszat szamoljuk ki. Tekintsiik a gorbe egy adott, -vel
jellemzett pontjat! A 0-tdl p-ig terjedd szogtartoméanyt felosztjuk N részre gy,
hogy g =0, o8 = v és p, — pn_1 = A, legyen. A felosztas lehet egyenletes, de ez
nem sziikséges. Amint majd latni fogjuk, egyediil az a fontos, hogy minden A,, olyan
kicsiny legyen, hogy a sin A,, = A,, kozelités alkalmazhatd legyen. Ezutdn vegyiik
a @n-ekhez tartozd (x,,y,) pontokat, és a gorbeszakaszokat kozelitsiik a szomszé-
dos pontok kozotti hiurokkal (2. dbra)!

4 o FEnnek a sokszorosan megtort vonalnak
a hossza anndl jobban megkozeliti a cik-
ss loisiv hosszat, minél finomabb a felosz-
5 téds. Ennek megfeleléen
s1
> s(0) =Y sa,
2. dbra

ahol

Sn = \/(In - In—l)Q + (yn - yn—1)2 =

— r\/(An + sin ¢, — sin gpn_l)2 + (cos pp—1 — cos gan)Q.

A szogfiiggvények kiilonbségének azonos atalakitdsa utdn, majd alkalmazva a

A
2sin — ~ A,
2

Sp = rAn\/2 (1 + cos W)

kifejezést kapjuk, ami a félszogekre vonatkozé azonossag és a

kozelitést az

Ay
A, ~ 4sin —

kozelités, majd ismét a szogfiiggvények kiillonbségére vonatkozé addicids tétel se-
gitségével az

S, = 4r (sin Pn _ sin m)
2 2
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kiilonbségre vezet. Ha ezeket 6sszeadjuk, a kozbiilsé tagok kiesnek, és az

s(p) =4r (sin %V —sin %) )
vagyis az
(2) s(p) = 4rsin g

eredmény adddik.

Megjegyzés. A fenti Osszefiiggés nem azt jelenti, hogy a hirokbdl 4ll6 vonal hossza
a felosztastol fiiggetleniil megegyezik az iv hosszaval, hanem azt, hogy a két hosszisag
az alkalmazott kozelitésekbol kovetkezé pontossaggal azonos. Marpedig minél finomabb
a felosztéas, a kozelitések anndl pontosabbak, igy a fenti eredmény egzaktnak tekintendd.
Ezért haszndljuk a ~ jel helyett a hatdrozott egyenl6séget.

Kovetkezd 1épésként a p-vel jellemzett ponthoz tartozé a(y) szoget kell kisza-
molnunk. Ehhez tekintsiik a ¢x és a ¢on_1 pontokat Gsszekotd hir vizszintessel
bezart apy szogét! Nyilvan, minél kisebb Ay, az an szég annél jobban megkozeliti
a(p)-t. Masrészt
YN —YN-1

thtN— s
IN —TN-1

ami behelyettesités utan a mar ismert kozelitéssel és atalakitasokkal a

ON +ON-1 N Axn
o =t (P ) < (55 )

alakra hozhato, amibdl egyértelmii, hogy a felosztds finomitdsaval ay egyre pon-
tosabban megkozeliti oy /2-t. Igy tehat irhatjuk, hogy

_ ¥
3) alp) = £,

A (2) és (3) eredményeket az (1) egyenletbe behelyettesitve a ,rugédllandéra” a
_mg
 4r

értéket kapjuk, tehdt (ellentétben a matematikai inga esetével) a cikloispalyan
a kitérés és a visszatérito er6 aranya a kitéréstdl fiiggetlen dllandd. Innen a

Tz?ﬂ“mz%ulg
D g

képlet alapjan az kovetkezik, hogy a kérdéses cikloispalyén az origé (¢ = 0) koriil
sturlédés nélkiil ide-oda mozgé test rezgésideje egy £ = 4r hosszisdgi matematikai
inga (kis kitérésekhez tartoz6) lengésidejének felel meg, de a cikloisinga esetében
a periddusidé a lengés amplitudéjatol figgetlen.
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Megjegyzés. A periédusidé amplitudéfiiggetlensége persze nem minden hatdron til
értendd, hiszen a visszatérité erét a gravitdcié adja, ennek a természetes fels§ hatéara
pedig a teljes stily. A kapott (a D rugéallandénak megfeleld) ardnyossdgi tényezd mellett
a legnagyobb visszatérito eré éppen az s = 4r kitéréshez” tartozik. Ebben a pontban
a ciklois érintGje fliggblegessé valik, de mivel a ciklois f6lfelé nem folytatédik, nagyobb
kitérésrdl nincs értelme beszélniink.

A cikloispalya létrehozasa

Ha azt akarjuk, hogy egy matematikai inga nehezéke ne kérpédlyan, hanem va-
lami mas palyan mozogjon, a lengést megfeleléen kialakitott akadalyok kozé kell
szorftani (8. dbra). Belathatd, hogy ha az elérendé pélya ciklois, akkor — furcsa moé-
don — az alkalmazandé akadalyprofilok ugyancsak r paraméterii cikloisivek, ame-
lyek az elvart palyahoz képest folfelé 2r tavolsaggal, oldalra pedig fél periédussal
el vannak tolva. Esetiinkben ezek egyenlete

xo(¥) = (¥ — sin ),

y2(9) =r(3+cos?), (—m <9 <m).

3. dbra

Azt, hogy ezek a profilok a (0,4r) pontban felfiiggesztett, 4r hossziisdgu inga
esetében valéban az (z1,y1) palyét szolgiltatjik, a kovetkezOképpen lathatjuk be.
Fekiidjon fel az inga fonala a 9-val jellemzett pontig! Ez a cikloisivet egy s; és
egy So hosszisagi darabra osztja. Mivel ezek Osszege 4r, az inga szabadon 1évo,
a cikloistol az érint6 irdnyaban eldlld, a vizszintessel 8 szoget bezaro részének hossza
is s2. A (2) és (3) egyenletek segitségével:

sinB—S—Q—sin ﬂ
Cdr 2 )
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A lengé suly koordinatéi az el6z6 egyenlet és addicids tételek felhasznélasdval:

z(¥) = z9(¥) + sacos f = r(¥ +sind),
Y(0) = ya(9) — s2sin B = r(1 — cos V),

ami valoban a sziikséges palya.

Vajon miért nem taldlkozunk ilyen ingadrakkal, miért nem ilyennek épitették
a nagy pontossagu oérakat? A valasz egyszerii: az ingadra pontossiga azt jelenti,
hogy az ismétlédo lengések ideje a kivanalmaknak megfeleléen azonos, marpedig ez
biztositott, ha a lengések amplitiddja mindig ugyanakkora. Ezt megoldja az ener-
giaveszteség megfeleld potlasa, nem sziikséges tehdt, hogy barmilyen amplitidd
mellett ugyanaz legyen a lengésido.

A Huygens-féle cikloisinga gyakorlati szempontbdl nem hozott attorést az igen
pontos ingadrékért folyé versenyfutasban, de elméleti érdekessége és matematikai
szépsége tObb, mint harom évszazad multan is kiérdemli csodalatunkat.

Woynarovich Ferenc

Fizika feladatok megoldasa

P. 5079. Kdzépen dtfurt, azonos témegi gyurmagolyck csuszhatnak egy hosz-
sz, egyenes riudon. Ha a rudat enyhén lejtdsre dllitjuk, a golyok maguktdl még
nem indulnak el, viszont ha elinditjuk JSket, gyorsulva csiusznak lefelé. Finoman
elinditva a legfelsd golydt, ez eléri az alatta levdt. Ekkor dsszetapadnak, €s egytitt
csusznak tovabb. Nekititkoznek a kovetkezd golyonak, ezzel is dsszetapadva csusznak
tovabb, és igy tovdbb. Azt tapasztaljuk, hogy mindegyik titkozés mindig ugyanakkora
sebességnél kovetkezik be. Mekkora volt kezdetben az n-edik és az (n+ 1)-edik golyd
kozotti L, tdvolsdg, ha az elsé két golyd tdavolsaga Ly volt?

(5 pont) Kozli: Fajszi Bulesi, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.
Megoldas. Legyen v a mozgd gyurmagolydk sebessége kozvetleniil az iitkozé-

sek el6tt, v, az n-edik golyd sebessége, amikor elindul, m a golydk tomege, a pedig
a golydk gyorsuldsa. Az iitkozések tokéletesen rugalmatlanok, igy

(n—1)mv+0 n-—1
nm o

Vp = .

Az els6 goly6 gyakorlatilag nulla sebességrél gyorsul v sebességre ¢, id6 alatt,
igy a megtett utja
_0+w v v—0 02

L = t =~ - -
! 2 1T 92 g 2a
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(Kihasznaltuk, hogy az egyenletesen valtozé mozgdsndl az atlagsebesség a kezdeti
és a végsebesség szamtani kozepe, és a gyorsulast a végsebesség és a kezddsebesség
kiilonbsége hatdrozza meg.)

Az n-edik golyé v, sebességrol gyorsul v sebességre

. Av  v—uv, v
" a4 a4  na
id6 alatt. Ebbol
L. vn—I—vtn:”T_lv—H) i_(?n—l)v::2n—1L1
2 2 na n?  2a n2

Janosik Maté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 9. évf.)

Megjegyzések. 1. Erdekes, hogy az eredmény nem fiigg a lejté hajldsszogétol, a gyur-
magolydk tomegétdl, de még a surldédasi egyiitthatdtol sem.

2. A gyurmagolydk az iitkozések el6tt nyugalomban vannak, ami akkor teljesiil,
ha ptapadssi > tga (o a lejtd hajldsszoge). Mdsrészt a meglokott gyurmagolydk a > 0
gyorsuldssal mozognak a lejtén, hiszen a sebességiik novekszik. Ez akkor teljesiil, ha
Hestszasi < tga. Mindkét feltétel teljesiilhet, hiszen &ltaldban fenndll, hogy ficstszasi <
< HUtapadési-

60 dolgozat érkezett. Helyes 46 megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 9 dolgozat.

P. 5083. Egy lejté hajldsszdge a,
rajta a surldddsi egyiitthaté p. A lejtén
lévd m tomegt, Q toltésd, kis méretd ko-
rongra mozgdsa kozben hat egy B nagy-
sagu, a lejtd sikjdra merdleges irdnyd ho-
mogén mdgneses tér is.* A korongot kez-
ddsebesség nélkil elengedjik. Hatdrozzuk
meg a korong dllanddsult sebességének
nagysdagat és iranyadt!

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. Vegyiink fel egy olyan koordindta-rendszert, amelyben az y tengely
lejtoirany, az x tengely a lejté esésvonaldra merdleges. Jeloljiik a test allandésult
sebességét v-vel, a sebességvektor y tengellyel bezart szogét pedig ¢-vel (14sd az db-
rdt, amely feliilr6l nézve mutatja a lejté sikjat).

*A feladat dbrdja a KoMaL nyomtatott szdéméban forditott irdnyd mégneses mezével
jelent meg. Az ott vézolt mozgasirdny a @Q < 0 esetnek felel meg.
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Kezdetben a test sebessége nulla volt, igy a meg-
adott paraméterekre teljesiilnie kell a

(1) tga >

feltételnek. Ha ez nem lenne igaz, akkor a sturlédési er6
maximalis értéke nagyobb lenne, mint a nehézségi erd
lejt6éiranyi komponense, tehat a test nem indulna el
a lejton.

A test sebességének irdnyat (hosszi idével az elen-
gedés utdn) abbdl a feltételbdl hatarozhatjuk meg, hogy
az F Lorentz-er6 meréleges a test v sebességvektorara,
emiatt a magneses erék altal végzett munka nulla. frjuk

fel a munkatételt a testre, ha az a lejtén dlland6 sebességgel s utat tesz meg! Fel-
hasznaljuk, hogy a Lorentz-er6 a magneses indukcié irdanyara is meréleges, tehét
a lejt6 sikjaban hat. Tudjuk még, hogy a test a lejto sikjara mer6legesen nem gyor-
sul, igy a nyoméer6: N = mg cos «, tovabba azt, hogy a surlddasi erd a sebességgel
ellentétes iranyt, és a nagysaga

(2) S = uN = pmg cos a.

A munkatétel szerint: mgsinacosp s — umgcosa - s = 0. Innen a test sebességét
jellemzé szog kifejezheto:

_ s
(3) (p = arccos (tga) .

A sebesség nagysdgdnak kiszdmitasahoz irjuk fel a test x iranyu mozgésara
vonatkozo dinamikai egyenletet! Ehhez eloszor allapitsuk meg a testre haté Lorentz-
er6 x irdanyd komponensét:

(4) F, = QuBcosg,
majd a mozgédsegyenletet:
(5) Ssinp — F, =0.
A (2)—(5) egyenletbdl a keresett sebesség kifejezhetd:

m
v="9 cosa tg? o — p2.

QB

A gyokjel alatt (1) miatt mindig pozitiv mennyiség &ll.
Mdth Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
39 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibas 24 dolgozat.
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I P. 5085. A mellékelt (méretardnyos) abra felsd
felén egy vékony, hagyomdnyos gyijtélencsén dthalado
fénysugdr menete ldthato. Hogyan fog tovdbbhaladni
ugyanezen a lencsén az abra alsé felén ldthato fény-
sugdr?

(4 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Megoldas. Hatarozzuk meg el6szor a lencse fokusztavolsagat! Tekintsiik
a megadott fénysugarak koziil a ,.fels6t”, és vegyiink fel a fénysugar mentén vala-
hol, példaul a lencsétdl 4 egység tavolsagban egy targyat, amelybol ez a fénysugar
kiindulhatott (1. dbra). A megadott (az dbran folytonos vonallal jelolt) fénysugar

]

I

1. dbra

a torése utdn, valamint a lencse koézéppontjan torésmentesen haladé (szaggatott
vonallal jelslt) fénysugér a lencsétél 12 egység tdvolsdgban metszi egymadst, tehdt
itt keletkezik a kép. Ugyanezen a ponton megy keresztiil a targytol az optikai ten-
gellyel parhuzamosan induld, majd a keresett fékuszponton dthaladé (ugyancsak
szaggatott vonallal jelolt) fénysugdr is. Innen megkapjuk, hogy a fékusztdvolsig

3 egység.
| Foglalkozzunk most a maésik, a kitlizési
| |- abra alsé felén ldthaté fénysugarral! Ezen su-
= "':, = gar mentén barhol felvehetiink egy ,targyat”, és
P ::/ = = gondolhatjuk 1igy, hogy a megadott fénysugdr
> ezen targy egyik pontjabdl indult ki. Ha pél-
N déul a targy a lencsétél fokusztavolsagnyira he-
lyezkedik el (2. dbra), akkor a targy megfeleld
2 dbra pontjabdl kiindulé fénysugarak a lencsén atjutva

parhuzamosan haladnak tovabb; irdanyukat pl.

a lencse kozéppontjan irdnyvaltoztatas nélkill tovabbhaladd sugar egyértelmiien

meghatarozza. Ez a fénysugar, mikdzben 3 egységnyit halad jobbra, az optikai

tengelyhez 1 egységnyit kozeledik, tehat a kérdéses fénysugar is ilyen irdanyban
halad tovabb a lencsén val6 atjutds utéan.

Debreczeni Tibor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

35 dolgozat érkezett. Helyes 21 megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibas 6 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 385. Ha a mosogatdcsapbdl fliggblegesen kifoly6 vizsugar tutjaba egy vi-
szonylag nagy kiterjedésti, vizszintes, sik akadalyt helyeziink, akkor az azon elteriilé
viz egy kor mentén jél lathatéan megemelkedik. Ezt nevezik hidraulikus ugrasnak.
Meérjiik meg, hogy egy adott akadaly-csap tdvolsag esetén hogyan fiigg a kor sugara
a vizhozamtdl!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

G. 665. Vizszintes, surléddsmentesnek tekintheté jégen csuszd, kis méreti
korong mozgdsat vizsgaljuk. A jégbdl kiemelkedik egy négyzet keresztmetszetii
oszlop, amelynek oldaléle 10 cm. A korong a feliilnézeti dbrdn lithaté mdédon van
az oszlophoz rogzitve egy 1,0 m hosszi fondllal. A korongnak v = 1,0 m/s nagysdgi
kezdOsebességet adunk. Mennyi idé mulva csapddik a korong az oszlophoz?

1,0 m

10 cm
(3 pont)

G. 666. Az dbrdn egy viddmparki széra-

koztatészerkezet vézlata lathaté. A kozépso,
A ks @

nagy henger egyenletesen forog korbe. A rajta
1évé négy rogzitOkar segitségével négy ten-
gelyezett, kor alaka , gondola” is korbejar.
Minden gondola kozepéhez egy-egy korongot K
rogzitettek, melyek ugyanigy vannak tenge- @ @:@ A
lyezve, mint a gondola. A gondoldk koézepén c N
1évé korongok csiszdasmentes szijattétel segit-
ségével csatlakoznak a szerkezet kozepén talal-
haté K koronghoz, ami rogzitett, tehat egyal-
taldn nem forog. (Az dbrén — az dttekinthetd- @D
ség kedvéért — csak az egyik gondolanal tiin-
tettiik fel ezt a szijat.)

Az A, B, C és D pontok egy-egy utast abrazolnak. Milyen pédlyan mozognak
az utasok? Hogyan véltozik a kozottiik 1évé tavolsdg a forgds kozben? (A szerkezet
vizszintes sikban forog, a tengelyek mind fiigglegesek.)

(4 pont) Amerikai feladat nyomdn
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G. 667. Mekkora nyomast fejt ki az asztalra helyezett 10 cm oldaléli alumi-
niumkocka? Héany szdzalékkal valtozik a nyomds, ha a kockat 20 °C-rél 100 °C-ra
melegitjiikk? Novekszik vagy csokken a nyomas?

(3 pont)

G. 668. Nézziik meg a https://www.youtube.com/watch?v=hvqQ1XGlaQE
videdt! Egy megfeleléen nagy gomb és egy vékony zsineg segitségével készitsiik el
a bemutatott jatékot (zugattyt), és probaljuk ki. Miért jon gyors forgésba a gomb?

(3 pont)

P. 5111. Fiiggblegesen feldobunk egy pingponglabdat. Vajon mi tart hosszabb
ideig: a labda felfelé, vagy lefelé mozgdsa? (A légellendllds szémottevd.)

(3 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

P. 5112. Egy H magassagu falrél vy kezdOsebességgel, a vizszintessel a szoget
bezaré irdnyban eldobtunk egy hégolyét. Ugyanebben a pillanatban mekkora és
milyen irdnyud sebességgel indult el egy gyerek a faltdl s tavolsagban 1év6 pontbdl,
ha a hégolyé az egyenletesen, egyenes vonalban mozgd gyereket éppen eltaldlta?
(A légellendlldst ne vegyiik figyelembe! A mozgdsok egy, a falra merdleges sikban
torténnek.)

Adatok: H =45 m, s =21 m, vop = 5 m/s, a = 30°.

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 5113. Mennyit csokken méterenként egy 80 kg tomegli ember sulya, ha
az Egyenliton épitett toronyban halad felfelé?

(4 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5114. Egy asztal peremére illeszkedik
egy « hajlasszogii lejtd, amelyrél egy £ hosszu-
sdgld, d magassagu, homogén anyageloszlasu,
téglatest alakd haséb csuszik le. Mennyivel nyu-
lik t1l a hasdb az asztal peremén, amikor elkezd
lebillenni, ha

a) a hasdb és a lejt6 kozotti surlédéds elhanyagolhato;
b) a hasib és a lejt6 kozotti surlddasi egyiitthaté pu? (0 < p < tga, és pud < L.)
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz
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P. 5115. Egy gotmbszimmetrikus tomegeloszlasi exobolygd tomege a Fold
tomegének négyszerese, a nehézségi gyorsulds a — nem forgd — bolygd felszinén
a foldi érték kétszerese.

a) Mekkora a bolygé sugara és az atlagsilirtisége?
b) Mekkora a bolygén az els6 kozmikus sebesség?
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5116. R és 3R bels6 sugaru vezetd gombhéj egymastol tavol helyezkedik el,
falvastagsiaguk d < R. A gombok kozéppontjaban 2Q), illetve @ toltés van. Mekkora
minimélis munkdval lehet ezeket a toltéseket felcserélni? (A falakon kis lyukak
vannak.)

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5117. Egy arany karikagytiri éppen gy helyezkedik el, hogy a foldi mégne-
ses indukciévektor a gytirii sikjaval parhuzamos. A gytiriit egyenletes forgdmozgas-
sal 1 masodperc alatt 180°-kal elforditjuk. A forgastengely a gytirii sikjaba esik, és

a) a magneses indukciévektor irdnydval padrhuzamos;

b) a mdgneses indukciévektor irdnydra merdleges.

Melyik esetben kell tébb munkat végezniink a gyliri megforditasa kozben?
Becsiiljiikk meg, hogy mekkora lehet a kétféle munkavégzés kozotti kiilonbség!

(5 pont) Ko6zli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5118. Egy a = 30°-o0s hajlasszogl lejtéhoz két, egymastdl £ = 10 cm ta-
volségra 1évo, egymadssal parhuzamos, elhanyagolhaté ellendllasu sin van rogzitve,
melyeket az egyik végiiknél dlland6 Uy fesziiltségti dramforras kapcsol Ossze. A si-
nekre merdlegesen egy M = 30 g tomegii, R = 0,2 Q) ellendllasu, vizszintes fémpalcat
fektettiink, amely a sineken surléddsmentesen mozoghat. A péalca kozepéhez a si-
nekkel parhuzamos fonal csatlakozik, melynek elhanyagolhaté tomegii csigan atve-
tett fliggbleges darabjahoz egy m = 50 g tomegli nehezék van erdsitve. A berendezés
fliggblegesen lefelé mutatd, B = 0,5 T indukcidji, homogén mégneses mezében van.

Mekkora legyen az aramforras fesziiltsége, hogy az m tomegii nehezék
a) fuggblegesen felfelé,
b) fiiggblegesen lefelé v = 10 m/s sebességgel egyenletesen haladjon?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5119. Newton hires kisérletében (experimentum crucis) a fehér fényt szi-
nekre bontotta prizma segitségével. A szines fénysugarakat tUjra egyesitette fehér
fénnyé. Megvaldsithaté-e a fehér fény felbontasa és ujraegyesitése a képen lathato
médon? (Lésd még a hétsé bels6 boritén 16vé szines abrat!)

kék (blue)

(4 pont) Az internet nyomdn

P. 5120. Sugdrkezeléskor egy meghatdrozott dézist (témegegységenként el-
nyelt energidt) kell eljuttatni a daganatba anélkiil, hogy a kornyezd egészséges
szovetek tulsdgosan nagy ddzisnak lennének kitéve. Vizsgaljuk ezt a problémat
a kovetkezd egyszeri modellen. A beteg fejét egy 8 cm sugart, homogén gémb-
nek tekintjiik. A kis méretii daganat a gémb koézéppontjaban van, és 6t kiilonbozé
atmér6 irdnyabol ~-fotonokkal sugérozzuk be ugyanakkora intenzitdssal. A sugér-
nyaldb intenzitdsa (egységnyi feliiletre juté teljesitménye) exponenciélisan csokken,
ahogy a nyaldb dthalad a gombot kitoltd szoveten az I(x) = Ipe™#* egyenletnek
megfelelGen.*

~y-sugarak

Kétféle sugirzést alkalmazhatunk: 1 MeV-es y-fotonokat egy %0Co forrasbdl,
ezekre 1 = 0,07 cm ™!, vagy 6 MeV-es y-fotonokat, amelyeket egy elektrongyorsité-
val lehet létrehozni, itt u = 0,028 cm™!.

Melyik sugarzas kiméli jobban az egészséges szoveteket, azaz melyik eredmé-
nyez kisebb dézist a gomb feliileténél? Mekkora a dézis a gomb feliiletének kozelé-
ben, ha a daganatnal a sziikséges ddzis értéke D7

(5 pont) Kozli: Takdcs Ldszl6, Baltimore, USA

*Az xo = In2/p tdvolsdgot felezd réteguastagsdgnak nevezik; ennek szdmértéke fiigg
a fotonok energiajatdl és az elnyeld kozeg anyagatdl. 2,5 MeV-es fotonokra pl. vizben
zo = 23 cm.
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P. 5121. Harom (A, B és C Yo
jell) kicsiny, egyforma, m tomegli go-
lyé dgy van Osszekotve két elhanya-
golhaté témegli, ¢ hosszisdgi rad- m £ m ¢
dal, hogy az egyik rad az A és A B
a B goly6t, a masik rid a B és
a C golyét koti Ossze. A B golyéndl
a kapcsolddas csuklds, igy a rudak kozotti szog akadalytalanul véltozhat. A rend-
szer a sulytalansag allapotdban nyugalomban van, és a harom goly6 egy egyenes
mentén helyezkedik el. Ekkor az A golyénak pillanatszeriien a rudakra meréleges,
vg nagysagu sebességet adunk. Mekkora eré hat a rudakban az inditést kovetd
pillanatban?

m
)
C

(6 pont) Olimpiai versenyfeladat nyomdn

Bekiildési hatarid6: 2019. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 3. March 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 159): K. 619. What
is the largest possible number of primes such that the sum of any three of them is also
a prime? K. 620. The sum of five positive integers is 20. The absolute values of their
pairwise differences are 1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10. Find all such sets of five numbers.
K. 621. Nine members of a math club are designing a 3 x 3 square flag as shown in the
figure. In the nine fields, they arrange the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so that the sum
of the numbers in each row, each column, and each diagonal is divisible by 3. How many
different flags may they make? K. 622. The 16 tokens in the game of QUARTO are all
different from each other in some property. The tokens can be categorized into two sets
of the same number of elements in four different ways: — tall or flat; — black or white;
— round or square; — with or without a hole on the top. Is it possible to arrange the 16
tokens in a circle so that adjacent ones should have exactly two properties in common?
K. 623. The front side of a square sheet of paper ABCD is red, and the back side is
white. ¥ and F' divide diagonal AC into three equal parts, with F lying closer to A. The
sheet is folded along lines perpendicular to AC by folding the back side towards the front
(that is, making the back of the sheet appear on top). During the first folding, point A is
moved to cover F', and during the second folding, point C' is moved to cover £. What will
be the ratio of the red area to the white area on the front side of the sheet in the end?

New exercises for practice — competition C (see page 160): Exercises up to
grade 10: C. 1532. Show that if a, b, ¢ are positive numbers and a+b+c¢ > %} + é + L

then one of them is at least 1. C. 1533. The perimeter of a right-angled triangle is k, one
of the legs is b, and the opposite angle is §. Consider the triangle in which there are two
sides of lengths k and b- /2, and they enclose an angle of 45°. Find the smallest angle
of this triangle. Exercises for everyone: C. 1534. Find all real pairs (z,y) satisfying

522 + y? — dxy + 24 < 10z — 1. C. 1535. Prove that if the area of a convex quadrilateral
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is halved by each diagonal, then the quadrilateral is a parallelogram. C. 1536. Find all
real pairs (x,y) satisfying xy = = +y + 5, 2% +y> = 5. Exercises upwards of grade 11:
C. 1537. A circle k; of radius 6 and a circle ko of radius 3 touch each other on the
outside, and each of them touches a circle k of radius 9 on the inside. One common exterior
tangent of k1 and k2 intersects circle k at points P and Q). Determine the length of the
line segment PQ. (Croatian problem) C. 1538. Six pairs of twin brothers participated
in one of the practices of the Twins’ Table Tennis Club. The coaches did not want any
brothers to play at the same table. a) In how many different ways may they divide the
players to play round-the-table games at two different tables? b) In how many different
ways is it possible to divide the players into sets of four to play doubles at three different
tables? (The position of the players at the tables does not matter.) (Based on an English
problem)

New exercises — competition B (see page 162): B. 5014. After the elections in
Nowhereland, there are 50 < n < 100 representatives in the parliament, all from a single
party called the Blue Party. (The Blue Party has a single president.) According to the
law, a party in the parliament may be divided into two parties as long as the following
conditions are met: @ The president of the old party is not allowed to become a member of
the newly formed parties. His or her parliament mandate will terminate, thereby reducing
the total number of representatives. @ Every other member may decide which new party to
join. e Each of the new parties must have at least one member among the representatives.
e Each of the new parties must elect a president from their representatives. If at least one
such splitting of a party results in all parties in the parliament having the same number
of members, the parliament will be dissolved. What should be the value of n so that this
could never happen? (3 points) B. 5015. The second intersections of three concurrent
unit circles are A, B and C. What is the radius of the circle ABC'? (8 points) (Proposed by
J. Szoldatics, Budapest) B. 5016. In a convex quadrilateral ABC'D, point E; lies on side
AD, point Fi lies on side BC', E5 lies on diagonal AC, and F3 lies on diagonal BD. Given
that AF1 : E1D = BFy : F1C = AFEs : EsC = BFs : F2D = AB : CD and no pair of points
coincide, prove that the lines F1 Fy and E2F» are perpendicular. (4 points) B. 5017. Is
there a function f : R — R with the following properties: (1) if z1 # x2 then f(z1) # f(z2),

(2) there exist appropriate constants a,b > 0 such that f(z?) — (f(am + b))2 > %1 for all
z € R? (4 points) B. 5018. The sultan imprisoned all the 1024 mathematicians of his
empire. They were not allowed to keep any of their possessions except for a single copper
coin each. The mathematicians know that there are 1024 of them, but they are not able
to communicate with one another in any way. On his birthday the sultan offered them
the following game: they are taken to the prison yard one by one. Each of them may say
either 0 or 1 when taken there. If the sum of the numbers they say is 1, then he will
let them all go free. (The mathematicians cannot signal to each other, they do not know
how many others have been to the yard before them, or what those before them have
done in the yard.) What are the chances that they can get out of the prison? (5 points)
B. 5019. The quadrilateral ABCD is cyclic. Given that AB + BC = AD + DC and
BA+ AC = BD + DC, show that ABCD is a rectangle. (6 points) B. 5020. A parabola
is reflected in a line that passes through its focus and encloses an angle « with its axis.
Show that the parabola and its reflection intersect at an angle of . (§ points) (Proposed
by L. Németh, Fonyéd) B. 5021. A positive integer n is not divisible by 3. The sum of
its positive divisors that leave a remainder of 1 when divided by 3 is A(n), and the sum
of its positive divisors that leave a remainder of 2 when divided by 3 is B(n). Find those
numbers n for which !A(n) — B(n)| < v/n. (6 points)

New problems — competition A (see page 163): A. 746. Let p be a prime number.
How many solutions does the congruence 22 +y? +22+1=0 (mod p) have among the
modulo p remainder classes? (Proposed by: Zoltdn Gyenes, Budapest) A. 747. In a simple
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graph on n vertices, every set of k vertices has an odd number of common neighbours.
Prove that n + k must be odd. (Proposed by: Andrds Imolay, Ddvid Matolcsi, Adém
Schweitzer and Kristdf Szabd, Budapest) A. T48. The circles 2 and w in its interior are
fixed. The distinct points A, B, C, D, E move on € in such a way that the line segments
AB, BC, CD and DE are tangents to w. The lines AB and CD meet at point P, the
lines BC and DE meet at Q. Let R be the second intersection of the circles BC'P and
CDQ), other than C. Show that R moves either on a circle or on a line. (Proposed by:
Carlos Yuzo Shine, Sao Paolo)

Problems in Physics
(see page 185)

M. 385. When a relatively large obstacle having a horizontal (planar) face is placed
under the water stream flowing from the kitchen tap, then the spreading water forms
a circular area where it has a visible increase in its height. This is called the hydraulic
jump. At a certain obstacle-tap distance, measure how the radius of the circle depends on
the rate of water flow.

G. 665. In this problem the motion of a small disc sliding along a horizontal
frictionless surface of ice is investigated. A column, having a square-shaped cross section,
emerges from the ice. The side of the square is 10 cm. The disc is attached to the column
by means of a piece of 1.0 m long thread. The top view of the arrangement is shown
in the figure. The disc is given an initial speed of v = 1.0 m/s. How much time elapses
until the disc hits the column? G. 666. The figure shows the sketch of the structure of
an amusement park ride. The big cylinder-shaped pole at the centre is rotating uniformly.
By four horizontal struts circular “gondolas” are attached to the pole and move around
it. At the centre of each gondola a horizontal disc is fixed to the gondola such that the
symmetry axis of the disc coincides with the vertical shaft of the gondola about which
it can be rotated. These discs on the gondolas are connected by transmission belts to
disc K, which is attached to the pole at the centre of the structure. Disc K is fixed, and
not rotating at all. (For clarity reasons only one of the transmission belts was drawn in
the figure.) At points A, B, C' and D there is a passenger in each gondola. What is the
path of each passenger? How does the distance between them change during the rotation?
(The structure is rotating in the horizontal plane and all the rotational axes are vertical.)
G. 667. There is an aluminium cube of edge 10 cm on a table. What is the pressure due to
the cube on the table? By what percent does this pressure change when the temperature
of the cube is increased from 20 °C to 100 °C? Does it increase or decrease? G. 668.
Watch the following YouTube video: https://www.youtube.com/watch?v=hvqQ1XGlaQE,
make your own button spinner (buzzer) from a button of appropriate size and a piece of
thin thread, and then try it. Why does the button begin to spin fast?

P. 5111. A ping-pong ball was thrown vertically upward. Which takes longer, the
upward or the downward motion of the ball? (Consider air drag.) P. 5112. From a wall
of height H a snowball was thrown at an initial speed of vyp and at an angle of a with
respect to the horizontal. A child, who was at a distance of s from the wall, began to run
at the same moment when the snowball was thrown. What was the initial direction and
speed of the child, if he ran at a constant speed along a straight line and the snowball
hit him? (Air drag is negligible.) Both the motions of the child and the snowball are in
a vertical plane, which is perpendicular to the wall. Data: H = 45 m, s =21 m, vo = 5 m/s,
a =30°. P. 5113. An 80-kg man is walking up in a tower built on the Equator of the
Earth. How much does the apparent weight of the man decrease in each metre of ascent?
P. 5114. Ending at the rim of the table there is a slope of angle of elevation of «, from
which a uniform density rectangular block of length ¢ and of height d is sliding down.
By what length does the block move further from the end of the table until it tilts,
if a) friction between the slope and the block is negligible; b) the coefficient of kinetic
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friction between the slope and the block is p (0 < p < tan, and pud < £)? P. 5115. The
mass of an exoplanet, whose mass distribution has a spherical symmetry, is four times that
of the Earth, and the acceleration due to gravity on the surface of the — non-rotating —
planet is twice of the gravitational acceleration on the Earth. a) What is the radius of
the exoplanet, and what is its average density? b) At what speed should an object be
projected in order that it undergoes uniform circular motion right above the surface of
the exoplanet? P. 5116. Two spherical shells of inner radius R and 3R are placed far
from each other. They are made of some thin conducting material, the width of their wall
d is thin: d < R. At the centres of the spheres there are charges of 2Q) and Q. What is
the minimum work which should be done in order to interchange the charges? (There
are small holes on the walls.) P. 5117. A golden wedding ring is positioned such that
the magnetic induction vector of the Earth is parallel to the ring. The ring is rotated
uniformly by 180° in 1 second. The axis of rotation is in the plane of the ring, and
a) parallel to the magnetic induction vector; b) perpendicular to the magnetic induction
vector. In which case do we have to do more work, while the ring is turned? Estimate the
difference between the values of the performed work in the two cases. P. 5118. A pair
of parallel rails of negligible resistance is fixed to a slope of angle of elevation of @ = 30°,
at a distance of £ = 10 cm from each other. A power supply of constant voltage of Uy is
connected across the lower ends of the rails. A horizontal metal rod of mass M =30 g
and of resistance R = 0.2 € is placed perpendicularly to the rails. The rod can move
frictionlessly. A piece of thread, which is parallel to the rails, is attached to the middle of
the rod, and looped over a massless pulley. An object of mass m = 50 g is hung to the
vertical end of the thread. The arrangement is in vertically upward uniform magnetic field
of induction B = 0.5 T. What should the voltage of the power supply be in order that the
object of mass m moves a) vertically upward, b) vertically downward at a constant speed
of v =10 m/s? P. 5119. Newton in his famous crucial experiment (experimentum crucis)
separated a beam of white light into colours by means of a prism. Then he combined the
spectrum back into white light. Is it possible to form a spectrum from a beam of white
light and then combine it back into white light by means of the system of prisms used as
shown in the figure? P. 5120. When radiotherapy is applied, the tumour is exposed to
a certain dose (absorbed energy per unit mass) of radiation, such that the surrounding
healthy tissues do not absorb a too large dose. Investigate this problem by using the
following simple model: the patient’s head is considered to be a uniform sphere of radius
8 cm. The small tumour is located at the centre of the sphere and is radiated by beams of
~ photons, having the same intensity. The radiation beams are aimed from the direction
of five different diameters. The intensity (power per unit area) of the radiation beam is
decreasing exponentially as the beam passes the tissues in the sphere, in accordance with
the following equation: I(x) = Ipe #*.* Two different types of radiation can be applied:
either ~-photons of energy 1 MeV emitted by a source of °°Co, for which p = 0.07 ecm™*,
or y-photons of energy 6 MeV, which can be generated by a particle accelerator, here
= 0.028 cm™!. Which radiation spares more the healthy tissues, that is, which one
results a smaller dose at the surface of the sphere? What is the value of the dose next to
the surface of the sphere if the necessary dose value at the tumour is D? P. 5121. Three
small alike balls (denoted by the letters A, B and C') of mass m are attached by means of
two negligible-mass rods of length ¢, such that one of the rods joins balls A and B, whilst
the other joins balls B and C. At ball B there is an articulate joint so the angle between
the rods can be freely varied. The system is at rest in weightlessness, and the three balls
are collinear. Then at an instant an initial velocity of vy is given to ball A perpendicularly
to the rods. What are the forces in the rods at the moment right after starting ball A?

*The distance of xo = In2/pu is called the half-value layer; its numerical value depends
on the energy of the photons and the material of the absorbing medium. E.g. for photons
of energy 2.5 MeV it is o = 23 cm in water.
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