QF 2019.2.11 — 17:03 — 87.oldal — 23. lap

b

Tehét f(z) maximalis csak (% +m- 271')—né17 minim4lis csak (5% +n- 271')—né1 lehet

(ahol m,n € Z).

m 7T om 7r 3v3
f(g+mam)=1(3)=2smgrsin(23) ="
f<537r+n.27r> f(‘?) 2sin537r+sin<2.5;) :,32£.

Mivel %g ~ 2,598 és %ﬁ ~ 2,914, igy ’f(a:)‘ < %ﬁ < 3—%\/5, vagyis
3+2v2

|2sin z + sin (22)| < 3

és pontosan ezt szerettiik volna belatni.
Spdnyik Teodor (Budapest, Képz6- és Iparmiivészeti Szakgimn. és Koll., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A leggyakoribb hiba az volt, hogy a megoldé feltette, hogy
a bal oldali két tagu 6sszeg akkor maximalis, ha valamelyik tag maximélis (azaz
azt a két esetet vizsgélta meg, amikor 2sin z maximélis vagy sin(2z) maximalis).

2. Sok helyen hidnyzott a kiszamolt szélséértékek és a jobb oldali szdm értéke
kozotti egyenlGtlenség igazolasa.

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 12 versenyzé: Agécs Katinka, Ajtai Boglarka,
Almési Adél Csilla, Bukor Benedek, Debreczeni Tibor, Jankovits Andrds, Molnéar Istvén,
Németh Csilla Marta, Nyitrai Boglarka, Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szécsi Adél
Lilla. 4 pontos 7, 3 pontos 1, 1 pontos 11, 0 pontos 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4915. Adottak az Ay, As, Az, Ay, As és P dltaldnos helyzetd pontok
a sikon. Jelolje k; azt a szamot, ahdnyféleképpen az Ay, As, Az, Ay, As pontok
koziil kivdlaszthato i darab ugy, hogy a kivdlasztott pontok konvex burka tartalmazza
P-t. Mutassuk meg, hogy ks = ky.

(5 pont)

Megoldas. Jelolje h4 (i = 1,2,3,4,5) azon hiromszogek szamét, amelyek-
nek minden csicsa az {A;, As, Az, Ay, A5} \ {A;} pontok valamelyike, és tartal-
mazzék P-t. Igy minden P-t tartalmazé haromszoget pontosan ketts h4i-ben sza-
molunk meg, pl. ha P € A; Ay A3/, akkor az A; Ay As/\-et megszamoltunk h™4 és
h4s kiszémitdsa kozben. Kovetkezésképpen ks = (hA1 +...4+ hAS)/Q.
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Ay A Most tegytik fel, hogy P benne van
az Ay, As, A3, A, pontok konvex bur-
kaban. A négy altalanos helyzetli pont

A1 konvex burka lehet négyszég vagy hé-

A2 A romszog. Mindkét esetben kénnyen lat-

Ay As 4, hatjuk, hogy a P pont pontosan két

olyan haromszogben van benne, amely-

nek csucsai Ay, Ao, Az, Ay koziil valok. Az dabrdn lathatd elsd esetben pontosan

az A1 Az A4\ és az A A3 Ay/\ tartalmazza P-t, a masodik esetben pedig pontosan

az A1 A2 A3/ és az As A3 A4 A. Vildgos, hogy P-t a lérejové tartomanyok masiké-

ba helyezve is mindig pontosan két hiaromszog fogja tartalmazni. Kaptuk, hogy

hA* =2, ha P benne van az A,, Ay, As, A, pontok konvex burkdban; és nyilvan-
valéan h“*s = 0, ha P nincs benne az A;, Ay, A3, A, pontok konvex burkaban.

Az érvelésben As szerepe lényegtelen, azaz altalaban is igaz, hogy h™7 értéke 2,
ha P az A; elhagyédsa utan megmaradt négy pont konvex burkaba esik, egyébként
pedig 0. Eszerint a 41 + ... 4+ h™ Gsszeg pontosan a kétszerese azon pontnégyesek
szdménak, amelyek konvex burka tartalmazza P-t, azaz h' + ...+ h?* = 2k,. gy
ks = (hAl +... 4+ hA5)/2 = ky, amivel az allitdst beldttuk.

91 dolgozat érkezett. 5 pontos 69, 4 pontos 13, 3 pontos 3, 2 pontos 5, 1 pontos
1 dolgozat.

B. 4942. A nemzetkozi kombinatorikai konferencidra érkezd szdz matemati-
kust eqy szdlloddban helyezik el, ahol a szobdk egytdl szdzig vannak megszdmozva.
A recepcids azt tervezi, hogy a matematikusokat érkezésiik sorrendjében az adott
sorszami szobdba kildi. Az elsének érkezd vendégnek viszont elfelejti a megfeleld
utasitdst megadni, igy 6 a szobdk kézil véletlenszerien vdlaszt egyet. Végiil a re-
cepcios a tobbieknek azt az utasitdst adja, hogy az érkezési sorszdmuknak megfeleld
szobdt egyesével foglaljik el; illetve ha az mdr foglalt, akkor vdlasszanak a szabad
szobdk kozil egyet tetszés szerint. Hanyféleképpen koltozhettek be a szobdkba a ven-
dégek?

(4 pont) Javasolta: Faragé Andrds és Kdspdri Tamds (Paks)

I. megoldas. Azt allitjuk, hogy k matematikus 2F~!-féleképpen tud bekoltoz-
ni a szobakba. Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk.

k = 1: Egy ember egy szobédba csak 1 = 20 = 2!~ 1_féleképpen koltozhet be.

k = 2: Az els6 ember bekoltozik valamelyik szobédba a kettd koziil, a masodik-
nak mér nincs vélasztésa, tehat 2 = 2! = 227 _féleképpen tudnak bekoltozni.

Most tegyiik fel, hogy valamely k-ig (k > 2) minden pozitiv egészre igaz az al-
litdsunk. Megmutatjuk, hogy ekkor (k + 1)-re is igaz, vagyis k + 1 matematikus
2Fk_féleképpen tud bekoltdzni a szobékba.

Ha az els§ ember a sajat szobdjdba (az elsé szdmiba) megy, akkor utédna
mindenki a neki kijelolt szobaba fog menni, tehat ez egyféle bekoltozés.

Ha az elsé ember az n-edik szobdba megy (2 < n < k+ 1), akkor egészen az
(n — 1)-edik emberig mindenki més el tudja foglalni a sajat szobajat. Foglalkozzunk
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a tobbi matematikussal, akiknek szdma (k+1) — (n — 1) = k — n+ 2. Az n-edikként
érkezonek az elso foglalta el a szobajat, a tobbieké viszont még szabad. Vegyiik ész-
re, hogy éppen olyan helyzetben van ez a k — n + 2 matematikus, mintha csak 6k
lennének a szallodaban, és elGttiik senki sem érkezett volna. Mindenkinek megvan
az elore kijelolt szobdja: értelmezhet6 ugy, mintha az n-edik emberé lenne az 1. szo-
ba, ¢ érkezne elsének, és neki felejtette volna el a recepciés megadni az utasitast.
Vagyis ha az els6 ember az n-edik szobdba megy (2 < n < k + 1), akkor a tébbiek
2(k=n+2)=1_féleképpen foglalhatjék el a szobakat (az indukcids feltevés miatt).

Mivel n értéke 2 és k + 1 kozott barmi lehet, igy ezeket Gsszegezve kapjuk meg,
hogy k + 1 matematikus hanyféleképpen vélaszthat szobat:

k+1 k+1
1 + Z 2(/{:—”"{‘2)—1 =1 + Z 2k—n+1 —
n=2 n=2

=142 g2k 24 42t 420 =14 (28 —1)=2"

Tehst 299-féleképpen koltozhetnek be a szobakba a vendégek.
Weisz Mdté (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)

I1. megoldas. Megvizsgalom a lehetOségek szamat gy csoportositva, hogy
hany ember nem keriilt arra a helyre, ahova szantak:

— Ha minden ember oda keriilt, akkor az elsé ember az els6é szobaba ment, ez
1 lehetdség.

— Pontosan 1 ember nem keriilhetett rossz helyre.
— 2 ember keriilt rossz helyre, ha az els6 vendég az n. szobat foglalta el
(2 < n < 100), majd az n. vendég az els6 szobat valasztotta. Ez 99 = (919) lehet6ség.

— 3 ember nem keriilt j6 helyre, ha az els6 ember elfoglalta az n. szobat
(2<n<99), az n. ember elfoglal egy m. szobdt (n < m < 100), az m. ember
pedig az elsot. Ez annyi lehetség, ahanyféleképpen 2-t6l 100-ig 2 szobat ki tudunk

valasztani, ahol a kisebb szam n-nek, a nagyobb m-nek felel meg, vagyis (929)
lehetdség.

— Hasonléan gondolkodva: ha x ember keriilt rossz helyre (2 < = < 100), akkor
a szobdk koziil 2-t6l 100-ig x — 1 ember nincs jé helyen, hiszen > 1 esetén az els6

szobdban nem az els6 vendég foglal helyet. A 99 szoba koéziil (z — 1)-et (ngl)—
féleképpen lehet kivdlasztani. Minden ilyen lehet6ség egyféleképpen valésulhat meg,
hiszen ha sorban vessziik a ,,rossz” szobédkat, akkor a bent laké vendégek érkezésének
sorszama is novekvo sorrendbe keriil, mivel minden vendég csak a sajat, vagy nala
nagyobb sorszamu szobdba mehetett, mert a tobbit addigra feltoltotték.

Az 6sszes lehet6ség szdma tehét: 1+ (919) + (929) + (939) +...+ (gg)
99

Mivel 1 = (0), igy a lehetéségek szama (909> + (919) + (929) + (939) + ...+

99 . . .. ‘ to ‘ .. P
+ (99), ami a Pascal-hdaromszog 100. sordban 1év6 szamok 6sszege. Az elsd sorban
az Osszeg 1; és utdna minden egyes szam az alatta 1évo sorba két szamhoz adédik

hozz4, tehat a szdmok sszege lefelé mindig megkétszerezédik, a 100. sorban 299,
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Tehat 299-féleképpen koltézhettek be.
Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldas. Legyen a lehetséges bekoltozések szdma n darab matematikus
esetén C),. Nyilvanvald, hogy C7 = 1. n matematikus esetén, ha az elsé matematikus
az els6 szobédba koltozik be, akkor mindenki egyértelmiien bekoltozik az érkezésének
megfelels szobdba. Ha az elsé matematikus bekoltozik a k-adik szobaba (2 < k < n),
akkor az els6 utani k — 2 matematikus egyértelmtiien be tud koltozni az érkezésének
megfelel§ szobdba. A maradék n — k 4+ 1 matematikusnak adott az 1., (k + 1)-edik,
(k+2)-edik, ..., n-edik szoba a bekoltozésre. Ekkor tekintsiik a szobaszdmokat 1, 2,
3, ..., (n— k4 1)-nek. Ekkor az els6 matematikus tetszSleges szobdba koltézik be,
a tobbi pedig a feladat szovegének megfeleléen, tehat ekkor C, yr—1-féleképpen
tudnak bekoltozni a matematikusok. fgy

Cn =1+ Cn72+1 + Cn73+1 +...+ Cn7n+1 =

n—1
=14+4C, 1+Cy 9+...+C :1+Zci.
=1
Ebbé6l
n—2
Co1=1+) Ci,
=1
és igy

n—1 n—2
Co=1+4> Ci=1+)Y Ci+Chy=2-Cp.
i=1 i=1
Tudjuk, hogy C; =1, igy C,, = 2"~ 1.
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy 100 matematikus esetén a lehetséges bekoltozé-
sek szama, 299,

Gyérffi Addm Gyorgy (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 9. évf.)

IV. megoldas. Vegyiink egy tetszoleges 100 jegyl kettes szamrendszerbeli
szamot. Minden szamjegy azt jeloli, hogy az adott ember jé szobdban van-e: a 0
azt, hogy jé ember van a szobaban, az 1 pedig azt, hogy nem.

Ha az els6 széamjegy 0 (balrdl nézve), akkor minden szdmjegy 0, mert ha az elsd
ember jé helyre ment, akkor mar mindenki mas is.

Ha els6 szdmjegy 1 (balrdl nézve), akkor ez azt jelenti, hogy az els§ ember
nem jo6 szobaba ment. Ha az z-edik szobdba ment, akkor x és az 1 szamjegy kozott
csupa 0 van.

Ugyanigy, ha az n-edik ember az i. szobét vélasztja (ahol i # 1 ésn > 1), akkor
i >n és az n és 1 sorszamu szamjegyek kozott minden szam 0 lesz. Ha az n-edik
ember az 1-es szobat vélasztja, akkor minden n feletti szamjegy 0 lesz.

Olyan nem fordulhat el6, hogy az els6 szamjegy 1 és a tobbi 0, mert az elso
ember elfoglalja valakinek a szobajat.
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Ilyen médon minden ilyen kettes szamrendszerbeli szambdl egyértelmiien ki-
szamolhatd, hogy ki melyik szobaba ment és forditva: abbdl, hogy ki melyik szobaba
ment, leirhaté pontosan egy kettes szamrendszerbeli szam.

(P1. 100100100110100...0010: Az 1. ember a 4. szobdba ment, a 4. ember
a 7. szobédba, a 7. ember a 10. szobdba, a 10. ember a 11. szobaba, a 11. ember
a 13. szobéba, ..., a 99. ember az 1. szobaba. Mindenki mas a sajat szobajaba
ment.)

Osszesen tehat 299 — 1 4+ 1 = 299 eset van.

Fraknéi Addm (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 11. évf.)

V. megoldas. Tekintsiik a feladatot altalanosan: n egy adott pozitiv egész,
és n matematikus érkezik a széllodaba, 1-t6l n-ig szdmozott szobdkba a feladatban
lefrt médon. Teljes indukciéval belatjuk, hogy ekkor a vendégek 2"~ !-féle sorrend-
ben koltozhettek be a szobdkba. Ez n = 1 esetén nyilvanvaléan igaz, hiszen 1 ember
csak egyféleképp koltozhet be az egyetlen szobédba.

Tegyiik fel, hogy egy adott n pozitiv egészre beldttuk, hogy n vendég 27 1-
féleképpen koltozhet be a leirt modon. Ezt felhasznédlva szamlaljuk 6ssze, hanyfé-
leképpen koltozhet be n + 1 matematikus.

Megfigyelhetd, hogy az n + 1. matematikus vagy az egyes szamu, vagy az
(n + 1)-es szdmu szobdba koltozhetett be, hiszen ha az ¢. szdmu szoba 2 < i < n-re
még szabad az i. matematikus érkezésekor, akkor 6 ide koltozik, és elfoglalja azt,
tehét az (n + 1)-edik vendég mar nem koltozhet ide.

Az olyan bekoltozési sorrendek szama, melyekben az n + 1. matematikus
az (n + 1)-es szobaba keriil, éppen 2”71  hiszen ekkor az elsé n vendég beérke-
zési sorrendjére igaz, hogy az els6 vendég egy tetszOleges, 1-t0l n-ig szamozott
szobaba koltozott, a tobbi vendég pedig, ha tud, a sajat sorszaméval megegyezd
szobaba, egyébként pedig egy tetszoleges, 1-t6] n-ig szdmozott szobédba keriil, ami
éppen az indukciés feltevésiink dltal megszdmolt (azaz az n vendégre vonatkozd)
sorrendek szama.

Most tekintsiink olyan sorrendeket, melyekben az n + 1. matematikus az 1-es
szobaba keriil. Vegyiink egy ilyen sorrendet, és tegyiik fel, hogy benne az i. ven-
dég koltozott az (n + 1)-es sorszdmi szobdba (ahol 1 < i < n a feltevés szerint).
Tekintsiik azt a sorrendet, melyben minden vendég ugyanabba a szobaba kertiil,
kivéve az i. és az utolsé vendéget, mert ezek szobdit felcseréljiik (tehdt az . ven-
dég az l-es szobédba, az n + 1. vendég pedig az (n + 1)-es szobdba keriil). Az igy
kapott sorrend tovébbra is a feltételeknek megfeleld, hiszen i # 1 esetén az i. ven-
dég az eredeti sorrendben sem az i. sorszamu szobaba keriil, azaz tetszolegesen
valaszthat szobat, akar az els6t is, i = 1 esetén pedig az els6 vendég egyébként is
tetszOlegesen vélaszthat. Az i. vendég el6tt érkezdk tovabbra is szabdlyosan kol-
toznek be, és az utdna kovetkezdk is, hiszen i < j < (n+ 1)-re a j-edik vendég nem
koltozhet az (n + 1)-es szdmu szobédba, mert ekkor az n + 1. vendégnek nem lenne
helye (az 1-es és az (n + 1)-es szoba is foglalt lenne mér, ami nem lehet). Igy tehat
minden sorrendhez, melyben az n 4+ 1. matematikus az 1-es szobdba keriil, rendel-
hetd egy olyan, melyben az (n + 1)-edikbe keriil. Ugyanez a hozzarendelés visszafelé
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is elvégezhetd: ha az (n + 1)-edik matematikus az (n + 1)-edik szobdba koltozik, és
az i-edik vendég az egyes szobdba, akkor az ¢ szobdikat kicserélve ismét megfeleld
sorrendhez jutunk. Konnyen lathatd, hogy ezek a hozzarendelések egymas inverzei,
igy azon sorrendek szdma, melyekben az n + 1. matematikus az egyes sorszdmu
szobaba koltozik, ugyanannyi, mint melyekben az (n + 1)-es szdmiba, azaz 2"~1.
A kettSt Osszevetve kapjuk, hogy n + 1 matematikus éppen 2 - 2"~ = 2"-féleképp
koltozhet be. Ezzel az indukcids 1épést belattuk.

Az eredményt n = 100 esetén alkalmazva kapjuk, hogy 100 matematikus 2°°-
féleképp koltozhet be.

Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.)

97 dolgozat érkezett. 4 pontos 52, 3 pontos 30, 2 pontos 10, 1 pontos 5 dolgozat.

B. 4980. Legyen n > 3 pozitiv egész, ay,as, ..., a, pedig pozitiv valds szdmok.
Igazoljuk, hogy

1<

ai a9 Qg |:TL]

+ + ...+ -
an +a;+ay a;+az+as Ap_1+ apn + aq 2

és az egyenliotlenség bal oldala nem cserélhetd nagyobb, a jobb oldala pedig kisebb
szamra (ahol [x] az x szdm egész részét jelenti).

(6 pont)

Megoldas. Konnyen lathato, hogy a; = ni és m — oo esetén, ha i #£ 1, akkor

a; 2.2 7 al 2.2 7 . 7 . .
PTE— hatarértéke 0 lesz, P——" hatarértéke pedig 1, ezért a teljes Osszeg

1-hez konvergdl. Az is 1atszik, hogy ha minden a1 = 0, és minden ag;, = 1 lenne,
akkor az Gsszeg éppen % egész része lenne; azonban az a; szamok eléirt pozitivitasa
miatt agi+1 = 0 helyett az asg41 — 0 esetet vizsgdljuk: ilyenkor az Gsszeg tetszéle-
gesen kozeliti az % egész részét. Ezzel a feladat masodik részének két kvetelményét
igazoltuk.

Ratériink a két egyenl6tlenség bizonyitasara.

Az1 szigori alsé korlat: n = 3 esetén a harom tag Osszege % = 1. Belat-
juk, hogy ha minden a, ..., a, pozitiv szdm n-esre az Gsszeg 1-nél nagyobb, akkor
ez minden pozitiv ai, ..., an41 szdm n + l-esre is teljesiil. Legyen a; az aq,...,Gn41
szamok koziil a(z egyik) legkisebb; ekkor specidlisan a; < a;—1 és a; < a;4+1. Tekint-
siik azt a szam n-est, amelyet az ay, . .., a,41 szdmokbdl az a, elhagyasaval kapunk.
Az ehhez a szam n-eshez tartozé Osszeget az ay, ..., a,1-hez tartozd 6sszegbdl ki-

vonva a kiilénbség:

ai—1 n a; i1 B
Qi—2+tai—1+a; Qi1+ a; +a;+1 G+ Qi1+ Qg2

Q-1 i1

Gi—2+ ai—1+ a1 Gi—1 + Qi1 + Qiy2

_ < Ai—1 _ i1 > N
ai—2+taj—1+a; a_2+a;—1+a;1
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41 Qi1 a;
+ ( - ) i |
a; + Qiy1 + Qip2 Q-1+ i1 + Qip2 ;-1 + a; + Gi41

Itt az els6 kiilonbség a; < a;41, a masodik pedig a; < a;—1 miatt nemnegativ,
az utolsé tag pedig az aj szamok pozitiv voltabdl adéddan pozitiv, tehat az n 4+ 1
szamhoz tartozo 6sszeg nagyobb, mint az a; elhagyasaval kapott n szamhoz tartozé
Osszeg; ezzel az els6 egyenlotlenséget az n szerinti indukcidval belattuk.

Az [g] szigori felsd korldt: Barmely két szomszédos tag Osszege legfeljebb 1,
hiszen

a; Ait1 a; + Qi1
+ <
ai—1+a;+ar1  a+ai41+ 042 G+ G

Tehat paros n-re kettesével Gsszepéarositva a tagokat, éppen a kivant allitast kapjuk.

Paratlan n-re indukciéval bizonyitunk; n = 3 esetén a harom tag 6sszege, mint
. . 3
kordbban lattuk, 1 = [5]

Tegyiik {6l ezutan, hogy az egyenl6tlenség barmely n — 2 = 2k + 1 szdm esetén
fenndll, és tekintsiink n = 2k 4+ 3 pozitiv szamot. Ha létezik koztiik a;,a;,_1 1gy,
hogy a;—1 = a;4+1 és a; > a;—o, akkor 6ket elhagyva, a kapott n — 2 tagi sorozathoz
tartozé osszeget jelolje S(n —2), az n szdmbdl allé sorozathoz tartozd Osszeget
pedig S(n). Ekkor

S(n) = S(n—2) — < i-2 iz ) _
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=S(n—-2)+1,

ami az indukcios feltevés szerint kisebb, mint [nT_Q] +1< [%] fgy az allitdas minden
pozitiv szam n-esre is igaz.

Végil, a megfeleld, a;—1 > a;4+1 és a; > a;,—o feltételeket kielégité a;,a;—1
par megtalaldsdhoz valasszuk a;-nek a szamok legnagyobbikét; ekkor specidlisan
a; > a;—2. Ha ezen kivill a;_1 > a;41 is teljesiil, akkor az a;,a;—1 par megfeleld.
Ellenkez6 esetben a;41 > a;—1, akkor viszont az a;41,a; par felel meg.

Szabé Kornél (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

39 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13 versenyzé: Argay Zsolt, Biczé Benedek,
Dékany Barnabas, Dobak Déniel, Fiiredi Erik Benjdmin, Gy6rfi Adam Gyérgy, Gyorfly
Agoston, Hegediis Déniel, Kerekes Anna, Nagy Nandor, Szabé Kornél, Telek Zsigmond,

Weisz Mété. 5 pontos 7, 4 pontos 3, 3 pontos 7, 2 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat. Nem
versenyszeri: 3 dolgozat.
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