QF 2019.2.11 — 17:03 — 82. oldal — 18. lap KéMalL, 2019. februsr EF

Meg kell oldanunk a 3773 < ﬁ egyenl6tlenséget. Mindkét oldal tizes alapu
logaritmusat véve adddik, hogy n > 9,93, tehdt n > 10. A sorozat azon tagjai
kisebbek Lg—nél, amelyeknek indexe legalabb 10. Ezek az elemek egy mértani
sorozat tagjai, a bel6liik képzett mértani sor konvergens és Osszege:

- 377 1
T =3T3 = =
23 +30 158

1
n=10 1- 3

Fridrik Richard
Magister Universitas
Matematika Szekcid

Szeged

C gyakorlatok megoldasa

C. 1452. Egy 13 cm sugarid kérbe irhato trapézrol tudjuk, hogy dtloi a kor
kézéppontjdtol 5 cm-re helyezkednek el. Legfeljebb mekkora lehet a trapéz terilete?

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra
jeloléseit és legyen a B.D atlé felez6pontja
az F, az AC 4tl6é a G pont, az atlok met-
széspontja M, végill DMC< = v. A kor
sugara r = 13 cm, az atlok tavolsaga a kor
koézéppontjatél OF = OG =d =5 cm.

A trapéz atléi a korben hurok. A huar
felez6 merdlegese dtmegy a kozépponton,
igy OF B<t = 90°. A Pitagorasz-tételt fel-
irva az OF B derékszogii hdromszogben:

BF =\/r2 —d? = /132 — 52 =

=+v144 =12 cm,

1. dbra

ebbdl pedig
AC = BD =2BF =24 cm.
A trapéz teriilete tehat:

1 1
T:i-AC-BD-sin’yz§~24-24~sin’y:288-sin’y.

Mivel siny értéke legfeljebb 1, ezért a teriilet akkor maximalis, ha siny = 1, vagyis
~v = 90°. Ekkor a teriilet: Tinax = 288 cm?.
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II. megoldas. A kor sugara 13 cm, a kor kdzéppontjatol a hurnégyszog 4tloi
5 cm tavol vannak. Rajzoljuk be az egyik atlot, és a végpontjait kossiik Ossze
a kor kozéppontjaval (2. dbra) Az igy keletkezett két vonal egyenlé hosszi, hiszen
mindketté a kor sugara, tehat az atléval egy egyenld szart haromszoget alkotnak.
A héaromszoget felezziik el az alapjaval szemkozti cstcsbdl hizott magassaggal.
Az igy kapott haromszogek derékszogiiek, hiszen két oldaluk merdleges egymédsra,
és egybevagok, mivel oldalaik paronként egyenl6 hossziiak. Egy ilyen derékszogii
haromszog egyik befogdja a kor koézéppontjanak és a hiurnégyszog egyik atlojanak
tdvolsdga, tehat 5 cm hosszi, a befogdja a kor sugara, tehdt 13 cm hosszi, igy
a masik befogd, ami az atlé fele, a Pitagorasz-tételbol szamolhaté: 12 cm hosszu.

2. dbra 3. dbra

Egy hurnégyszog atloi egyenlo hossziak, tehat a hirnégyszog mindkét atloja
24 cm hosszi. A hurnégyszog dtdarabolhaté egy olyan téglalappd, amelynek egyik
atldja megegyezik a hirnégyszog egyik atldjaval (3. dbra).

Egy téglalap két szomszédos oldalara és egy atlojara szintén felirhaté a Pita-
gorasz-tétel, mely szerint a két szomszédos oldal hosszanak négyzetosszege egyenld
az atfogd hosszanak négyzetével. Ugyanezen két oldal hosszédnak szorzata egyenld
a téglalap, és igy a hurnégyszog teriiletével is. A két oldalt a-val és b-vel jelolve
irjuk fel a mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenltlenséget:

[a? + b2 24
< _
vab < 5 7’

242
ab < —.
2

Az egyenlOtlenség szerint két adott négyzetdsszegii szdm szorzata akkor a leg-
nagyobb, ha a két szam egyenld, tehdat a maximalis teriiletii téglalapban a két
szomszédos oldal egyenl6 hosszi, vagyis a téglalap négyzet. Egy négyzet teriilete

2
az atlok szorzatédnak fele, esetiinkben % = 288 cm?.
Tehdt a hirnégyszog teriiletének maximélis értéke 288 cm?.
Czett Mdtyds (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn., 10. évf.)

102 dolgozat érkezett. 5 pontos 63, 4 pontos 1, 3 pontos 10, 2 pontos 12, 1 pontos 6,
0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszerii: 4 dolgozat.
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C. 1462. Egy szamtani sorozat elsé tagja a1 = 3, differencidja 9. Bizonyitsuk
be, hogy a sorozat tagjai kozott minden természetes k szdm esetén szerepel 3 - 4F.

I. megoldas.

3-4F=33+1)" =3 (3’“+ (];>3k1+ <I;)3’“2+...+ (kk 1)31+1> -

=3B8n+1)=9n+3

(mivel a 3%, 38=1 382 3! szamok mindegyike oszthaté 3-mal, ezért az Gsszeg
is oszthaté 3-mal, igy felirhaté 3n alakban, ahol n természetes szam).

A szédmtani sorozat elemei a,, = 3+ 9(m — 1) alakdak. A sorozat tartalmaz
minden olyan természetes szdmot, amely 9-cel osztva 3-at ad maradékul, tehat
az Osszes 3 - 4% alaki szdmot is, hiszen azok is 9-cel osztva 3 maradékot adnak.

Bérczi Péter (Szegedi Dedk Ferenc Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Tobb megoldé felismerte, hogy (a,,) minden tagja 9-cel osztva 3-at ad
maradékul, és ebbél kivetkeztetett arra, hogy ha 3 - 4 is ilyen alakd minden k-ra, akkor
kész az &llitds bizonyitdsa. Ez igy viszont nem igaz. A megdllapitds akkor helyes, ha
a megoldo azt veszi észre, hogy a,, minden olyan pozitiv egész szamot tartalmaz, mely
9-cel osztva 3-at ad maradékul. Ebbé]l mér kovetkezik, hogy ha 3 - 4¥ is ilyen alaki, akkor
minden k-ra tagja a sorozatnak.

II. megoldas. a; = 3, d = 9: a sorozat tagjai 3 + 9n alakiak, ahol n termé-
szetes szam. Belatjuk, hogy minden k esetén van megfelel6 n.

3.4F =34 9n,
3-4F =3(3n+1),
4F =3n 41,
4% 1 =3n,
28 +1)(2% — 1) = 3n.

Ha k péaratlan, akkor a (2% + 1) tényezébdl, ha pedig péros, akkor a (28 — 1) =
= (2™ —1) = (4™ — 1) tényez8bSl emelhetd ki a 3, tehdt a két tényezd szorzata
mindig oszthatd 3-mal, és igy barmely k esetén van megfelelé n természetes szam.

Német Franciska (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldas. A szamtani sorozat els6é tagja a; = 3, differencidja d =9,
altalanos tagja a, =3+ (n—1)-9. A sorozat els6 hat tagja: 3; 12; 21; 30; 39;
48. Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha k = 0, akkor 3-4° = 3; ha k = 1, akkor
3-4' =12, ha k = 2, akkor 3 - 42 = 48 — vagyis ezekben az esetekben igaz az 4llitas.

Most belatjuk, hogy ha 3 - 4* tagja a sorozatnak, akkor 3 - 4**! is tagja.

3481 3.4 =3.484 - 1)=3.4".3=9.4"
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Mivel 3 - 4k+1 és 3. 4% kiilonbsége 9 tobbszorose, ezért ha 3 - 4% tagja a fenti soro-
zatnak, akkor 3 - 41 is tagja.

Tehét minden k-ra teljesiil, hogy 3 - 4% tagja az a,, = 3+ (n — 1) - 9 sorozatnak.

Szalontai Kinga Sdra (Budapest, Dedk Téri Evangélikus Gimn., 10. évf.)

100 dolgozat érkezett. 5 pontos 57, 4 pontos 18, 3 pontos 11, 2 pontos 3, 1 pontos &,
0 pontos 3 dolgozat.

C. 1482. Igazoljuk, hogy

3+ 2v2
< —.

2sinz + sin (2z)| 5

3v3

I. megoldas. Belatjuk, hogy a fiiggvény maximuma TS Ez kisebb, mint

%ﬁ, ugyanis a nevezdk elhagyasa utdn a szamlalokat négyzetre emelve a bal

oldal 27, a jobb oldal 17 4 12v/2, ami legalabb 29, 1évén /2 nagyobb, mint 1.
(A két szdm kerekitve 2,60 és 2,91. )

A szinusz-fiiggvény kétszeres szogekre vonatkozd szabdlya szerint sin(2x) =
= 2sinz cosz, tehat a bal oldalon az abszolutértéken beliili kifejezés igy is felirhato:

(1) 2sinz + 2sinx cosx = 2sinx(cosx + 1).

Mivel az eredeti egyenlétlenségben mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés
ekvivalens atalakités:

2
(2) 4sin® z(cosz + 1)° < (3\/3) _

2 47

Mint ismeretes, minden z valés szdm esetén sin® z 4 cos? z = 1. Tehat sin® z =
=1-cos?z = (1 —cosz)(1+cosx), amit (2) bal oldaldba befrva (4-gyel val6 osztés
utan):

27

(1 —cosz)(1+cosz)(cosz + 1)° < 6
27

(1 —cosz)(cosz +1)* < 6

Mindkét oldalt 3-mal szorozva:

81
(3) (3 —3cosz)(cosz +1)° < 16

A bal oldali négytényez&s szorzatban minden tényez$ nemnegativ, mert cosz
minimuma —1. Ezért felirhaté a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenltlenség
négytényezds alakja:

a1+a2+a3+a4
4 )

Vaiazazas <
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amit negyedik hatvanyra emelve igy is irhatunk:

a1+a2+a3+a4>4
1 .

1020304 < (

Ha a négy tényezbnek a (3) bal oldaldn szereplé dolgokat vessziik, akkor azok
Osszege éppen 6, ugyanis a —3cosxz és a 3 darab cosz kiejti egymast. A jobb

oldalon ekkor ennek negyede, azaz % szerepel a zardjelben, aminek a negyedik

hatvanya valéban ?—é Ezzel az allitast belattuk, tehdt egy erésebb felsé korlatot
adtunk a kifejezésnek.

Egyenl6ség lehet (3)-ban, mégpedig akkor, ha 3 —3cosz =cosz + 1, azaz
cosx = % Ekkor visszairva, az (1)-beli kifejezés értéke valéban

2.(i§)(;+1):ﬂ’2\/§

szerepel (attdl fiiggben, hogy a sinz a i\/?g koziil melyik értéket veszi fel, de
az abszolutérték miatt ez ugyanezt a széls6értéket adja).

Nyitrai Bogldrka (Briisszel, European School, 11. évf.)

II. megoldas. Legyen f(z) = 2sinx + sin(2z). Ennek ott lehet szélséértéke,
ahol a deriviéltja 0:

J'(z) = 2cosz + cos(2z) - 2 = 0,

cos x + cos(2x)

cos(2z) = —cos z,

cos(2x) = cos(m — x).

Vagyis 2 = m — x + k- 2w (ahol k € Z), vagy pedig 20 =z — 71+ - 27 (ahol | € Z).
Az els6 esetben x = % + k- %ﬂ, a masodikban pedig x = —7m 4 [ - 27. Ez utdébbi
megoldashalmazt tartalmazza az elébbi, igy kiilon vizsgalni sziikségtelen.

Mivel a koszinusz fiiggvény értékeit periodikusan veszi fol, periddusa pedig
w = 27, {gy elég a [0; 27) intervallumon tabldzatot késziteni.

e b {5y [ GO W

f (x) + — 0
() Va lokélis maximum N inflexiés pont
. 5w 5m 5m,
ve | (%) 3 (5s27)
f(z) - 0 +
' (z) N lokalis minimum V
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Tehét f(z) maximalis csak (% +m- 271')—né17 minim4lis csak (5% +n- 271')—né1 lehet

(ahol m,n € Z).

m 7T om 7r 3v3
f(g+mam)=1(3)=2smgrsin(23) ="
f<537r+n.27r> f(‘?) 2sin537r+sin<2.5;) :,32£.

Mivel %g ~ 2,598 és %ﬁ ~ 2,914, igy ’f(a:)‘ < %ﬁ < 3—%\/5, vagyis
3+2v2

|2sin z + sin (22)| < 3

és pontosan ezt szerettiik volna belatni.
Spdnyik Teodor (Budapest, Képz6- és Iparmiivészeti Szakgimn. és Koll., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A leggyakoribb hiba az volt, hogy a megoldé feltette, hogy
a bal oldali két tagu 6sszeg akkor maximalis, ha valamelyik tag maximélis (azaz
azt a két esetet vizsgélta meg, amikor 2sin z maximélis vagy sin(2z) maximalis).

2. Sok helyen hidnyzott a kiszamolt szélséértékek és a jobb oldali szdm értéke
kozotti egyenlGtlenség igazolasa.

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 12 versenyzé: Agécs Katinka, Ajtai Boglarka,
Almési Adél Csilla, Bukor Benedek, Debreczeni Tibor, Jankovits Andrds, Molnéar Istvén,
Németh Csilla Marta, Nyitrai Boglarka, Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szécsi Adél
Lilla. 4 pontos 7, 3 pontos 1, 1 pontos 11, 0 pontos 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4915. Adottak az Ay, As, Az, Ay, As és P dltaldnos helyzetd pontok
a sikon. Jelolje k; azt a szamot, ahdnyféleképpen az Ay, As, Az, Ay, As pontok
koziil kivdlaszthato i darab ugy, hogy a kivdlasztott pontok konvex burka tartalmazza
P-t. Mutassuk meg, hogy ks = ky.

(5 pont)

Megoldas. Jelolje h4 (i = 1,2,3,4,5) azon hiromszogek szamét, amelyek-
nek minden csicsa az {A;, As, Az, Ay, A5} \ {A;} pontok valamelyike, és tartal-
mazzék P-t. Igy minden P-t tartalmazé haromszoget pontosan ketts h4i-ben sza-
molunk meg, pl. ha P € A; Ay A3/, akkor az A; Ay As/\-et megszamoltunk h™4 és
h4s kiszémitdsa kozben. Kovetkezésképpen ks = (hA1 +...4+ hAS)/Q.
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