QF 2019.2.11 — 17:03 — 73. oldal — 9. lap

b

a) A 2. dbrdn a hid vdzlatos oldalnézetét latjuk. Hatdrozzuk meg a hid gorbéjé-
hez tartozo két paraméter értékét 3 tizedesjegyre kerekitve (a talajszintet tekintsiik
az z-tengelynek.)

b) Hatdrozzuk meg, hogy az A pontban a hid milyen szbget zér be a vizszin-
tessel.

¢) Reklamfeliilelet szeretnének felszerelni a hid egyik oldaldra gy, hogy a fe-
lillelet a talajszint, a hid és a két fa zarja kozre. Mekkora feliilet keletkezik igy?

(16 pont)
9. a) Hany osztéja van a 2018 - 2019, illetve a 201829 szdmnak?
b) Mennyi az egyik, illetve a mésik szdm osztdinak az Gsszege?
¢) Bizonyitsuk be, hogy 20182 legalabb 3 - 2019 szdmjegybdl 4ll.
d) Melyik nagyobb: 20182°19 vagy 201920187 (16 pont)

Ratké Eva
Budapest
(zommel német érettségi feladatokbdl vélogatva)

Megoldasvazlatok a 2019/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

A Magister Universitas érettségi felkészité az 2000-es évek eleje 6ta miikodik.
Jelenleg harom varosban lehetséges felkészité tanfolyamainkra jelentkezni: Buda-
pesten, Szegeden és Debrecenben. Matematika, fizika, kémia, bioldgia, torténelem,
magyar és angol tantargybdl készitiink fel didkokat az érettségire emelt- és kozép-
szinten is. Didkjainknak sajat tandraink &ltal kifejlesztett és gondosan szerkesz-
tett tananyagainkkal konnyitjiikk meg az érettségire vald felkésziilést. Jelentkezni
a https://erettsegi-felkeszito.hu/ oldalon tudtok. Még idén is érdemes be-
csatlakozni intenziv tanfolyamainkra. Aki jovore vagy kés6bb érettségizik a fenti
targyak akdarmelyikébdl, szivesen latjuk érettségi felkészitéinken. Ne maradjatok le!

I. rész

1. Kilencjegyti pozitiv egész szamokat képeziink gy, hogy a képzett szdmban
szerepld szamgjegy annyiszor fordul eld, amekkora a szamjegy. Hdny ilyen kilenc-
jeqytt szdm képezhetd? (11 pont)

Megoldas. A szam szamjegyei k6zott nem szerepelhet a 0. A lehetséges ese-
teket aszerint soroljuk fel, hogy mi a legnagyobb szamjegy, ami a felirt kilencjegyii
szamban szerepelni fog.

1. eset: 9 darab 9-es jegy. Ebbol 1 darab kilencjegy(i szam van.
2. eset: 8 darab 8-as, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl 9 szdm képezheto.
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b

3. eset: 7 darab 7-es, 2 darab 2-es jegy. Ezekbdl a szamjegyekbol (g) = 36 szam
képezhetd.

4. eset: 6 darab 6-os, 3 darab 3-as jegy. Ezekbol (g) = 84 szam képezhetd.
5. eset: 6 darab 6-o0s, 2 darab 2-es, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl O 959 sz4m

6!-21
van.
6. eset: 5 darab 5-0s, 4 darab 4-es jegy. Ezekbdl (Z) = 126 szam képezhetd.
7. eset: 5 darab 5-0s, 3 darab 3-as, 1 darab 1-es jegy. Ezekbdl 5,9—|3, = 504 szdm
van.

8. eset: 4 darab 4-es, 3 darab 3-as, 2 darab 2-es jegy. Ezekbdl = 1260

Szam van.

9!
41.31-2!

Tehat Gsszesen 2272 darab kilencjegyti szam képezhets, amely a feladat felté-
teleit kielégiti.

2. Tekintsiik a kovetkezd allitdsokat:
A: Ha egy fiigguény periodikus, akkor van legkisebb periddusa (alapperiddusa).

B : Létezik olyan 10 csiuccsal rendelkezd grdf, melynek fokszdmai egy névekvd
szamtani sorozat eqymdst kovetd tagjait alkotjdk.

C: Ha a, ésb, korldatos sorozatok, akkor a,b,, is korldtos.

a) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitas megforditasdt. Déntsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A 4llitds hamis, mert pl. az f(x) = 5 fiiggvény periodikus,
de nincs legkisebb periddusa.

A B allités igaz, pl. a tizpontt graf cstucsai rendelkezzenek rendre 1;2;...;10
hurokéllel. Ekkor a csiicsok fokszamai rendre 2;4;...;20, ami névekv6 szamtani
sorozat.

A C allitas igaz, mert ha a,, és b, korldtos sorozatok, akkor megadhatdk olyan
k; K > 0 szamok, hogy tetszéleges n € N esetén |a,,| < k és |b,| < K. Innen adddik,
hogy |a,b,| < k- K, tehét a,b, korlatos.

Megjegyzések. Az A allitashoz j6 ellenpélda még pl. az tin. Dirichlet fliggvény,
f:R—={0;1}, f(z) =0,haxz € Qés f(x) =1, haz € R\ Q. Ez a fiiggvény barmely
p € Q7 szerint periodikus, de nincs alapperiédusa, mert nincs legkisebb pozitiv
racionalis szam.

Ha a B &llitasnal megkoveteljiik, hogy a gréaf legyen egyszerti, akkor mar nem
tudunk a feltételeknek megfelelé grafot megadni. Ennek oka az, hogy egy adott
csucs fokszama a 0;1;2;...;9 értékek kozil keriil ki, de a 0 és 9 egyiitt nem
szerepelhet a fokszamok kozott, tehat a skatulya-elv miatt lesz két azonos fokszama
a grafnak. Ha lesz két azonos fokszam, akkor a fokszamok nem alkothatnak névekvd
szamtani sorozatot.
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b) A C 4llitds megforditdsa: Ha az a,b, sorozat korldtos, akkor az a, és b,
is korlatos sorozatok. Ez hamis allitas, ugyanis legyen a,, =n és b, = % Ekkor
anb, = 1, ami nyilvan korlatos, de a,, nem korlédtos.

3. Tekintsiik az ABC hdromsziget, ahol A(0;1), B(3;4) és C(4;—3).

a) Hatdrozzuk meg a hdromszdg szdgeinek nagysdgdt. (4 pont)
b) Irjuk fel a hdromszdg koré irt kér egyenletét. (3 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a hdromszdgbe irhatd kor sugardnak pontos értékét.
(3 pont)
d) Szamitsuk ki annak a pontnak a koordindtdit, amelyben a B-bdl induld belsd
szdgfelezd metszi a szemkdézti oldalt. (4 pont)

Megoldas. a) Eldszor kiszdmoljuk a hdromszog oldalainak hosszat: AB =
=3v2; AC = 4y/2; BC = 5v/2. Mivel AB? + AC? = BC?, ezért Piithagorasz té-
telének megforditasa miatt o = 90°.

A hegyesszogeket szogfiiggvénnyel szamoljuk ki, tg 8 = ﬁ—g = §7 innen [~
~ 53,13° és v = 90° — B ~ 36,87°.

b) Mivel a hdromszog derékszogii, ezért koré irt korének kozéppontja az atfogd
fele;é]%ontjéval egyezik meg és a sugara az &atfogd fele. Az atfogd felezépontja
F(%:3).

272

Az &tfogd hossza 5v/2, igy a koré irt kor sugara %ﬁ Tehat a koré irt kor

2 2
egyenlete (ac — %) + (y — %) = % vagy méas alakban z2 + y? — 72 — y = 0.
Megjegyzés. A koré irt kor kozéppontjat meghatarozhattuk volna az oldalfelezd mers-
legesek metszeteként is, viszont ez jelenleg nem praktikus, mert a hdromszog derékszogti.
¢) Hasznéljuk az r = % képletet. A teriilet T = M =12, a keriilet fele

pedig 6v/2. Innen r = /2 adédik.

Megjegyzés. Derékszogli haromszog 1évén az ismert r = = /2 alapjin

is megkaphatjuk a beirt kor sugarat.

AB+AC—-BC
2

d) Jeloljitk L-lel azt a pontot, ahol a B-b6l indulé belsé szogfelezd metszi az AC
oldalt. A szogfelez6tétel szerint é—é = g—g = %, azaz az L pont az AC szakaszt 3 : 5
34450, 3-(*3)+5-1) _ (é. _l)

8 ’ 8 —\2 2/

aranyban osztja ketté. fgy L koordinatati: L(

4. a) Adjuk meg a kivetkezd kifejezés értelmezési tartomdnydt:

3 -5z
108, 2642 (2334-4> . (10 pont)

b) Hatdrozzuk meg az A; B; C kijelentések logikai értékét, ha tudjuk, hogy
az alabbi dllitds logikai értéke hamis.

(A< B)— (BVC(). (4 pont)
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Megoldas. a) A log, b kifejezés akkor van értelmezve, ha a > 0; a # 1; b > 0.

Tehat x4+ 2 — 622 > 0, tovabba . +2 — 622 # 1 és g;iﬁ > 0. A méasodfoku egyenl6t-

lenség megoldasa x € ] — %; %[, mivel az egyenlStlenségbél képzett x + 2 — 622 = 0
egyenlet gyokei 1 = —% 6S To = % és a parabola lefelé nyilé. Mivel z +2 — 622 # 1,

ezért x # —% és x #£ %
A tortes egyenldtlenség megoldédsa x € ] -2 %[, ugyanis

3—b5x
2x+ 4

>0 (3=5z>0)A(2z+4>0)V(B-5z<0)A(2z+4<0)).

Mindezeket egybevetve kapjuk, hogy a kifejezés értelmezési tartoméanya

13 \ 11
2’5 372
b) Az (A < B) — (B V C) kijelentés pontosan akkor hamis, ha elétagja igaz
és utdtagja hamis, tehat A <> B =1 és BV C = h. Mivel a BV C kijelentés logikai
értéke hamis, ezért B és C is hamisak. Tudjuk, hogy A <+ B =i, igy A és B logikai
értékének meg kell egyeznie. Mivel B hamis volt, ezért A is hamis. Tehat a fenti
kijelentés akkor hamis, ha A; B; C is hamisak.
Megjegyzés. A feladatot megoldhattuk volna igazsdgtdablazat felirdasdval is.

II. rész

5. a) Egy négyponti ires grdfba berajzolunk hdarom €lt gy, hogy a grdf eqyszerd
legyen. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az igy kapott graf dsszefiiggd lesz?

(5 pont)

b) Hdany négy hosszi kirt tartalmaz egy tizpontd teljes grdf? (4 pont)

Egy angolos nyelvi csoportban, ahol 6t fiv €s 6t ldny tanul, minden dra elején
szodolgozatot irat a tandrnd. A szédolgozatot mindig 6t tanuld irja meg ugy, hogy
tandruk eqgymdstol fiiggetlendil, egyenld valésziniiséggel valasztja ki a tanuldkat.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dolgozatot iré tanuldk kozétt a fiuk
és a ldnyok szdmdnak eltérése legfeljebb 27 (3 pont)

d) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy dt egymdst kévetd szédolgozatndl az té-
dik lesz az elsd olyan, ahol teljesiil, hogy a dolgozatot iré didkok szdmdnak eltérése
legfeljebb 27

Eredményeinket tizezredekre kerekitve adjuk meg. (4 pont)

Megoldas. a) A kérdezett esemény komplementerének valGszin{iségét hataroz-
zuk meg. Egy négypontu teljes grafnak (3) = 6 éle van. Ebbdl jeloliink ki harmat,
ezt (g) = 20 kiilonb6z6 médon tehetjiikk meg. Ez az Gsszes esetek szama. A komple-
menter esemény az, hogy ha kijeloliink harom élt, akkor azok nem alkotnak Gssze-
fiiggd grafot. Gondoljuk meg, hogy harom él (melyek megfelelnek a feladat feltétele-
inek) mikor nem alkot 6sszefiiggd gréfot. Pontosan akkor, ha egy harom hosszisagui
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kort hataroznak meg. Ezt (g) = 4 kiilonb6z6 médon tehetik meg. Tehéat a komple-

, e 4 . . b w16
menter esemény valdszinlisége 50 %Az a kérdezett esemény valdszintlisége 50 = 0,8

Megjegyzés. A kedvezd esetek szdma pontosan azt adja meg, hogy hény négy-
ponti szamozott fa van. Ezek szdmét az un. Cayley-tétel megadja, ami kimondja,
hogy az n ponti szdmozott fak szdma n™ 2, tehat jelenleg 42 = 16.

b) Eldszor azt gondoljuk meg, hogy ha adott egy négypontu teljes graf, akkor
abban hany négy hosszusagu kor van. Legyenek a pontok pl. A; B; C; D. Az ezek
altal meghatarozott teljes grafban az aldbbi négy hosszu korok vannak: ABCDA;
ABDCA; ACBDA. A tizpontu teljes graf (140) = 210 ilyen négypontt teljes részg-
rafot tartalmaz, melyek mindegyike 3 darab négy hosszi kort hataroz meg, ezért
a valasz a kérdésre 210 - 3 = 630.

¢) A fitk és a ldnyok szdménak eltérése tgy lehet legfeljebb 2, ha 3 fid és 2
lany vagy 2 fiu és 3 lany ir szddolgozatot.

i\ 214 gt~ W) () 2
P(3 fig, 2 lany) = P(2 fig, 3 ldny) = ~2 222 = —
(5) o

igy a keresett valosziniiség %, ami tizezredekre kerekitve 0,7937.

d) Az el6z6 részben % addodott annak az eseménynek a valdszintiségére, hogy
a dolgozatot ird fiuk és lanyok szdmanak eltérése legfeljebb 2. Ennek az esemény-
nek a komplementerének a valészinlisége % Az els6 négy napon a komplementer
esemény és az 6todik napon a kivant esemény kovetkezik be. Az egyes napok fiig-
13)4 50

@ 5, allll

getleneknek tekinthetok egymastdl, ezért a keresett valdsziniiség ( 63

tizezredekre kerekitve 0,0014.

6. a) Az ABCDEF szabdlyos hatszég korilirt korén felvettink egy olyan
P pontot, amely nem csiucsa a hatszognek. Mutassuk meg, hogy a P pontnak a hat-
8209 csucsaitol mért tdvolsagainak négyzetdsszege a P pont helyzetétdl figgetlendl
mandig ugyanakkora. (4 pont)

Az iskolai darts szakkor tdbldja hdromszog alakid, melynek oldalai 13, 14 €s 15
eqysé€g hosszuak. Egy dobdssorozat hét dobdsbol dll. Robi még kezdd jatékos, ezért
szorgalmasan gyakorol. Feltételezziik, hogy a tdbldt biztosan eltaldlja, és a tdbla
minden pontjdt egyenld valdsziniiséggel taldlja el.

b) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy a hét dobasbdl legfeljebb hdromszor
taldl bele a hdromszig beirt kirébe? Vilaszunkat normdlalakban adjuk meg. (6 pont)

A tabla kiilonbozd részeinek eltaldldsa mds-mds pontot ér.

Robi utolsé hét dobdsardl tudjuk, hogy az dtlaguk 120 pont. Pontosan annyi,
mint az adatok medidnja. Az adathalmaz egyetlen mddusza 100 pont. Két dobds
sordn éppen az dtlagnak megfeleld dsszeget dobott, mig a legjobb talalata 160 pontra
stkeriilt.

¢) Szamitsuk ki az elért pontszamok szdrdsdt. (6 pont)

Megoldas. a) Ha lerajzoljuk az abrat, akkor kénnyen latszik, hogy AD;
BE; CF atméroi a kornek. Thalész tétele miatt APD<t = BPE<< = CPF< =90°.
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A 1étrejovd derékszogili hiromszogekben felirhatjuk Piithagorasz tételét: PA? +
+ PD? = AD? = 4r%;, PB% + PE? = BE? = 42; PC? + PF? = CF? = 412, ahol
r jeloli a koriilirt kor sugarat. Ezeket sszeadva kapjuk, hogy PA% + PB? + PC* +
+ PD? + PE? + PF? = 12¢2, ami nyilvéan allandé.

b) El6szér meghatdrozzuk, mennyi annak a valésziniisége, hogy Robi beletaldl
a beirt korbe. A haromszog teriiletét Héron-képlettel hatdrozzuk meg: s = 21, igy
T=+21-6-7-8=284. A beirt kérsugaraT:%:

42 . ¢

P(egy lovés beletaldl a beirt kérbe) = ~ 0,5984.

Annak a valdszintisége, hogy 7 dobasbdl k-szor (k e {0;1;...; 7}) talal bele a beirt
korbe, binomidlis eloszlassal modellezhet:

P(k-szor taldl bele a beirt korbe 7 dobésbdl) = (Z) -0,5984% . 0,40167*.

3

Nekiink a ) (Z) -0,5984F - 0,40167F Gsszeget kell meghatarozni, melynek értéke
k=0

kb. 0,2929, ami normélalakban megadva 2,929 - 10~ 1.
¢) Az elért pontszamokat névekvd sorrendbe rendezve kapjuk, hogy a negyedik
pontszam a 120, mivel ennyi az atlag és az atlag megegyezik a medidnnal. Mivel
Robi kétszer is dobott 120 pontot és az adatok egyetlen médusza 100, ezért leg-
alabb haromszor kellett 100 pontot dobnia. Tébbszoér nem tudott 100-at dobni,
mert a negyedik legnagyobb dobott szam biztosan az adatok medianja, azaz 120.
Tehat azt tudjuk, hogy haromszor dobott 100-at, kétszer 120-at és egyszer 160-at.
Az adatok atlaga 120, ezért a kimaradt dobds csak 140 lehet. A dobédsok novekv§
sorrendben: 100; 100; 100; 120; 120; 140; 160. Ezek szérasa az ismert képlet alapjan

(120 — 2;)°

M=~

s
Il
-

~ 21,38.

7. a) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn.

(1) 4-Va+1+Vo+1=Vab+a+b+1,
(2) 2-vVa+1+5-vVb+1=2-vab+a+b-+1. (8 pont)

b) Kedvenc egyiittesem legijabb albumdn négy dal kiilondsen jora sikeriilt, ezért
mar egy ideje csak ezt a négy dalt hallgatom a telefonomon. A telefon a dalokat
egymds utdn véletlenszerien, egymdstol fiiggetlenil, mindegyiket i valdsziniséggel
jatssza le. Addig hallgatom a zenéket, amig nem kéovetkezik be az elsd ismétlédés.

Hatdrozzuk meg annak a valdszintségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 dalt
kell meghallgassak, majd szdmitsuk ki az elsé ismétlésig meghallgatott dalok szamd-
nak vdrhato értékét. (8 pont)
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b

Megoldas. a) Elészor dtalakitjuk kissé az egyenletrendszert:
(1) 4-Va+1+Vo+1=+/(a+1)-(b+1),
(2) 2-Va+1+5-Vb+1=2-/(a+1)-(b+1).

Most vizsgaljuk meg a fellép6 kifejezések értelmezési tartoményat. Annak kell
teljesiilnie, hogy a > —1 és b > —1. Ha a vagy b értéke —1, akkor a masik értéke is
csak —1 lehet és ez megoldéasa is az egyenletrendszernek.

Most tegyiik fel, hogy a > —1;b > —1. Ekkor nyugodtan oszthatjuk mindkét

egyenletet \/(a+ 1) - (b+ 1)-gyel:

4 1
1 + =1,
(1) vVb+1 Va+1

2 5

® ol Vax1 C

Bevezetve az \/b;—i-il =x; \/al? = y 1j ismeretleneket a

(3) dr+y=1;
(4) 22 + 5y =2

egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldasa: x = %; Yy = % Innen a = 8; b =35
adodik.

Tehat az egyenletrendszernek két megoldasa van: a; = by = —1 és ap = §;
by = 35.

Mindvégig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ezek és csakis ezek a meg-
oldédsai az egyenletrendszernek.

b) Jelsljitk X-szel azt a valdsziniiségi valtozot, amely megadja, hogy hany dalt
kell meghallgatni addig, amig bekovetkezik az els6 ismétlddés. Nyilvan P(X = 1) =
=0¢és P(X =k) =0, ha k > 6, hiszen az 6t6dik dal meghallgatasakor biztosan is-
métlédés lesz, igy P(X = 6) = 0. Kapjuk, hogy P(X =2) = % = %1; P(X=3)=

4-3-2 3 4.3-2-3 9 4-3-2-1-4 3 ‘.
=5 =5 P(X =4)="7" =55, P(X =5) = =5 = 35. Ezek valéban el-
oszlast alkotnak, hiszen Gsszegiik 1.

A véarhato érték:

> 1 3 9 3103
E(X)= k-PX=k)=2--4+3-—-4+4- —+5-— = — ~32.
(X) kZ_Q ( ) 4 + 8 + 3 + 32 32 ’
8. Adott az
23, ha x <3,
F#) = 1942 _ 355 — 3
————+p, ha z>3.
r—3
fiigguény.
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QF 2019.2.11 — 17:03 — 80. oldal — 16. lap

b

a) Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy az f(x) figgvény folytonos
legyen a valds szdmok halmazdn. (4 pont)

Tekintsiik a fenti figgvényt a [—1;2] intervallumon. Legyen ez a g(x) fiigguény.

b) Adjuk meg a g(x) figgvénynek az inverz figgvényét. Adjuk meg az inverz
fiigguény értelmezési tartomdnyadt és értékkészletét is. (4 pont)

Az f(z) figgvény 2 abszcisszdji pontjdba érintét hizunk. (Pont abszcisszdja:
a pont elsé koordindtdja.)

¢) Irjuk fel az érinté egyenletét. (4 pont)

d) Hatdrozzuk meg az érinté és az f(x) figguény dltal hatdrolt korldtos zdrt
stkidom tertiletét. (4 pont)

Megoldas. a) A fiiggvény folytonossiga egyediil az x = 3 pontban kérdéses.
Nyilvan f(3) =27 és lim f(z) = lim 23 = 27. Szdmoljuk ki a jobboldali hatér-
r—3~ r—3~
értéket is, felhasznalva, hogy

1
12z2—35x—3—12-(x—3)-<x—|—12> =(x—3) - (122 +1).

z—3 z—3

z—31 z—31

2 _ _ — .
bm f(@) = lim (123; 35z 3+p):£§1+<(x 3) (12x+1)+p>:

= lim (122 +1+p) =37+p.
z—31
A két féloldali hatdrértéknek egyenlének kell lennie, tehat 37 4+ p = 27, innen
p = —10 adddik. Tehat p = —10 és ekkor a fiiggvény az aldbbi alakban irhaté fel:

x3, ha z < 3,
fz) =
122 — 9, ha x> 3.

b) Mivel [—1;2] C ]—o0; 3], ezért g : [—1;2] — R, g(x) = 23. Elész6r megéllapit-
juk g(z) értékkészletét. Mivel a fiiggvény szigorian monoton novekedd, ezért vald-
ban invertalhaté és értékkészlete Ry = [—1;8]. Innen mar felirhatjuk az inverz fugg-
vényt: g1 : [—1;8] = [~1;2], g7 (2) = ¥z, tehdt Dy-1 = [—1;8] és Ry-1 = [—1;2].

¢) A pont, ahové az érintét hizzuk: P(2;8). Az érinté meredekségét a derivélt
adott pontbeli értéke adja meg. Mivel f’(z) = 322, ha x < 3, ezért az érinté mere-
deksége m = f(2) = 12. Az érint§ egyenlete y — 8 = 12(x — 2), azaz y = 12z — 16.

d) Elészér meghatdrozzuk, hogy hol metszi egymést az érinté és az f(x) fiigg-
vény. Ha z > 3, akkor f(x) = 122 — 9 és ez parhuzamos az y = 12z — 16 egyenletii
érintével. Tehét ekkor nem lesz metszéspont. Ha o < 3, akkor f(z) = 2. Meg kell
oldanunk az 2% = 12z — 16 egyenletet. Segitségiinkre lesz, hogy tudjuk, © = 2 meg-
oldasa. Ez azért igaz, mert ebben az abszcisszaji pontban érinti az érinté a fiige-
vényt.

=120 +16=2° -4z —8x+16=2- (2> —4) -8 - ( —2) = (z — 2)*- (x4 4),
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QF 2019.2.11 — 17:03 — 81. oldal — 17. lap

b

tehat a mésik metszéspont x = —4. Véve egy prébapontot a [—4; 2] intervallumbdl
(pl. x = 0-t), lathatd, hogy az f(x) fiiggvény grafikonja mindvégig az érint6 felett
halad. A kérdéses teriilet:

4

2 2
T = /(ac3 12z 4+ 16) dz = [Z — 622+ 164 — 108.
—4
4

9. Egy mértani sorozat elsé eleme 9, az elsé n elem dsszege 40

3. ugyanezen
. . .. 40
elemek reciprokainak dsszege 5.
a) Mutassuk meg, hogy a sorozat hdnyadosa % (7 pont)
b) Hatdrozzuk meg n értékét. (2 pont)
c¢) A sorozat mely elemei kisebbek ﬁ-nél? Mennyi az dsszege ezen elemeknek?
(7 pont)

Megoldas. a) Legyen az eredeti mértani sorozat hdnyadosa g. Ekkor az eredeti

sorozat tagjai 9; 9¢; 9¢%; . .., mig ezen tagok reciprokai %; é . %; % . q%; ... . Latszik,
1

hogy ez is egy mértani sorozat, melynek els6 eleme g és hdnyadosa 1 Nézziik meg,

hogy lehet-e ¢ = 1. Nem lehet, mert ekkor a sorozat minden tagja 9 lenne és igy
i R 40 o ) . . .

az elsé n elem 0Osszege nem lehetne 3 Mivel ¢ # 1, ezért hasznélhatjuk az ismert

q"—1

Sn =017 =] képletet. Kapjuk, hogy
1 n
g =1 20 1 () -1
g—1 3 9 1_4 9
q
Innen adédik, hogy
1—q™
q"—1 40 , q " -1 g¢q 40 g¢q
= — és 40 = — == ==
qg—1 27 1-¢ qg—1 q¢» 27 q"
q
azaz q" = 2%. Ezt beirhatjuk a q;:11 = ;—2 Osszefiiggésbe. Megoldva a
4
27 —1 40
q—1 27
egyenletet adédik, hogy ¢ = %
b) Irjuk be ¢ = %—t aq" = 17 osszefiiggésbe. Kapjuk, hogy (%)n = SLI’ innen

n = 4 adddik az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitasa miatt. Tehat a soro-
zat elsO négy tagjat adtuk Ossze.

Ellen6rzés a szoveg alapjan.

-1
¢) Az eredeti sorozat altaldnos tagja: a, =9 - (%)n =3 nt3,
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QF 2019.2.11 — 17:03 — 82. oldal — 18. lap KéMalL, 2019. februsr EF

Meg kell oldanunk a 3773 < ﬁ egyenl6tlenséget. Mindkét oldal tizes alapu
logaritmusat véve adddik, hogy n > 9,93, tehdt n > 10. A sorozat azon tagjai
kisebbek Lg—nél, amelyeknek indexe legalabb 10. Ezek az elemek egy mértani
sorozat tagjai, a bel6liik képzett mértani sor konvergens és Osszege:

- 377 1
T =3T3 = =
23 +30 158

1
n=10 1- 3

Fridrik Richard
Magister Universitas
Matematika Szekcid

Szeged

C gyakorlatok megoldasa

C. 1452. Egy 13 cm sugarid kérbe irhato trapézrol tudjuk, hogy dtloi a kor
kézéppontjdtol 5 cm-re helyezkednek el. Legfeljebb mekkora lehet a trapéz terilete?

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra
jeloléseit és legyen a B.D atlé felez6pontja
az F, az AC 4tl6é a G pont, az atlok met-
széspontja M, végill DMC< = v. A kor
sugara r = 13 cm, az atlok tavolsaga a kor
koézéppontjatél OF = OG =d =5 cm.

A trapéz atléi a korben hurok. A huar
felez6 merdlegese dtmegy a kozépponton,
igy OF B<t = 90°. A Pitagorasz-tételt fel-
irva az OF B derékszogii hdromszogben:

BF =\/r2 —d? = /132 — 52 =

=+v144 =12 cm,

1. dbra

ebbdl pedig
AC = BD =2BF =24 cm.
A trapéz teriilete tehat:

1 1
T:i-AC-BD-sin’yz§~24-24~sin’y:288-sin’y.

Mivel siny értéke legfeljebb 1, ezért a teriilet akkor maximalis, ha siny = 1, vagyis
~v = 90°. Ekkor a teriilet: Tinax = 288 cm?.
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