QF 2019.2.11 — 17:03 — 67. oldal — 3. lap

b

Két versenyz6 oldotta meg kisebb hidnyossagoktdl eltekintve helyesen mind-
hérom kitlizott feladatot. Ezért

I. dijban és fejenként 40 000 Ft pénzjutalomban részesiilnek

Imolay Andras, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Hujter Bdlint és Gyenes Zoltdn) és

Matolcsi David, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola
és Gimndzium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza és Kiss
Gergely).

Hét versenyzo oldott meg lényegében két feladatot. Ezért a teljesitményért

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Alexy Marcell, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuléja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Szics
Gdbor) a masodik és harmadik feladat megoldasaért,

Gaspar Attila, a miskolci Foldes Ferenc Gimnazium érettségizett tanuléja
(tandrai Gydry Akos, Gulyds Tibor, Dobos Sandor, Pelikan Jozsef, Pdsa Lajos és
Szlics Gdbor) az elsé és harmadik feladat megolddsaért,

Gyorffy Agoston, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza, Kiss Gergely
és Pdsa Lajos) az els6 és masodik feladat megolddsdért,

Haiman Milan, a new yorki Stuyvesant High School 12. osztalyos tanuldja
(tanara Stanislav Kats) az els6 és mésodik feladat megolddséért,

Szemerédi Levente, a Szegedi Radnéti Miklds Kisérleti Gimnézium érettsé-
gizett tanuléja (tandra Tigyi Istvdn) az elsd és mésodik feladat megolddséért,

Zahorsky Akos, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuléja (tanarai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Sziics
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Gdbor) az elsd és harmadik feladat megolddséért, illetve

Z6lomy Krist6f, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl Altalanos Iskola és
Gimnézium érettségizett tanuldja (tandrai Hujter Bdlint és Gyenes Zoltdn) az els
feladat helyes és a masodik feladat kissé hianyos megoldasaért.

A versenybizottsdg eziuton koszoni meg minden versenyzd, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremiik6do kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2018. évi Kiirschak Jézsef Matematikai Tanul6éverseny
feladatainak megoldasai

1. Az ABC hdaromsziog beirt kore a BC, a CA, illetve az AB oldalt rendre
az A1, a By, illetve a C1 pontban érinti, A-bdl induld sulyvonala pedig az M pontban
metszi a B1Cy szakaszt. Mutassuk meg, hogy az A1 M szakasz merdleges a BC
oldalra.

I. megoldas. Ha |AB| = |AC|, akkor az dbra szimmetrikus az A-bdl induld
magassdgra, amely egyben silyvonal is. Ezért az Ay és az M pont is ezen a szim-
metriatengelyen fekszik, igy az allitas trividlis.
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A tovébbiakban feltessziik, hogy |AB| # |AC|. Ekkor az A-bdl indulé szogfele-
z6 nem merdleges a BC oldalra, tehat az AB-nek egy, a BC-re merdleges egyenesre
vett titkorképe nem parhuzamos AC-vel.

Legyen K az ABC héromszog beirt korének kozéppontja, és jelolje A’, B’ és
C4 rendre az A, B, illetve Cy pontoknak az A; K egyenesre vett tiikorképét. Lattuk,
hogy AC és A’B’ nem pdrhuzamosak, ezért egyértelmiien 1étezik az AC és A’'B’
egyeneseknek egy P’ metszéspontja. Legyen P a P'-nek az Ay K-ra vett tiikkorképe,
valamint jelolje N a PP’ és A1 K metszéspontjét (1. dbra).

Ekkor KN P'<t = 90° a tiikrzés miatt, illetve K By P’ = KC|P'<< = 90°, hi-
szen P' By és P'C} a beirt kor érintéi. Ezek szerint K, N, By, P’ és C} egy k koron
vannak, konkrétan a K P’ Thélesz-korén. Ezen k kornek P'B; és P'Cy egyenld
hosszisdgi hirjai (mivel mindkét szakasz a beirt kornek ugyanabbdl a P’ kiilsé
pontbdl hizott érintéje), tehdt k-ban ugyanakkora keriileti szogek tartoznak hoz-
zdjuk: By NP'<t = C] N P'< = C1 N P<; az utébbi egyenldség a tiikrozés miatt igaz.
Ezek szerint N illeszkedik a C7B; szakaszra.

BC 1 A;K 1 PP’ miatt BC || PP' és |PN| = |P'N]| a tiikrozésbdl adéddan.
Alkalmas, A-bdl végzett kézéppontos hasonlésag tehat PP’-t BC-be és N-et a BC
szakasz felez6pontjaba viszi. Ez pedig azt jelenti, hogy N rajta van az ABC harom-
sz0g A-bol indulé silyvonaldn. Az N pont tehat megegyezik a B1C; szakasznak és
az ABC haromszog A-bdl indulé silyvonalanak metszéspontjaval, M-mel, ahonnan
A1M = A1 N | BC adddik. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolunk. |

1. dbra 2. dbra

Az alabbiakban kozoljiikk Egri Maté rendkiviil szellemes megoldasdnak véazla-
tat is.

I1. megoldas. Jelolje Q az ABC hiaromszog beirt korének Ajp-gyel atellenes
pontjat, és legyenek rendre E és F' a beirt korhoz Q-ban huzott (és BC-vel parhu-
zamos) érintének az AB és AC oldalakkal vett metszéspontjai (2. dbra). Azt fogjuk
megmutatni, hogy az M pont egyrészt megegyezik EC és BF metszéspontjaval,
mésrészt, hogy illeszkedik az A,(Q) szakaszra.

A konstrukcié folytdn EBCUFE trapéz, igy atléinak metszéspontjat a szarak
metszéspontjaval (azaz A-val) osszekoto egyenes felezi az alapokat. Ez azt jelenti,
hogy EC és BF metszéspontja illeszkedik az A-bdl indulé sulyvonalra.

A tovébbiakban a jdl ismert Brianchon-tételre tdmaszkodunk, amely szerint
egy érint6hatszog szemkozti csicsait 6sszekoté harom atlé egy ponton halad at.
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A tételt abban az elfajuld esetben alkalmazzuk, amikor az érintéhatszog bizonyos
csucsai a hatszog beirt korén vannak.

Ilyenforméan az EC; BC B F elfajul6 érintGhatszog fenti tulajdonsaga alapjan
C1 B tartalmazza FC és BF metszéspontjdt, amely — mint lattuk — az A-bdl
indulé silyvonalon van. Tehat EC' és BF valoban az M pontban metszik egymast.
Az EBA;CFQ érint6hatszogre pedig az adédik, hogy A;Q is tartalmazza M-et.
A feladat allitasa innen kovetleniil adédik. |

2. Legyenek vi,vVa,..., vy a térbeli derékszogi koordindtarendszer egész ko-
ordindtdju, pdronként kilonbozd, p hosszusdgu vektorai, ahol p primszdm. Tegyiik
fel, hogy tetszdleges 1 < j < k < n esetén van olyan 0 < £ < p egész szdm, melyre
a vj — L - vy, vektor mindhdrom koordindtdja p-vel oszthat. Igazoljuk, hogy n < 6.

Megoldas. Ha p = 2, akkor a p hosszisagu, egész koordinatdju vektorok kiza-
rélag a (£p,0,0), (0,=£p,0), (0,0, +p) vektorok lehetnek, amib6l pontosan hat db
van. A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy p > 3. Figyeljiik meg, hogy ha valame-
lyik v; vektor mindhdrom koordinatédja p-vel oszthatd, akkor a feladatbeli feltétel
szerint valamely 0 < £ < p esetén a v; — £ - v}, vektor mindhdrom koordindtdja oszt-
hat6 p-vel. Ekkor azonban az f - v vektornak, kovetkezésképp a vi vektornak is
mindhirom koordinatéja oszthaté p-vel, tehat a vy, ..., v, vektorok mindegyikére
ugyanez igaz. Tekintettel arra, hogy a p hosszisagu, p-vel oszthaté egész koordiné-
t4jud vektorok csupdn hatfélék lehetnek (konkrétan (£p,0,0), (0,+p,0), (0,0, +£p)),
ezért feltehetjiik, hogy a v; vektorok egyikének sem oszthaté mindharom koordi-
nataja p-vel.

A feladatbeli feltétel miatt tetszbleges 1 < j < k < n esetén létezik olyan p 1 ¢
egész, amelyre az u = (v; — £ - vy)/p vektor mindharom koordinétaja egész. Ekkor
(az x és y vektorok skaldris szorzatédt (x,y)-nal jelolve)

Vil = (v, vi) = (p-u+Lvip-utlovy) =
=p*. (u,u) +2pf - (u,vg) +02. (Vi, Vi) =
=p” - [uf® +2pC - (u,vi) + £ [vi
azaz
—2pl-(u,vg) = p? - [ul* + 2 [vi|* = [v;|? = p?- [u> + 2 p? —p? = p?(Jul + 2 - 1).

Mivel p > 2 és [u|” = (u,u) egész, ezért a fenti egyenléség bal oldala is p? t5bbszo-
rose, tehét p | (u, vi). Ekkor

(v, vi) = (p-u+ L€ vy, vi) = p(u, v) + (v, Vi) =
= p(u, vk) +L- |Vk|2 = p(ua Vk) +£- p2a
igy p | (u,v}) okén p? | (v;,vk). Azonban |(vj,vk)‘ < vyl - Vil = p? miatt (v, vk)

csak +p* vagy 0 lehet. Ezért ha v; és vj nem pdrhuzamosak, akkor bizonyosan
merdlegesek egymasra.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/2 69

PStill evaluation watermark

This PDF was produced by PStill, licensing the software will remove this mark
See http://www.pstill.com or for the MacOS X version http://www.stone.com

KoMalL, 2019. februar ﬁ}

— P


http://www.pstill.com

QF 2019.2.11 — 17:03 — 70. oldal — 6. lap

Azt kaptuk tehdt, hogy a vi,va, ..., v, vektorok meghatarozta irdnyok paron-
ként merdlegesek, ezért legfeljebb harom ilyen irany lehetséges. Minthogy az azonos
irdnyt meghatdrozo vektorok egymaés ellentettjei, ezért minden irdnyt legfeljebb két
vektor hatdroz meg, innen pedig koézvetleniil adédik a bizonyitandé n < 6 allitas.

|

Megjegyzés. Ha p =k*> + k4 1 valamely k pozitiv egészre, akkor megadhaté hat
olyan vektor, amelyek teljesitik a feladatbeli kovetelményeket, és egyikiik sem parhu-
zamos a koordindtatengelyekkel. Kénnyti ellenérizni, hogy példdul a (k, k+1,k(k+ 1))7
(k+1,—k(k+1),k), illetve (— k(k + 1), —k,k + 1) ilyen vektorhdrmast alkot.

Altaldnossdgban az igaz, hogy a 2 és az 5 kivételével minden p primre létezik hat
vektor a fenti tulajdonsdggal. A részletekért 1d. az A. 744., ehavi szdmunkban kit{izott
feladatot.

3. A k utcdbdl dlls Aprajafalvdn k(n — 1) + 1 klub midkédik, mindegyik tagsdga
n torpot szamldl. Egy torp tobb klubnak is tagja lehet, és két torp bizonyosan
ismeri eqymdst, ha klubtdrsak vagy ha ugyanabban az utcdban laknak. Igazoljuk,
hogy kivdlaszthato n kiilonbozdé klub és ezeknek egy-eqy tagja gy, hogy ez az n tag
pdronként kilonbozd legyen és kozilik barmely kettd ismerje eqgymdst.

Megoldas. Legyenek a klubok K7, K, ... és valasszunk sorra minden klubbdl
egy-egy képvisel6t azzal a megszoritassal, hogy minden torp legfeljebb egy klubot
képviselhet. Ha e véalasztasok sordn a K; klubbdl nem tudunk képviselét valaszta-
ni, akkor az azért van, mert K; minden egyes tagja (akik persze paronként ismerik
egymdst) mér képvisel egy-egy kiilonb6z6 klubot, ezért kész vagyunk. Ha azon-
ban mind a k(n — 1) 4+ 1 klubbdl sikeriil kiilénboz6 képvisel6t vélasztani, akkor
a skatulya-elv miatt koziiliik n torp ugyanabban az utcaban lakik, és ezért ismerik
egymast. O

Fleiner Tamas

Gyakorlé feladatsor
i i emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Lara 3 piros, 4 kék és 3 sarga épitékockaval jatszik, melyek legfeljebb csak
a sziniikben kiilonb6znek egymastol. Az 6sszes épitokockat egymasra téve szeretne
egy tornyot épiteni.

Hényféle szinmintazati tornyot épithet, ha

a) piros kockat sem alulra, sem feliilre nem tesz;

b) legalabb két piros elem kozvetleniil egymds f6lott van? (12 pont)
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