ﬁ} 2019.1.7 — 19:45 — 41. oldal — 41. lap KoMalL, 2019. januar gf

— P

Sikbeli elektromos vezetési problémak
I. rész (matematikai el6készités) G}

Bevezetés

Sikbeli vezetési jelenség sordn egy vékony siklapban létrejovo aramlést vizsga-
lunk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a sikra merélegesen nincs aramlas,
vagy az aramlast leiré fizikai mennyiségek nem fiiggenek ettél az iranytol. Ilyen
jelenség lehet példaul az elektromos vezetés, a hovezetés vagy folyadék aramlésa.
Egy ilyen aramléasi problémaban az a feladat, hogy meghatarozzuk a kialakul6 két-
dimenzids (sikbeli) dramlési teret, tehat az elektromos vezetés esetén az elektromos
er6vonalakat, hovezetésnél a hdéaram aramvonalait, folyadék aramlasakor a sebes-
ségteret, vagyis az aramvonalak alakjat.

A feladat megoldésa édltaldban nehéz. Sok esetben kiilonb6zé hatdrfeltételek-
nek kell teljesiilni: a siklap (lemez) nem végtelen kiterjedésii, adott szogli hajlat van
benne, esetleg a vizsgdland6 tartomdany lyukas. Azonban, ha az Gsszenyomhatat-
lannak tekinthetd folyadék dramldsa stacionarius, azaz a lemezen kialakult dram-
lasi tér idoben nem valtozik, egy {ligyesen valasztott leképezéses modszerrel sokkal
konnyebben megadhatjuk az aramlés lefrasdt. Ez azt jelenti, hogy egy megfeleld
transzformdcidval a vizsgdlandé dramlds egy masik, mar ismert (vagy kénnyebben
leirhatd) dramldsba vihetd at, {gy arra visszavezetve az eredeti probléma is megold-
hatéva vélik. Megmutathatd, hogy stacionarius esetben a megoldandé egyenletek
mindharom témakorben alakilag megegyeznek, igy ez a mddszer mindharom eset-
ben alkalmazhaté. A tovdbbiakban csak elektromos vezetéssel foglalkozunk, héve-
zetési és folyadékaramlasi problémékat — terjedelmi okokbdl — nem targyalunk.

A leképezéses mbdszer a témakor szokdsos targyaldsaban a komplex szamok al-
gebrai tulajdonsagait és a komplex valtozds fiiggvények differencidlszamitasat hasz-
nélja fel, ami meghaladja a kozépiskolai matematika tananyagot. Ezért a cikkiink-
ben — rendhagyé médon — egy egyszeriibb utat valasztunk: a leképezés geometriai
tulajdonsagait fogjuk vizsgdlni, és csak elemi matematikai ismereteket varunk el
az Olvasotél. Nem fogjuk az elektromos aram eloszldsanak minden részletét megha-
tarozni, hanem csak azt vizsgdljuk meg, hogy a lemezbe egy vagy t6bb ponton be-,
illetve kivezetett dram hatdsdra (kiilonboz6 geometriai elrendezések esetén) a lemez
két kivalasztott pontja kozott mekkora fesziiltség alakul ki. Az ilyen feladatokra
is alkalmazhaté az emlitett leképezéses eljards, amihez egyszeriibb esetekben nincs
szitkség komplex valtozos fliggvények ismeretére.

A tovdbbiakban (teljesen altaldnosan vetve fel a kérdést) megvizsgéljuk, hogy
milyen tulajdonsagu transzformécidk alkalmasak egymastdl latszélag teljesen fiig-
getlen sikbeli drameloszlasok kozotti kapcesolat leirdsdra. Miutan erre a kérdésre
valaszt kaptunk, pontos matematikai képletekkel konkrétan megadunk a legfonto-
sabb transzformaciétipusok koziil néhanyat, majd cikkiink II. részében bemutatjuk,
hogyan alkalmazhatdk ezek a transzformécidk bizonyos fizikai problémék megoldé-
sanal.
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Arany- és szogtarto transzformaciok

Egy elektromosan vezet6 siklemezbe, amely lehet véges kiterjedésii, vagy akar
,Vvégtelen” nagy, bizonyos helyeken dramokat vezetiink be, illetve aramokat veze-
tiink el réla. A lemez homogén, vastagsdga ¢, fajlagos ellendllasa o.

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a kialakulé arameloszldst, vagyis a j(r) dram-
slirliséget, valamint az elektromos potencidl ®(r) fiiggvényét. Mindezeket a mennyi-
ségeket egy alkalmasan véalasztott derékszogil (x,y) koordindta-rendszerben adhat-
juk meg (18sd az 1. dbra bal oldali részét), de haszndlhatjuk az (r, ) sikbeli pol-
arkoordinatakat is. Vélasszuk ki az arameloszlasnak egy kicsiny, téglalap alakinak
tekinthetd részét, amit két egymastol csak kicsit eltér6 ekvipotencidlis gorbe és két
kozeli dramvonal hatarol. Legyenek a téglalap oldalai a és b, és jeloljiikk a P és S
pontok kozotti szakaszon &tfoly6 dram erdsségét I-vel. (Ugyancsak I erésségli dram
folyik a ) és az R pontok kozott is, hiszen az aramlasi kép stacionarius, a toltések
sehol nem halmozédhatnak fel egyre névekvé mértékben.)
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Az dramerdsség az dramslirliséggel (vagyis az egységnyi feliileten dtfolyd dram-
mal), az dramsliriség az elektromos térerésséggel, a térerésség pedig a potencidl-
kiilonbséggel fejezhetd ki:
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igy tehat a P és S pontok kozotti b - § nagysagu feliileten atfoly6 dram erdssége:
_Uo b
=

1

Ha valamilyen transzformacié (leképezés) az dram- és potencidleloszldst dtviszi
az (2',y') koordinatarendszerben megadhaté j'(r') drameloszlasba (14sd az 1. dbra

jobb oldali részét), akkor a vizsgdlt kicsiny tartomdnyon atfolyé dram erdssége:
I = @ . bil
o a’

Felhasznaltuk, hogy a transzformalt aramsiiriiség-vektorok merdlegesek a transzfor-
malt ekvipotencidlis gorbékre, tehit a PQRS téglalap ,képe” ugyancsak téglalap,
melynek oldalai (a’ és V') dltaldban kiilénboznek az eredeti méretektol.
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A két elrendezés (ugyanakkora be- és kivezetett dramok esetén) akkor egyenér-
tékii, ha minden részletében ugyanakkora dramerésséget tartalmaz, vagyis I’ = I.
Ez lathatéan akkor teljesiil, ha

b b

/ )

¢ [¢

vagyis a transzformécié (kis méretek ese-

tén) ardnytartd. Ez a tulajdonsdg nem-

csak az egymast derékszogben metszo =
rovid szakaszokra érvényes, hanem egy '

adott ponton atmend, tetszoleges irany,

kicsiny szakaszpéarokra is fenndll, ahogy
azt a 2. dbra mutatja: 2. dbra

1

Az abrardl az is leolvashatd, hogy a transzformécié szdgtarts: o' = a.

Az ardny- és szogtarté sikbeli transzforméciokat konform leképezéseknek ne-
vezik, és komplex valtozdju, komplex értéki, kell6képpen ,sima” (differencidlhatd)
filggvényekkel frhatdk le. Ezek a leképezések a sik egy-egy (kicsiny) darabkéjédt
csak odébbtoljdk, elforgatjdk és valamilyen ardnyban nagyitjdk (vagy kicsinyitik).
Az eltolés, forgatéds és nagyitds mértéke természetesen helyrél helyre véltozhat, igy
az alakzat egésze lényegesen eltorzulhat, atalakulhat.

A tovébbiakban bemutatunk néhdany — a fizikai alkalmazédsok szempontjabdl
lényeges — konform leképezést. Mivel az ilyen leképezések egymds utan torténd
alkalmazédsa ugyancsak szog- és ardnytartd transzformdaciét eredményez, néhény
alapesetbdl kiindulva a fizikai probléméak meglepéen széles korének megolddsara
nyilik lehetéségiink.

1. Eltolas
Ha a sik egészét valamilyen adott (sikbeli) vektorral odébbtoljuk, ez a transz-
formacié nyilvan ardny- és szogtartd lesz, tehat konform leképezést valdsit meg.
A kapcsolat egy-egy pont régi és 1j koordinatai kozott:
=z +mw, Y =y+ o,
ahol x¢ és yo allanddk.
2. Nagyitas (kicsinyités)

Egy maésik sz6g- és ardanytarté transzformaécié képletei:

o =Xx, oy =My,

! A transzfomaci6 sordn az egyenes vonalak dltaldban gérbe vonalakba mennek 4t. Ilyen
esetben a szogtartast ugy értjiik, hogy egy ponton dtmend két gorbe érintdjének egymassal
bezart szoge a leképezés soran nem véltozik.
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ahol X # 0 egy adott allandé. Ha A > 1, a leképezés a sikbeli alakzatokat nagyitja,
A < 1 esetben pedig kicsinyiti.

3. Forgatas

Kicsit bonyolultabb, de ugyancsak konform leképezés a sik pontjainak vala-
mekkora ¢ szoggel torténo elforgatdsa:

2’ =z cosp — ysinp, Yy = xsin g + 3 cos .

Az eddig felsorolt transzforméciok lényegében nem véltoztatjdk meg az dram-
lasi képet (az dramvonalakat), csupdn annak felelnek meg, hogy a koordindta-
rendszer kezd6pontjat méashova helyezziik, a tavolsdgok mértékegységét megvaltoz-
tatjuk (példdul centiméter helyett inch egységeket haszndlunk), illetve az x tengelyt
masfelé irdnyitjuk. A kévetkez6 két leképezésnél azonban nem ez a helyzet, azok
lényeges valtozast eredményeznek az drameloszlasban, tehdt fizikailag kiillonbozd
problémakat kapcsolnak Ossze.

4. ,Legyezs-leképezés”

Tekintsiik azt a leképezést, ami az y > 0 végtelen félsik egyes pontjaihoz tar-
toz6 helyvektor x tengellyel alkotott o szogét megkétszerezi: ¢’ = 2p. Szemlélete-
sen ez olyan, mintha egy legyez6t kétszeres méretre nyitnank ki. A 3. dbrdn egy
7 helyvektord, r és ¢ polarkoordinatakkal megadott pont koriili, kicsiny PQRS
tartomany szogtarto transzformécidgjat lathatjuk.

Y y

A S\Ar 2Ap
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3. dbra

Ahhoz, hogy a leképezés (kicsi méretek esetén) ardnytarté is legyen, az sziik-
séges, hogy a
Ar Ar’

r'Acp:r“ZAgo

egyenl6ség teljesiiljon. Innen kovetkezik, hogy

rAr’ —2r'Ar =0,
vagyis (Ar < r és Ar’ < r’ esetén) fenndll, hogy

r2 (r—i—Ar)z 2 r242rAr 12 r , ,
A( >:r’+Ar’ TS T rAr g mErArora) =0,

/

r
amibol

712

— = allandé

r
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kovetkezik. Lathatd, hogy a kétszeresére kinyitott ,legyez6” esetében akkor kapunk
sz0g- és aranytarté transzforméciot, ha a kétszeres szog mellett a helyvektorok
nagysagat négyzetre is emeljiik és konstanssal megszorozzuk?. Az alland6 értéke
tetszOleges lehet, de célszerti a nagysagat 1-nek valasztani.

A leképezés dltaldnosithato a legyezd tetszOleges aranyu kinyitasara. A fentebb
lefrtakhoz hasonldan lathatd be, hogy ¢’ = ny esetén a transzformdcié akkor lesz
aranytarté, ha r’ = r™, ahol n tetszéleges pozitiv vagy negativ szdm (n # 0).3

5. ,,Szalag-leképezés”

Véges szélességli, nagyon hosszi, elektromosan vezetd lemezben foly6 sikbeli
drameloszldsok lefrdsdndl hasznos lehet egy olyan konform (szog- és ardnytarto)
leképezés, amely a szalagot egy végtelen sikba transzformélja. Legyen a szalag az x
tengellyel parhuzamos és y irdnyban 27 széles. (Ha mds lenne a szalag szélessége,
alkalmas 1éptékil nagyitdssal mindig elérhetd ez a kivant méret.)

Viélasszunk egy olyan transzformdciot, ami az x tengellyel parhuzamos vo-
nalakat (amelyekre y = yo dllandd, 0 < yo < 27) az origdbdl kiindulé ,sugarasan”
szétfutd vonalakba viszi at. Ezeket a ¢’ = dllandé dsszefiiggés jellemzi, ahol ¢ a le-
képezés soran kapott vektoroknak az z’ tengellyel bezart szoge. Legyen péld4ul

' =y.
Ez alegegyszeriibb vélasztés, ami teljesiti a fentebb leirt kovetelményeket. Az x ten-
gellyel parhuzamos vonalseregre meréleges vonalak (egyenesek) egyenlete: © = xg =
allandé. Ezek az egyenesek a leképezés utan az origéon athaladé ,,sugaras egyene-
sekre” merdleges gorbékbe, azaz valamekkora sugaru kérokbe mennek dt. Azt, hogy
mi a kapcsolat az x koordindta és az r’ sugdr kozott, a leképezés ardnytartésigdnak
kovetelménye hatarozza meg.

Y y

Az

4. dbra

2 Megjegyzések: (i) Az z =y =0 pontban (vagyis a koordindta-rendszer origéjdban
(a legyezd ,tengelyénél”) a transzformdcié nyilvdn nem szégtartd. Ez a kivételes pont
a transzformdcié ,szinguldris pontja”. (i7) A leirt transzformécié a komplex szdmok nyel-
vén (az x + iy = z és ' + iy’ = 2’ jelolés bevezetésével) igy frhatéd: 2’ = dllandé - 22

3 A komplex szémok algebrajaban jartasak felismerhetik, hogy az elsé harom példdban
szerepld leképezés a 2’ = 212z + 2o linedris filggvénnyel (zo és z1 dllanddk), az dltaldnositott

ylegyez6-leképezés” pedig a 2’ = 2™ komplex fiiggvénnyel irhaté le.
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A /. dbrdrdl leolvashaté, hogy

Ay
Az Ay’
ahonnan Ay’ = Ay miatt
Ar'(z)
re (z).

Ez az egyenlet (hatdresetben differencidlegyenlet) a kamatos kamat vagy a radio-
aktiv bomldsok exponencidlis torvényével azonos alaki, emiatt a megoldédsa:

r'(z) = 4llandé - e”.

Az llandé 1-nek vélaszthatd, avagy egy egyszeri nytjtassal 1-gyé tehetd.*

A bemutatott ardny- és szogtarté leképezések mindegyikének ,inverze” (vissza-
felé torténd alkalmazdsa) is ardny- és szogtartd, tehat azok is alkalmasak sikbeli
vezetési (vagy dramlési) problémék lefrdséra. Ugyancsak megengedett a konform
leképezések egymast kovetd sorozatanak alkalmazasa. Bizonyos esetekben kihasz-
ndlhatjuk még a probléma forgdsi és/vagy tiikkrozési szimmetridjat, amennyiben
a vékony aramvezetd lemez hatdrvonalai is rendelkeznek ezekkel a szimmetriak-
kal. Mindezekre cikkiink II. (a K6MaL jov6 havi szémdban megjelend) részében
mutatunk fizikai példakat, konkrét alkalmazasokat.

Elek Péter Szasz Krisztian
Debreceni Ref. Koll. BME Fizikai Intézet,
Déczy Gimn. 12. évf. Budapest
Gyakorlé feladatsor
emelt szinti fizika érettségire
Tesztfeladatok*

1. Egy kicsiny (pontszerilinek tekinthetd) testet egy torony tetejérél bizonyos
sebességgel ferdén hajitunk el. Lesz-e a mozgdsa sordn olyan pillanat, amikor a gyor-
suldsa meroleges a sebességére?

A) Nem, ilyen helyzet nem fordulhat eld.

) Igen, biztosan lesz ilyen pillanat.
) Csak akkor, ha a test az eldobédskor emelkedni kezd.
)

B
C
D) Csak akkor, ha a test az eldobaskor siillyedni kezd.

1A komplex szdmok exponencidlis alakjit ismerék szdméra megjegyezziik, hogy
a ,szalag-leképezést” a 2’ = e komplex exponencidlis fiiggvény irja le.
* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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