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I1. megoldas. Ertelmezzfmk, majd tiintessiik el a nevezbket: x # +2.
(23 — Tz +6)(z +2) = (z — 2)(2x + 14),
zt + 22% — T2? — 8z 4+ 12 = 222 + 10z — 28,
xt + 223 — 922 — 18z = —40,
23 (x4 2) — 92(x + 2) = —40,
z(x + 2)(x — 3)(z + 3) = —40.
Mivel az egész szdmok halmazén dolgozunk, ezért a —40 (nemcsak pozitiv) osztéit

kell megkeresniink, ezeknek kell a tényezéknek megfelelnitik.

A —40 osztéi: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40 és ezek —1-szeresei. Az v+ 2 és az x + 3
egyméast koveto egész szamok, igy csak az 1, 2; —2, —1; 4, 5 és —5, —4 szamok
johetnek széba. Ezekben az esetekben x = —1;—-3;2; —6. A —3 és a —6 nem jok,
mert nem oszt6i a —40-nek, a 2 pedig nincs benne az értelmezési tartomanyban.
Nézziikk meg, hogy x = —1 megoldés-e:

(=1)-1-(—4)-2 # —40.

Tehat az egyenletnek nincs egész megoldasa.

Géres Andras (Somorja, Maddach Imre Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Néhanyan a 3-mal valé oszthatésagot vizsgéltak: az egyenletet atirtak
(x —1)(z +2)(z 4+ 3) = 2(x + 7) alakra, majd megnézték = > 0, illetve < 0 esetén, hogy
ha z rendre 0, 1 vagy 2 maradékot ad 3-mal osztva, akkor mi a maradék a bal és a jobb
oldalon. Mivel egyik esetben sem egyezik meg a maradék, ezért nincs megoldas az egész
szamok korében.

134 dolgozat érkezett. 5 pontos 59, 4 pontos 22, 3 pontos 20, 2 pontos 8, 1 pontos 13,
0 pontos 10 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4878. Legfeljebb mekkora lehet a PA+ PB + PC + PD dsszeq, ha P
az ABCD egységnégyzet egqy pontja?

(4 pont)

Megoldas. Eloszor igazolunk egy lemmat.

Lemma. Legyenek 0 < a <1 ésb valds szdmok, valamint
Flay) = Va2 + /(1 —2)" + 42
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Ekkor f(a,b) < f(0,b), és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a =0 vagy a =1
vagy b = 0.

.....

annak a geometriai bizonyitasat. Most megmutatjuk, szamolassal hogyan érhetiink
célt. Az 4llitds dtrendezéssel a kovetkezd alakban frhato:

V1402 —/(1—a)>+b2 > Va2 +b2— b

Az a-ra tett feltevésiink szerint mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetreemelés
ekvivalens atalakitds. A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy

(1) 1+ 4+1—2a4a®+0>—2V/1+02\/(1—a)’ +b2 >

> a® + 0% +b% - 2b| Va2 +b2.

Az egyszerisitések utdn vezessiik be a ¢ =1 — a jel6lést (nyilvdn 0 < ¢ < 1), igy
rendezéssel (1) a kovetkez6 alakra hozhaté:

et b\ (1 =) + 02 = 1+ b2/ + 2.

Ismét mindkét oldal nemnegativ, ezért Gjra négyzetre emelhetiink:
A 421 =)+ b +2bley/ (1= )2 + 82 = 2 + b2+ 022 + bt

Egyszerfisitések és rendezés utan 2[b|cy/ (1 — ¢) + b2 > 2b2c adédik. Mivel 2|blc >
>0, igy két eset van: ha 2|blc =0, akkor b =0 vagy a =1 és egyenldség all.
Egyébként 2|b|c > 0 és oszthatunk vele:

V(1 =¢)? + 2= |b.

Ismét mindkét oldal nemnegativ, és djabb négyzetreemelés utdn a nyilvanvald
(1- 0)2 > 0 egyenlGtlenséghez jutunk. Itt egyenléség a = 0 esetben 4ll. Mivel csupa
ekvivalens atalakitast végeztiink, igy az eredeti allitast, és ezzel a lemmat belattuk.

Viélasszuk tugy a koordinatarendszeriinket, hogy az egységnégyzet cstcsai le-
gyenek A(0,0), B(1,0), C(1,1) és D(0,1); tovabba legyen P(x,y), ahol 0 < z,y < 1.
Ekkor

PA+PB+PC+ PD =

VT E -2+ —2)+ (=) + a2+ (1— ) =

Zf(JC,y)-i-f(l‘,l—y).

*https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=B4878&1=hu.
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A lemmaét alkalmazva, majd kihasznalva, hogy 0 < y < 1 kapjuk, hogy

VR VITE -y 1y =

=y+1l-—y+fly,1) =1+ f(y,1).

Ismét a lemma szerint f(y,1) < £(0,1) = 1 ++/2, amibél az eddigiek szerint
PA+4 PB+ PC + PD < 2+ /2. Egyenléség akkor teljesiil, ha minden becslésiink-
ben egyenloség all, konnyl meggondolni, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha P
az egységnégyzet valamely csticsa.

Borbély Mdrton (Kaposvér, Tdncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Vazolunk egy méasodik lehetséges megoldast, amely felhasznal néhény
alapismeretet a kétvaltozds fiiggvényekrdl. Vezessiik be a g(P) = PA+ PB + PC + PD
figgvényt. Ismert, hogy egy haromszogben a silyvonal legfeljebb olyan hosszi, mint
a sulyvonalat kozrefogd oldalak szamtani kozepe. Ebbél az elemi geometriai ténybdl
azonnal kévetkezik, hogy ha a PQ szakasz felez8pontja F, akkor g(F) < (9(P) +9(Q)) /2,
és egyenlGség csak P = @ esetben 4ll. Mivel a g fliggvény folytonos, igy kaptuk, hogy g
szigoruan konvex. A konvexitast kihasznalva nem til nehéz megmutatni, hogy a maximum
a csucsokban lesz, elég arra gondolni, hogy ABCD minden t6bbi pontja belsé pontja egy
olyan szakasznak, amelynek a végpontjai is ABCD valamely pontjai.

58 dolgozat érkezett. 4 pontos 37, 3 pontos 7, 2 pontos 2, 1 pontos 10, 0 pontos
2 dolgozat.

B. 4945. Hatdrozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre
1-2°+2.28 4322+ ... +n-2"!
négyzetszdam.

(5 pont) Németh Ldszlé (Fony6d) javaslata alapjan

Megoldas. A mértani sorozat Osszegképletének tobbszori alkalmazasaval jut-
hatunk az Osszeg zart alakjahoz:

1:2042.28 43.22 4. 4p.- 2"t =
=202t 22 v 2 2242 ¢
+ 22+ 2 (2 =
=2" -+ -2)+ 2" -2 +... +(2"-2""H =
=n-2"—(1+2+2°+... +2" H)=pn-2" - (2" - 1) =
=n-1)-2"+1.
Ezzel a feladat kovetelménye a kovetkezd alakot olti:
(n—1)-2"+1=Fk* azaz
n—1)-2"=k*-1=(k+1)-(k—1).
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Itt az azonos paritdsi (k + 1) és (k — 1) szorzata péros 1évén mindkét szdm péros,
és mivel a kiilonbségiik 2, azért valamelyikiik nem oszthaté 4-gyel. Tehat vagy
k+1=2""1t (ahol t paratlan) és k —1 = 2. anl, vagy k+ 1 = 2s (ahol s paratlan)

ésk—1=2""1. ”T_l Az elsé esetben

-1
2:(/§+1)—(k—1):2"*1t—2-”7,
2t = 2" 1% —2(n — 1),
n—1=t2" %t —-1)>2""2 1.
A mésik esetben hasonléan
n—1

2=(k+1)—(k—1)=2s—2" 1. ——

S
25 =257 — 2" 1 (n — 1),

2" 2(n—1) =5 —s5=s(s— 1),

amibdl (mivel s paratlan lévén osztéja (n — 1)-nek) s(s —1) < (n—1)°, és igy

2"=2 < n — 1 kovetkezik. Ennek alapjan n > 2”72, ami csak n < 4 esetén teljesiil.

Az n szédmara szébajove négy értéket kiprébalva csak m =1 és n =4 felel meg;
elébbire (n — 1) - 2" + 1 = 12, utébbira pedig (n — 1) - 2" + 1 = 72.

Schifferer Andrds (Kaposvari Téncsics Mihdly Gimn., 12. évf.) és

Kupds Vendel Péter (Gyongyos, Berze Nagy Janos Gimn., 12. évf.)

megoldasat felhasznélva

89 dolgozat érkezett. 5 pontos 34, 4 pontos 18, 3 pontos 10, 2 pontos 18, 1 pontos 6,
0 pontos 3 dolgozat.

B. 4949. Az ABC hegyesszigi hdromszég B-bdl, illetve C-bdl indulé magas-
saganak talppontja D, illetve E. Legyen P az AD, Q pedig az AE szakasz olyan
belsé pontja, amelyre EDPQ hiurnégyszog. Mutassuk meg, hogy a BP és CQ sza-
kaszok az A-bdl induld sulyvonalon metszik eqymdst.

(3 pont)

Megoldas. Mivel BEC' < és BDC'<
derékszog, azért BCDE hirnégyszog.
Emiatt a CBE< és az ADE< szog
megegyezik. A P pont az AD szakasz
pontja, igy a PD E < szog is ugyanekkora.
Most felhasznaljuk, hogy DPQF is htr-
négyszog, ezért PDE< = PQA<. Ezzel
két 1épésben belattuk, hogy a PQA< és
CBA< szogek egyenlok. A feladat felté-
telei alapjan a P és ) pontok az eredeti
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héromszog oldalain vannak, igy az el6z6ek egyallasu szogek, igy PQ parhuzamos
BC-vel.

A BAC szogre és a BC, PQ) parhuzamos egyenesekre alkalmazva a parhuzamos
szelok tételét

(1) %zg—g = AQ-CP=BQ-AP.

Az M pont a BC oldal felez6pontja, tehat M B = MC.
Bovitsiik (1)-ben a szorzatokat az egymadssal megegyez M B-vel és M C-vel:

AQ-CP-MB=DBQ AP -CM.

Az ABC haromszogben az AM, BP és CQ szakaszokra alkalmazhaté a fenti
egyenléség alapjan a Ceva-tétel megforditasa, azaz AM, BP és C(Q) egy pontban
metszik egymdast. Az AM a héromszog A-hoz tartozé silyvonala, igy az allitast
igazoltuk.

Janzer Orsolya Lili (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 70 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 67, 2 pontot 2 versenyzb. 1 pontos
1 tanulé dolgozata.

B. 4951. A V halmaz elemei olyan n-dimenzids vektorok (rendezett szdm
n-esek), amelyek minden koordindtdja —1, 0 vagy 1. Semelyik hdrom kilonbiozd
V -beli vektor dsszege nem a nullvektor. Mutassuk meg, hogy |V| < 2-3"7L.

(4 pont)

I. megoldas. Nevezziik banddnak (n-dimenzids, —1, 0, 1 szdmokbdl 4ll6) vek-
torok egy olyan haromelemii halmazat, amelyben a harom vektor 6sszege 0. Le-
gyen @ az a tetszOleges n és m dimenziéju a és b vektorokra értelmezett miivelet,
amelynek eredménye az az n + m dimenzidju vektor, amelynek els6é n koordinataja
megegyezik a koordinataival, a tovabbi koordinatéi pedig b koordindtdival. Az n
szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy az 6sszes n-dimenzids (0, £1 elemi) vek-
torok halmaza 3"~! darab, paronként diszjunkt banda egyesitése. Az n = 1 esetén
ez nyilvdnvaléan igaz: egyetlen banda van, a {—1,0,1}. Tegyiik 61, hogy n = k-ra
igaz az allitds. Az n = k + 1-re belatandé tekintsiink egy, az n = k esethez tartozé
felosztdsban szereplé {A, B,C} bandat; ebbdl a kovetkezd, n = k 4+ 1 dimenzids
bandakat hozzuk 1étre:

{A©0,Ba1,C® -1}, {A6—-1,Be0,Ca1}, {Ae1,Ba—1,Ca0}.

Ezzel (az indukciés feltevés alapjan) 3-3%~! = 3% darab k + 1 dimenziés bandat
konstrualtunk, amelyek paronként diszjunktak, igy Osszesen 3 -3F = 3**! darab
kiilonboz6 vektort tartalmaznak, tehdt az osszeset.
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A feladat allitdsa ebbdl mar egyszertien kovetkezik, hiszen a kovetelmény sze-
rint minden bandabdl legfeljebb két vektort valaszthatunk, és a bandék szama 371,

A bizonyitott becslés éles: ha az Gsszes olyan vektort tekintjiik, aminek az els§
koordinatdja 1 vagy —1, a tobbi pedig (0, 1 és —1 koziil valasztva) tetszéleges,
akkor ezek szdma éppen 2 - 377!, és semelyik hdromnak az Gsszege nem nulla.

Noszdly Aron (Debrecen, Fazekas Mihdly Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Az I. megolddsban banddknak nevezett harmas csoportokba
soroldst egyszer{ibben is kaphatunk a kévetkezé médon. Mindegyik (n dimenzids,
a 0, 1, —1 elemekbdl képzett) vektorhoz adjuk hozzd a csupa 1-esbél 4116 (n dimen-
zi6s) e vektort, a koordindtdk osszeaddsat modulo 3 végezve. (Vagyis 0+ 1 =1,
—141=0,1+1= —1 szerint.) Ezzel paronként diszjunkt, {v,v +e,v — e} tipusi
vektor-harmasokhoz jutunk, amelyek elemei a benniik levé barmelyik vektorbdl
az e legfeljebb kétszeri hozzaadasaval eléallithaték, a harom vektor dsszege pedig
v+(v+e)+(v—e)=3v=0.

Schifferer Andrds (Kaposvar, Téncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)

68 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 4, 2 pontos 2, 1 pontos 7, 0 pontos
5 dolgozat.

B. 4953. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egész szamra

1 2 n—1 3 4 n
1 — -+ ...  — 2 — -+ ... .
aneyfy 5 < vEn B

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

I. megoldas. Eloszor a kovetkezo segédtételt igazoljuk: minden x > 1 valds

szamra
1
Inx + \f < .
T

Bizonyitas: Ha x > 0, akkor az

)= Vi -2 ~tua

fiiggvény derivaltjara
1 n 1 11 1
2Vr  2y/x3 oz 2y/x3 2vVa3

ahol egyenléség csak = =1 esetén teljesiilhet. Ennélfogva f(z) pozitiv z-ekre szi-
gordan monoton no, igy minden x > 1 esetén

7'(@) (r1-2va) = —=- (Va-1)’ >0,

f(x)> f(1) =0, azaz ﬁ—\/z—lnx>0,

amivel az allitdsunkat igazoltuk.
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k+1
k

lnk+1+\/ k <\/k+1
k kE+1 E

amit minden 1 < k < n-re Gsszegezve
n—1 n—1 n—1
k+1 k k+1
In— '~ L. 2T
D=+ VT <2V
k=1 k=1 k=1

n—1 n—1

k+1
In = In(k+1)—Ink
; —=>_ I(k+1)

k=1

Mivel minden 1 < k egész szam esetén
alapjan

> 1, a most belatott segédtétel

Itt a

Osszeg teleszkopikusan In n-nel egyenld, vagyis

n—1 n—1
k k+1
e Yy <3 A
— k+1 — k
minden n > 1 egész esetén, ami éppen a feladat dllitasa.

Dardczi Sindor (Nyiregyhdza, Kridy Gy. Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Az n szerinti indukciéval bizonyitunk; ha n = 2, akkor In2 +

+ \/g < /2 teljesiilése kizvetlen szamoldssal ellendrizhetd. Az indukciés lépésben

megmutatjuk, hogy n — 1-r6l n-re 1épve a bizonyitandé egyenlétlenség bal oldala
kevesebbel nd, mint a jobb oldal, vagyis

n—1 n
Inn—1 -1 .
nn—In(n—1) +4/ — <\

A fenti egyenlStlenség azonos dtalakitdsdval és az x = | /-5 jelolést bevezetve:

1
Inz?+ - <z,
x

1
O0<z———2Inzx.
T

Az utébbi egyenlétlenség igazolasdhoz elegendd megmutatni, hogy a g(z) = = — % -

—2Inz fiiggvény derivaltja pozitiv, ha x > 1. Valéban: g(1) = 0, és minden = > 1-re

1 2 1\
Nr)=14+ — -2 =(1-= 0.
g@)=1+—5 -~ ( >>

Gyérffy Agoston (Budapest, Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
47 dolgozat érkezett. 5 pontos 35, 4 pontos 3, 3 pontos 7, 2 pontos 2 dolgozat.
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MUEGYETEM 1782

Matematika BSc

Alapozés utan, a harmadik félévtél:

« elméleti és alkalmazott specializacié;

e adattudomany, mérnoki matematika,
operdacidkutatas és sztochasztika sav.

Alkalmazott matematikus MSc
A specializaciok és képzési nyelvik:
« alkalmazott analizis, magyar;
 operdciékutatds, magyar;

* pénzligy-matematika, angol;
 sztochasztika, angol.

Matematikus MSc
Tobbféle tanulmanyi rend:

19. januar jﬁ

BME TTK
MATEMATIKA

BSc
Diakjaink
sikeresen szerepelnek

a nemzetkozi

M SC matematika-

versenyeken és

az Orszagos
Tudomanyos Didkkori
Konferencidkon

MSc

* analizis vagy optimalizalas specializacio,
* személyre szabott egyéni tanulméanyi rend. BME egy lehetdség

Felkészités a tudoméanyos karrierre.

Matematikus PhD
Matematika- és
Szadmitastudomanyok
Doktori Iskola

e

; El#’lf
i

a mérnoki és
gazdasagi
Ph D alkalmazasok
kiprébalasara és
a szakmai tapasztalat
megszerzésére

Elhelyezkedési
lehet6ségek
széles valasztéka
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