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Megoldasvazlatok a 2018/9. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenletet:

logye 1 (2771 +5) = 2. (6 pont)

b) A LOTTO (90 szdmbdl 5 hizdsa) megudltoztatdsdra készilnek. Két javaslat
van. Az eqyik 90-b6l 4 szdm hizdsdt javasolva a régi mddon, a mdsik meg 45 szdm-
bol 4 hiuzdsdt javasolja a sorrend figyelembe vételével, de ez lehetévé tenné, hogy
ugyanazt a szdmot tobbszor is ki lehessen hiuzni, azaz a mdr hizott szdmot ismét
visszatennék. Azt akarndk elfogadni, amelyik jaték esetében kevesebb az esély a te-
litaldlatra. Zsebszamoldgép nélkil (!) hatdrozzuk meg, hogy melyiket vdlasszdk.

(6 pont)

Megoldas. a) Mivel az exponencidlis fliggvény mindig pozitiv, ezért
2% 41 > 1, tehat a logaritmus alapszama pozitiv és nem egyenlé 1-gyel, valamint
27+l 4+ 5 > 5, tehét a logaritmizalandé kifejezés is pozitiv. Az egyenletiink minden
valés szamra értelmezett.

Rendezziik az egyenletiinket, k6zben hasznaljuk a logaritmus definicigjat, va-
lamint az exponencialis fliiggvény monoton tulajdonsigat:

loggs 11 (27 +5) =2,
27+ 45 = (27 +1)%,
2.2 45=2%42.2% 41,

4 = 2%
22 _ 222
2 =2z,
1=z

Az ellenérzés a kapott gyokot jonak taldlja:
loggi 41 (2" +5) = logy 9 = 2.

b) Az elsé verzi6 szerint 90 szdmbdl 4 szdmot huznak a sorrend figyelembe
vétele nélkiil, ez megtehetd

48! 1-2-3-4

(90) 90! 90-89-88-87
4

modon.
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A maésik esetben 45 szambdl 4 szam hizasa a javaslat, a hizott szamok sorrend-
jének a figyelembe vételével és a mar hizott szamok visszatételével. Ez megtehetd
45* médon.

Induljunk ki az elsé médon hizott esetre kapott végeredménybdl és végezziink
becslést:

90-89-88-87 90 89 88 87 4
m—?-?~—~§—45-44,5~44-29<45~45-45~45—45.

A mésodik médon tobbféle hizas lehetséges, a telitaldlat valoszinlisége kisebb.
Tehat ezt célszerti valasztani.

2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet, ahol p valds
paraméter:

3z + 2p = 5,/pz. (7 pont)

b) Egy négyszignek, mely egyidejiileg érintd és hirnégyszig is, az egyik oldala
5 cm és valamelyik oldaltol kezdve pozitiv kérbejdards szerint véve az oldalakat mér-
tani sorozat elemeit kapjuk. Mekkora a mdsik hdrom oldal és milyen négyszogrol
van $z07 (6 pont)

Megoldas. a) A gyokjel alatt nem &llhat negativ kifejezés, ezért a megoldha-
tosag feltétele: px > 0.

1. eset: p < 0. Ekkor a feltételbdl adédik, hogy = < 0 lehet, de igy az egyenlet
bal oldala (3z + 2p) negativ, mig a jobb oldala nem negativ, tehdt ekkor nincs
megoldés.

II. eset: p=10. Ekkor egyenletiink 3z = 0 alakot vesz fel, aminek az x =0
a megoldasa.

III. eset: p > 0, ekkor a feltételbdl adédik, hogy = > 0, igy az egyenlet mindkét
oldala pozitiv, ezért négyzetre emeljiik és rendezziik:

3x + 2p = 5/px,
(3z + 2p)2 = 25pzx,

922 — 13pz + 4p? = 0,

13p/(13p)° —4-9- 4 13,15
18 18

4

Ty =p; Ty = §P-

€1,2 =

b) Az oldalak mértani sorozatot alkotnak, ezért jeloljiik ezen sorozat elsé tagjat
a-val (a > 0), és a hanyadosat g-val (¢ > 0). Ekkor az oldalak rendre a, aq, aq?, aq®
lesznek.
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Mivel érinténégyszogrél van sz, ezért a szemben levo oldalak Osszege meg-
egyezik, azaz

a+aq2:aq+aq3,

a+aq® —aqg—ag® =0,
a(l+¢* —q—q°)
a(l+ ¢ —q(1+¢%)
a(l - q)(1+¢°)
q=

Itta>06s14+¢% >0, ezért 1 —q =0, azaz
megegyezik.

0
0,
0
1, ekkor a négyszog minden oldala

Mivel az egyik oldal 5 cm, ezért minden oldala ugyanekkora, tehat rombuszrol
van sz6. A maésik feltétel szerint hirnégyszog is, azaz a rombuszok kozott keresiink
ilyen négyszoget, ami csak négyzet lehet.

3. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletrendszert:

T 1, Y
Yy r (6 pont)
28 + 290 = 26 4 2¢8.
b) Adjuk meg az dsszes p pozitiv primszdmot, melyre a
4o® —4(2p+ D)z + (4p* —p) =0
egqyenlet gyokeinek kiilonbsége egész szam. (7 pont)

Megoldas. a) Mivel tort szerepel az egyenletekben, ezért x # 0 és y # 0 kell
a megoldhatésaghoz. Rendezziik az els6 egyenletet:

T ¥,
y T
a? —xy =zy —y°,
2 —2zy +1y? =0,
(z—y)*=0,
T =y.
FEzt a mésodik egyenletbe helyettesitve:
%+ 2y6 =254+ 2y8,
2 + 225 = 28 4 228,

0=2%— wﬁ,
0=2%=a*-1),
0=a5(—1)(z+1);
r1 = O7 T = 1, Ir3 = —1.
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1 11
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21 nem jé megoldas a kikotés miatt, a masik ketté pedig az M7 (1;1) és Ma(—1;—1)
megoldasokat szolgdltatja, amit az ellenérzés jonak is talal.

b) Vizsgéljuk meg, hogy egyéltaldn mikor van az egyenletnek valés megoldasa.
A diszkrimindnst felirva:

D=[42p+1)]" —4-4-(4p® — p) = 80p+ 16 > 16,

ami mindig pozitiv a feltételek miatt, tehdt az egyenletnek minden esetben van két
kiilonb6z6 valds gyoke.

A Viete-formuldkat felirva:
4p® —p

1 +x0=2p+1, T1Xo = T

Keressiik a gyokok kiilonbségének a négyzetét a kivetkezd azonossig alapjan:

AP —p

(1‘1 — 1‘2)2 = (131 + 172)2 —4xix9 = (2p—|— 1)2 —4 n

=5p+ 1.
Innen a gyokok kiilonbsége

|1 — 2| = /5p+ 1.

Ha ez egész, akkor az 5p + 1 kifejezés egy egész szdm négyzete. A tovabbiakban
meg kell oldanunk az 5p + 1 = a? egyenletet, ahol a € N. Ezt atrendezve:

Sp=a®—1=(a—1)(a+1).

Mivel 5 is és p is prim, ezért a kovetkezo esetek vannak:

a—1 ‘ a+1 ‘ a ‘ P
1 5p 2| —
5 P 6| 7 megoldés,p=7
P 5 4| 3 megoldas, p=3
op 0| —

)

N

Ha p = 3, akkor az egyenlet 422 — 28x + 33 = 0; aminek a gyokei z; = % és xg =
amelyek kiilonbsége x1 — xo = 4 egész.

Ha p = 7, akkor az egyenlet 422 — 60z + 189 = 0; aminek a gyokei x; = 271 és
Ty = g; amelyek kiilonbsége x1 — x5 = 6 egész.

4. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenletet:
sinz +V3-cosz =4-sinx - cos . (7 pont)

b) Mekkora teriiletet zdrnak be azy = x egyenes és azy = x> — 92% + 9z gérbe?
(6 pont)
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Megoldas. a) Rendezziik a megadott egyenletet:

sinz + V3 cosz = 4-sinx - cosx,

. 3 .
-sinx + N -cosx =2 -sinx - cosx,

DN =

1 . 3 .
- + — -cosx = ;
5 SNz + x = sin 2x;

T . . .
cos — -sinx + smg - cosx = sin 2z,
. ™ .
sin (x + 3 = sin 2.

Mind a két oldalon sinus fiiggvény &ll, ezért ezek egyenlOségére 2 eset van.

1. eset:

T
2x=x+§—|—2k7r, keZ,
x:g—l—ﬂcﬂ.

II. eset:
T
230:7T—(x+§)—|—2/€7r, kez,
2
3x:—7r+2k‘7r,
3
2r 2
= —+ =k
T=g "ty

Az ellen6rzés jonak taldlja a megadott gyokoket.

b) A bezdrt teriilethez sziikségiink van Y
a metszéspontokra:

x3—9x2—|—9x:x,
23— 922 + 8z =0,
z(2? — 9z +8) =0,
xz(x —1)(x — 8) =0,

10
3;‘1:0, x2:1, .1‘3:8.
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A keresett teriilet:

1
:‘/ % — 922 + 9x) —x da:
0

8
—|—’/ z® — 92% 4+ 9z) — z) dz|.
1

Kiszamitva a két integralt:

1
4 1
/ % — 922 + 9x) —x J: — 9g.2 +833)d [2—31‘34—4@"1 =
0
0

14 0 5 5
= —_— ~13 41 —_— 3 4-2 = - — = —
<4 3-1° + ) (4 3.-0°+ 0) 1 0 1

és

||
O\H

8 8
4
/ x® — 922 + 9x) —x / 2% — 92 —|—89:)d {z—3m3+412} =
1 1

84 . ) 1 . ) 5 1029
(4 3.8+ 8) (4 3-13 4 56— 1

A kapott negativ érték azt jelzi, hogy a két fiiggvény koziil az y = x a ,nagyobb”
ezen az intervallumon.

A keresett teriilet tehdt

L 5 n _1029 1034
|4 4 | 4
II. rész

5. Azy = 23 — 622 + 152 + ¢ fiigguény eqyik érintdjének egyenlete y = 6z — 5.
Mekkora a ¢ értéke? (16 pont)

Megoldas. Az érint6 egyenletébdl leolvashatd, hogy meredeksége m = 6. Egy
gorbéhez huzott érinté meredekségét a gorbe elsé derivaltja szolgaltatja.

y' = 322 — 122 + 15 a fiiggvényiink els6 derivaltja. Olyan pontot kell keresniink,
amely pontban a derivalt felvett értéke 6, vagyis az

y =322 —1224+15=6

egyenletet kell megoldanunk. Ennek gyokei 21 =1 és x5 = 3, azaz két lehetséges
érintési pontot kaptunk, amely esetén a fiiggvény és az adott érinté érinteni tudjak
egymast.
I. eset: Erintési pont z = 1. Ekkor az érint§ dtmegy az M (1;1) ponton (az y =
= 6z — 5 egyenletbdl szdmolva), tehdt a fliggvénynek is itt kell &tmennie, azaz
13—6-12415-14+c¢=1,

innen ¢ = —9.
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II. eset: Erintési pont z = 3. Ekkor az érint8 4tmegy a M (3;13) ponton (az y =
= 6z — 5 egyenletbdl szamolva), tehat a fliggvénynek is itt kell &tmennie, azaz

33 —6-324+15-34c¢=13,
innen ¢ = —5.
6. A rajz szerint egy 10 m sugard kor kézepén dllunk O
elhelyezkedést mutatja). Véletlenszeriien 5 lovést leadva

mekkora annak a valdszinisége, hogy legaldbb 3 lovés kijut

puskdval a kézben, amit 8 darab, 1 m sugari tolgyfa vesz :
kirbe nem egyenletesen elhelyezkedve (a rajz nem a valds O \10 m O
a fa ketrechél”? (16 pont) Q O

63

Megoldas. Tekintsiink csak 1 fat az dbrdn lathaté médon.

Legyen a fa kozéppontja A, a mi helyiink B.
Huzzunk érint6t a fahoz, az érintési pont legyen C,
ahol derékszog van. Ekkor

%
1 A
sin ABC<t = —, B

11 C

ABC< ~ 5,216°.

Ebbdl kovetkezik, hogy a B pontbdl a fa 2 - ABC'< = 10,432° szdgben latszik.

Tehat 1 fa eltalalasi valoszinlisége:

10,432

P(1 fa taldl) = 360

Nem ismerjiik a fak elhelyezkedését, de 2 fa egyideji talalata lehetetlen esemény,
egymaést kizarjak, a valészintiisége 0. fgy annak a valdsziniisége, hogy valamelyik fat
eltalaljuk:
104,32

360

P(fa taldlat) = 10 - P(1 fa taldl) =

Az egyszerliség kedvéért jeloljiik ezt az értéket p-vel.

A feladatunk a P(legaldbb 3 kijut az 5-b6l) valdsziniiség kiszdmitdsa:

P(legalabb 3 kijut) = P(2 fa taldlat) + P(1 fa taldlat) + P(0 fa taldlat).

A pontosan 2 fa taldlat valdszintlisége: (g)pz(l —p)3.

A pontosan 1 fa taldlat valészintisége: (?)pl(l —-p)t
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A pontosan 0 fa taldlat valészintisége: (g)po(l —p)°.

, .. . 5 2 _ 3 5 1 _ 4 5 0 _ 5
P(legalabb 3 kijut) = 5P (1-p)°+ )P (1—p)* + L (1-p)°,
P(legalabb 3 kijut) = 85,01% (2 tizedesre kerekitve).

7. Kugli jatékhoz konnyen borulé babut terveztink. A rajz a kereszt-
metszeti képét abrdzolja. Veszink egqy R = 30 cm sugarid gombdit, amibdl
kivagunk egy a gomb kozéppontjabdl induld kupot ugy, hogy a gomb feli-
letén egy 2257 cm? feliletdarabot vagunk ki. Ezutdn egy r = 5 cm sugari
gombot tesziink a csucsra ugy, hogy a kis giimb kézéppontja pont a csicsra
illeszkedjék (persze, elltte a szikséges lyukat kivdgjuk). Mekkora az igy
kapott test térfogata? (16 pont)

Megoldéas. A nagy gomb felszine
A =430 71 = 36007 (cm?).
A kivagott kip ebbdl 2257 cm? teriiletet metsz ki, ami a teljes felszin

225w 1

36007 16

része. Tehdt a kip térfogatdnak is az 1/16 részét vagjuk ki:

1 4
- = 3031 = 22507 (cm?).

iI=16"3

A kiipra rarakott kicsi gomb hasonl6 az eredetihez (két gdmb mindig hasonld), igy
a végési hanyad is, de itt a 15/16-od rész marad meg, azaz

15 4 , 625

_ 1202 _ 3
V2_16 357r 47r(cm).
fgy a kugli térfogata:
625 9625
V =V, + Vo = 22501 + ST~ 7559,46 cm?.

8. Egy nyakldncra meddlt terveztink, melyet a rajz
mutat, ahol a meddlt a vastag vonalak hatdroljik. A nagy
kér sugara R =4 cm, a kicsi kor belilrdl érinti a nagy
kort és sugara r = 2 cm, amit kivigunk. Hogy ne legyen
hegyes a meddl, ezért a nagy kor kozéppontjdbol szimmet-
rikusan 60° szég szdgtartomdnydban levd részeket is le-
vagjuk. Mekkora a keletkezett meddl keriilete, teriilete?

(16 pont)
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Megoldas. A keresett keriilet 3 részbél all dssze:

1IN

Az els§ rész a nagy kor keriiletének az Sthatoda, hiszen 60°-os kozépponti
szognyi keriiletet vagunk ki:
5 20
ki=--2-4.-71 = —m (cm).
=2 7 (cm)
A misodik rész a kis kor keriiletének a kétharmada, hiszen a 60° keriileti szog
ebben a korben, és igy a kozépponti szog 120°, tehat 120°-os kozépponti szognyi

keriiletet vagunk ki:

2 8
k‘2:§'2~2~ﬂ'=§ﬂ' (cm).

A harmadik rész pedig két kis szakasz, melyek hosszanak meghatarozdsihoz
a nagy kor sugardabdl ki kell vonni a kis kér 120°-o0s kozépponti szogéhez tartozéd
hurjat:
s V3
ks =242 25in60°) =2 (4-2-2. =~ =2(4-2V3) =8—-4V3 (cm).

A med4l keriilete:

20 8 28
k:k1+k2+k3:§w+§w+8—4\/§:§w+8—4\/§(cm),

ami két tizedesjegyre kerekitve:

2
k:§w+8—4\/§%30,39cm.

A keresett teriiletet két rész kiilonbségeként allitjuk el6:

W
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Az els6 rész a nagy kor 6thatod része:

5 40
tl = 6 '42'7T: gﬂ— (CmQ).
A maésodik rész pedig a kis kor teriiletébél kivont szabélyos haromszog kiilonbsé-

gének a kétharmada:

2
2v3)" - sin 60°
t2§<22.7r<f>2m> S 2vG ()

A med4l teriilete:

4 2
t:tlftgzgowf <§7r2\/§> :%W+2\/§(cm2),

ami két tizedesjegyre kerekitve:

32
b=+ 2v/3 ~ 36,97 cm?.

9. Az abra egy foldteriilet rajzat adja, amelyen 4 tulajdonos osztozik. A nyil-
vdantartasban a kozépso két teriilet nagysdga olvashatatlan. Mekkora a hidnyzo két
terilet nagysdga?

75 m
75 m

75 m
75 m

1,2 ha 1,35 ha

120 m 120 m 120 m 120 m

(16 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az 1. dbrdan levé jeloléseket.

Huzzunk AFE-vel parhuzamost az F' ponton keresztiil és bocsdssunk merélegest
erre az egyenesre a masik egyenes pontjaibdl (2. dbra).

A parhuzamos szel6szakaszok tételét felirva:
mp mg Mg Mg My M2 M3z My
FG FH FI FJ FG 2-FG 3-FG 4-FG’

m2=2-m1, ’/TL3=3-TTL17 m4:4-m1.

Bocsassunk merdlegest AE egyenesére a mésik egyenes pontjaibdl, valamint a négy-
szogeknek huzzuk meg az atloit a 3. dbra szerint.
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my
mo

A B C D E

1. dbra 2. dbra

Az F pontbdl allitott meréleges sza- J
kasz hosszat z-szel jelolve a G, H, I és H
J pontokbdl &llitott merdleges szakaszok G
hossza rendre =+ mq, = + 2mq, = + 3my,
x + 4mq, tehdt ezek is szamtani sorozatot
alkotnak.

Ugyanez igaz — az dbran meg nem hu-
zott — A, B, C, D, E csicsokbdl a mésik A B C D E
egyenesre bocsatott merélegesekkel.

Az ABGF, BCHG, CDIH és DEJI

négyszogek teriiletét a behiizott atlok altal meghatarozott haromszogek teriiletének
Osszegeként szamolva azt kapjuk, hogy a négyszogek teriiletei is szdmtani sorozatot

3. dbra

alkotnak.
Tehdt a teriiletekre: a; = 1,2 ha; a4 = 1,35 ha, ahol {a;} szdmtani sorozat.
Ebbél
ay = a1 + 3d,
1,35 =1,2 + 3d.

Innen a differencia 0,05 ha és a hidnyzé teriiletek: 1,25 ha és 1,3 ha.

Szoldatics Jozsef
Budapest

*

Helyesbités a 2018/8. szdm emelt szintii feladatsordnak megolddsvézlatdhoz.
1. Az 1.b) feladat megolddséban az egyenlet jobb oldaldn —1 &ll, {gy a cos z-re
kapott masodfoku egyenlet
0=cos?x —cosz —2=(cosz+ 1)(cosz — 2).

Mivel cosx értéke nem lehet 2, igy csak a cosx = —1 lehetséges. Ennek megolddsa
x=(2k+ )7 (k € Z), de a megadott intervallumon ilyen nincs. Tehdt az egyen-
letnek nincs megoldasa az adott intervallumon.

2. A 8. feladat részpontszamai helyesen 5, 5, és 6.

Koszonjiikk Németh Ldszlonak, hogy a fentiekre felhivta figyelmiinket.
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