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.". 125 éves a KoMaL 2.*

A masodik tjrakezdés (1947-t6l1)

1947 novemberével indult el a lap 1j sorozata Sods Paula és Surdanyi Janos szer-
kesztésében. Ekkor mar tobb kisérletezés tortént a lap felélesztésére, errdl Suranyi
Janos szamolt be ,Emlékeimbdél” c. cikkében [2].

Az 1j sorozat is megtartotta elédjének hagyomanyait. F§ céljanak tekintette,
hogy valtozatos, szellemes feladatokon keresztiil fejlessze a matematika irant érdek-
16dé didksag logikai és feladatmegold6 készségét, szélesitse latékorét. A legjobbakon
kiviil a kozepes tanuldkat kivanta felszabaditani a matematika irant érzett babo-
nas tiszteletérzéstol és batortalansdgtol. Az iskolabdl jol ismert dolgok tanulsagos
bedllitasaval, érdekes fejtorokon és feladatsorokon keresztiil szerette volna elvezetni
az olvasékat a matematika eddig ismeretlen teriileteire. A lap népszeriisége semmit
se csokkent. A feladatmegolddsokban elért eredményekért vald versengés lelkesitette
a didkokat, és ha nem is személyesen, de a lapon keresztiil megismerték egymast.
1950-t6l az éves pontverseny hivatalos értékelésére is sor keriilt. A legjobb ered-
ményt elért didkok konyv- vagy pénzjutalmat, a tobbi eredményes megoldé dicsérd
oklevelet kapott, a legszorgalmasabbak arcképe is megjelent. Kézben persze valto-
zésok is voltak. A legfontosabb véltozas az, hogy az E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat
kezdeményezésére 1959 szeptemberétél ismét béviilt a lap fizika résszel. A fizika ro-
vat szerkeszt6i Bodé Zaldn és Kunfalvi Rezs6 voltak, majd Szokefalvi-Nagy Agnes,
Lugosi Erzsébet, Gajzdgé Eva, és 1991-t6] Gnadig Péter. A rovat a matematika
részhez hasonléan feladatokat tartalmaz, és a megoldok részére meghirdeti az éves
pontversenyt. A 80-as évek végéig pélydzati kifrdsok is szerepeltek a lapban, ez-
zekkel a tanuldkat kisérletezésre és mérések elvégzésére serkentik. Az 1976-77-es
tanévtél kezdve szerepelnek a pontversenyben mérési feladatok. A fizika tjabb ered-
ményeirdl cikkekben szamol be. Megindul a Kérdezz — felelek cikksorozat, amely
a didkok altal felvetett fizikai problémakra kivan valaszolni. A cikkek ir6i kozt olyan
kivalo fizikusok szerepelnek, mint Vermes Miklés.

A lap munkatérsai vidéken ankétokat, tanulédélutdnokat szerveztek. El6add
korutakon igyekeztek a lap munkdjat népszertisiteni. Munkédjuk eredményeként
rohamosan nott a feladatmegolddok szama. Késobb megalakult az Ifjusagi Fizikai
Kor is.

A lap megolddi koziil tobben értek el kiemelkedd eredményt fizikdbdl az Orszé-
gos Kozépiskolai Tanulmanyi Versenyen, az 1967-ben el6szor megrendezett Nemzet-
kozi Fizikai Didkolimpian, amelyen azéta is sikeresen szerepelnek a magyar didkok.
A lapban megjelent fizika feladatok megoldasa jé el6késziiletet jelent az egyetemi
felvételi vizsgakhoz is. Tobben a lapban megoldott feladatokon keresztiil ismerték
és szerették meg a fizikat, és vélasztottdk a fizikusi hivatast.

*Az itt megjelent cikk lényegében az 1993. évi decemberi szdmban megjelent irds
ismétlése.
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Véltoztak a szerkesztdk, a szerkesztébizottsdg vezetdje, a fOszerkeszto, a bi-
zottsagi tagok. Némiképp a tartalom is véltozott. A szokdsos gyakorlat és feladat
rovatokon kiviil voltak mas tipusu problémék is: a jobbaknak ,,pontversenyek kiviili
problémak” | nehezebb feladatok”, a konnyebb feladatok ,,C kategéria” megjelolés-
sel. Tobb cikket kozoltiink, mint azel6tt. Volt ,,Oktotd” rovatunk Tusnddy Gabor és
»Kedvenc problémaim” Csirmaz Ldszlo szerkesztObizottsagi vezetdk otlete alapjan.
A 80-as években indult Szamitastechnikai Rovat Ada-Winter Péter kezdeményezé-
sére, melynek iranyitéja Appel Gyorgy, illetve Székely Jend volt.

A lap ezen 1j sorozata folytatddik napjainkban is héla az elédoknek, akik
kigondoltak, megszervezték, elinditottak és rank orokiil hagytak.

Ajanlott olvasmanyok
[1] Kéntor Sandorné: A 125 éves K6Mal-rél, Erinté (2018. december), http://
ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2018-12/802-a-125-eves-komal-rol.

[2] Surdnyi Jdnos: Emlékeimbdl, KéMaL (1993. december), 472-474,
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?7id=199363.

. 45
Idérendi tablazat ¢ ¢
\ Y 4

1894—-1914: Ko6zépiskolai Matematikai Lapok

Szerkesztdk: Arany Déniel 1894-1896*
Ratz Laszlé 1896-1914
Antal Mérk 1896-1914

(Az elsd vildghdbort kezdetén a lap anyagi okok miatt megsziint.)

1925-1939: Ko6zépiskolai Mathematikai és Fizikai Lapok

Szerkesztd: Faragé Andor 1952-1939
Abrdzolé geometria rovatvezetdi: Kresznerics Kéroly 1925-1932
Vigassy Lajos 1925-1939

(A mésodik vildghdbori kezdetekor a lap ismét megsziint.)

1947-t61: Kozépiskolai Matematikai Lapok (U_] sorozat)

Szerkesztok: Suranyi Janos 1947-1948
Soés Paula 1947-1948
Fészerkeszto: Surdnyi Jénos 1949-1959
Felelos szerkeszto: Neukomm Gyula 1952-1957
Lukacs Otté 19571958

*A szdmok az idétartamot jelolik.
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Bakos Tibor 1958-1974
Fried Ervinné 1974-1990
Fészerkeszto: Lugosi Erzsébet 1990-1992
Olah Vera 1993-2001
Nagy Gyula 20012015
Ratké Eva 2015—
Fészerkesztd helyettes: Gajzagd Eva 1992-1994
Pataki Janos 1999-2007
A matematika szerkesztdbizottsdag vezetdje: Surdnyi Janos 1949-1972
Tusnady Gabor 1972-1983
Csirmaz Léaszlo 1983-1985
Pataki Janos 1986-1988
Hermann Péter 1988~

1959. szeptemberétél a lap fizika rovattal béviilt.

A rovat szerkesztdi: Kunfalvi Rezs6 1959-1975

Bodé Zalan 1959-1962

Sz8kefalvi-Nagy Agnes 19751982

Lugosi Erzsébet 1982-1986

1988-1990

Gajzdgé Eva 1986-1988

1990-1991
Gnéidig Péter 1991

A fizika szerkesztdbizottsag vezetdje: Bodé Zalan 1966-1988
Radnai Gyula 1988—

1949-ben megalakult a matematikai szerkesztébizottsdag. Tagjai egyetemi okta-
tok, kozépiskolai tanarok, az Oktatasi Minisztérium képvisel6je és az utébbi évek-
ben olyan egyetemi hallgatdk, akik eredményes megoldéi voltak a lapnak, verse-
nyeken, Nemzetkozi Didkolimpian dijakat nyertek. A szerkesztébizottsag tagjai fel-
adatokat javasolnak, megfogalmazzak a kitlizott feladatok szovegét, megoldasat.
Véleményiikkel befolydsoljak a lap tartalmat, megjelenési formdjat stb.

A matematikai szerkesztébizottsdg tagjai:

Gallai Tibor 1949-1951 Kalmar Léaszloné 1949-1951
Sods Paula 1949-1951 Karteszi Ferenc 1949-1968
Hédi Endre 1950-1952 Aczél Istvanné 1952-1952
Lorincz PAal 1953-1957 Késedi Ferenc 1953-1965
Lukacs Otté 1958-1982 Vigassy Lajos 1958-1973
Tolnai Jeno 1958-1983 Acs P4l 1963-1994
Tusnady Gabor 1966-1971 Baréti Gyorgy 1974-1975
Petruska Gyorgy 1974-1975 Ratké Istvan 1974-1981
Csirmaz Laszl 1974-1982 Bakos Tibor 1974-1999
Lippner Gyorgy 1976-1977 Galfi Lészld 1977-1978
Herczeg Janos 1977-1978 Urban Janos 1977-1978
4 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1
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Lorant Laszl 1978- Pataki Janos 1980-1994
Bogdén Zoltan 1986-1999 1998-1999
Ruttkay Zsoéfia 19861987 Kiss Gyorgy 1986—2006
Kérolyi Gyula 19892013 2009-2016
Fried Ervinné 1990-2012 Kés Géza 1990-
Benczur Péter 1992-1996 Harcos Gergely 1992-1997
Podoski Kéroly 1992-1994 Csornyei Marianna 1996-1998
Fried Katalin 1996-2005 Gyarmati Katalin 1997-1999
Pap Gyula 1997-1999 Megyeri Csaba 1999-2001
Ratké Eva 1999-2015 Szamadé Lészlo 1999-2014
Gréf Andrea 2001-2005 Csikvari Péter 2002-2005
Kosztolanyiné Miklés Ildiko 2004-2005
Nagy Erzsébet 2002-2006 Pach Péter Pal 2005—
Loréntfy Lészlé 20062018 Salat Maté 2006-2009
Balga Attila 2009-2012 Kiss Géza 2009-
Kés Rita 2010- Kérolyi Gergely 2015-
Szabé Eva 20162018 Vigh Viktor 2016—
Sztranydk Attila 2017- Williams Kada 2017-
Okordi Péterné 2018

1959-ben megalakult a fizika szerkesztébizottsdg. Miikodése a matematika bi-
zottsdghoz hasonlé.

A fizika szerkesztObizottsag tagjai:

Holics Laszlé 1959 Varga Zoltan 1959-1962
Vermes Miklés 1959-1990 1964-1973
Bukovszky Ferenc 1959-1963 Brijer Laszlo 1959-1962
Nyilas Dezs6 1964-1966 Bellay Lészlé 1963-1973
Székely Gyorgy 1967-1983 Kugler Sandorné 1967-1975
Székefalvi-Nagy Agnes 1974-1975 Simon Léaszl6 1972—
Kunfalvi Rezs6 1975-1998 Major Janos 1975-1985
Woynarovich Ferenc 1983, 1992- Menyhard Miklés 1982
Kriza Gyorgy 19861988 Szép Jend 1983-1992
Gélfi Laszlo 1990- Gnédig Péter 1988-1991
Honyek Gyula 1992— Vladar Kéroly 1990
Vigh Maté 2008— Szasz Krisztian 2015-
Baranyai Klara 2016-

A lapban el6szor 1982 és 1987 kozott voltak kitiizve szamitdstechnika felada-
tok, illetve jelentek meg ilyen témaju cikkek is. Ezt a munkat Appel Gyorgy ira-
nyitotta, aki szamitastechnika bizottsdg hijan a matematika bizottsdg tagjaként
szerepelt. Informatika feladatokkal 2001-t6l jelentkezett tjra a Lap, ilyen témaja
cikkek pedig 2005 éta jelennek meg rendszeresen ismét. A bizottsag vezet6i vol-
tak még Zsaké Lészl6 (2001-2004), Horpécsi Illés (2006-2008) és Schmieder Lészl6
(2008-t61).

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1 5
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Hubert Tibor 2001-2004 Szlavi Péter 2001-2004
Kirdly Zoltan 2004-2005 Kos Géza 2004-2007
Kohegyi Janos 2004-2005 Marx Déniel 2004-2005
Székely Jeno 2004-2005 Branyi Lészlo 2005
Fried Katalin 2005 Ivanyi Antal 2005
Vésarhelyi Eva 2005 Erben Péter 2005-2006
Engedy Istvan 2005-2008 Récz Béla Andras 2005-2006
Schmidt Zoltan 2005-2006 Burcsi Péter 2006
Schmieder Laszlé 2006-2008 Engedy Balazs 2007-2012
Siegler Gabor 2008- Fodor Zsolt 2009-
Gévay Gébor 2010-2017 Téth Tamas 2011-2015
Weisz Agoston 2012-2016 Farkas Csaba 2015-
Erdés Marton 2016-2017 Léczi Lajos 2016—
Lutter Andrés 2017-2018 Laszl6 Nikolett 2017-
Busa M4té 2018-

1992-t6l a lap cime Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2015
szeptemberétol pedig Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok Informa-
tika Rovattal Bévitve.

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Kilencjegyll pozitiv egész szamokat képeziink ugy, hogy a képzett szamban
szereplo szamjegy annyiszor fordul el6, amekkora a szamjegy. Hany ilyen kilenc-
jegyl szdm képezhets? (11 pont)

2. Tekintsiik a kovetkezd allitasokat:
A: Ha egy fliggvény periodikus, akkor van legkisebb periédusa (alapperiédusa).

B: Létezik olyan 10 cstccsal rendelkezd graf, melynek fokszamai egy névekvo
szamtani sorozat egymast koveto tagjait alkotjak.

C: Ha a, és b, korlatos sorozatok, akkor a,b,, is korlatos.

a) Dontsiik el, hogy igazak vagy hamisak az llitdsok. Valaszainkat indokoljuk.

(8 pont)

b) Fogalmazzuk meg a C §llitds megforditdsat. Dontsiik el, hogy igaz vagy

hamis az 4ll{tds megforditdsa. Vélaszunkat indokoljuk. (4 pont)
3. Tekintsiik az ABC haromszoget, ahol A(0;1), B(3;4) és C(4;—-3).

a) Hatérozzuk meg a héromszog szégeinek nagysigat. (4 pont)

b) Irjuk fel a haromszog koré irt kor egyenletét. (8 pont)

6 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1
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¢) Hatérozzuk meg a hdromszogbe frhaté kor sugardnak pontos értékét.

(3 pont)
d) Szamitsuk ki annak a pontnak a koordindtdit, amelyben a B-b&l induld
belsd szoglelezd metszi a szemkozti oldalt. (4 pont)
4. a) Adjuk meg a kovetkezd kifejezés értelmezési tartomdnydt:
3 -5z
108, 2622 <2x T 4> . (10 pont)

b) Hatdrozzuk meg az A; B; C kijelentések logikai értékét, ha tudjuk, hogy
az alabbi &llitas logikai értéke hamis.

(A< B) = (BV (). (4 pont)

II. rész

5. a) Egy négypontu iires grafba berajzolunk hdrom élt dgy, hogy a graf
egyszerid legyen. Mennyi annak a valészintisége, hogy az igy kapott graf 6sszefiiggd
lesz? (5 pont)

b) Hany négy hosszi kort tartalmaz egy tizpontu teljes graf? (4 pont)

Egy angolos nyelvi csoportban, ahol 6t fid és 6t lany tanul, minden 6ra elején
szodolgozatot frat a tandrné. A szédolgozatot mindig 6t tanulé irja meg ugy, hogy
tanaruk egymastdl fiiggetleniil, egyenld valdszintiséggel valasztja ki a tanuldkat.

¢) Mennyi annak a valészin{isége, hogy a dolgozatot iré tanuldk kozott a fidk
és a lanyok szdménak eltérése legfeljebb 27 (3 pont)

d) Mennyi annak a valésziniisége, hogy 6t egymdst kovetd szédolgozatnél
az 0todik lesz az els6 olyan, ahol teljesiil, hogy a dolgozatot iré didkok szamanak
eltérése legfeljebb 27

Eredményeinket tizezredekre kerekitve adjuk meg. (4 pont)

6. a) Az ABCDEF szabalyos hatszog koriilirt korén felvettiink egy olyan
P pontot, amely nem csticsa a hatszognek. Mutassuk meg, hogy a P pontnak a hat-
sz0g csucsaitol mért tavolsagainak négyzetosszege a P pont helyzetétdl fiiggetleniil
mindig ugyanakkora. (4 pont)

Az iskolai darts szakkor tablaja haromszog alaki, melynek oldalai 13, 14 és 15
egység hosszuak. Egy dobdssorozat hét dobasbdl all. Robi még kezd§ jatékos, ezért
szorgalmasan gyakorol. Feltételezziik, hogy a tédblat biztosan eltaldlja, és a tabla
minden pontjit egyenld valosziniiséggel taldlja el.

b) Mekkora annak a val6szintisége, hogy a hét dobésbdl legfeljebb hdromszor ta-
14l bele a hdromszog befrt kérébe? Valaszunkat normélalakban adjuk meg. (6 pont)

A téabla kiilonb6zé részeinek eltaldldsa mas-mas pontot ér.

Robi utolsé hét dobasardl tudjuk, hogy az atlaguk 120 pont. Pontosan annyi,
mint az adatok medidnja. Az adathalmaz egyetlen mdédusza 100 pont. Két dobas so-
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ran éppen az atlagnak megfelel6 6sszeget dobott, mig a legjobb taldlata 160 pontra
sikeriilt.

¢) Széamitsuk ki az elért pontszdmok szérdsat. (6 pont)

7. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szamok halmazan.

(1) 4-Va+1+Vo+1=vVab+a+b+1,
(2) 2 Va+1+5-Vb+1=2-Vab+a+b+1. (8 pont)

b) Kedvenc egyiittesem legijabb albumédn négy dal kiilondsen jora sikertiilt,
ezért mar egy ideje csak ezt a négy dalt hallgatom a telefonomon. A telefon a dalokat
egymas utan véletlenszerlien, egymdéstol fiiggetleniil, mindegyiket zll val6szintiséggel
jatssza le. Addig hallgatom a zenéket, amig nem kovetkezik be az els6 ismétlédés.

Hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve
6 dalt kell meghallgassak, majd szamitsuk ki az els6 ismétlésig meghallgatott dalok
szdménak véarhaté értékét. (8 pont)
8. Adott az
23, ha z < 3,
f(x) = q 1222 — 350 — 3
= T Y 4p ha z>3.
z—3
figgvény.
a) Hatérozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy az f(z) fiiggvény folytonos
legyen a valds szamok halmazén. (4 pont)

Tekintsiik a fenti fiiggvényt a [—1;2] intervallumon. Legyen ez a g(z) fiiggvény.
b) Adjuk meg a g(x) fiiggvénynek az inverz fiiggvényét. Adjuk meg az inverz
fiiggvény értelmezési tartomanydt és értékkészletét is. (4 pont)

Az f(x) fiiggvény 2 abszcissz&ji pontjaba érintét hiizunk. (Pont abszcisszéja:
a pont elsd koordindtdja.)

¢) Irjuk fel az érintd egyenletét. (4 pont)
d) Hatarozzuk meg az érint6 és az f(x) fliggvény altal hatdrolt korlatos zart
sikidom teriiletét. (4 pont)

9. Egy mértani sorozat elsé eleme 9, az elsé n elem Gsszege %, ugyanezen
elemek reciprokainak Osszege %.

a) Mutassuk meg, hogy a sorozat hdnyadosa % (7 pont)
b) Hatérozzuk meg n értékét. (2 pont)
¢) A sorozat mely elemei kisebbek Wllg—nél? Mennyi az Osszege ezen ele-
meknek? (7 pont)

Fridrik Richard
Magister Universitas
Matematika Szekcié

Szeged
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Megoldasvazlatok a 2018/9. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenletet:

logye 1 (2771 +5) = 2. (6 pont)

b) A LOTTO (90 szdmbdl 5 hizdsa) megudltoztatdsdra készilnek. Két javaslat
van. Az eqyik 90-b6l 4 szdm hizdsdt javasolva a régi mddon, a mdsik meg 45 szdm-
bol 4 hiuzdsdt javasolja a sorrend figyelembe vételével, de ez lehetévé tenné, hogy
ugyanazt a szdmot tobbszor is ki lehessen hiuzni, azaz a mdr hizott szdmot ismét
visszatennék. Azt akarndk elfogadni, amelyik jaték esetében kevesebb az esély a te-
litaldlatra. Zsebszamoldgép nélkil (!) hatdrozzuk meg, hogy melyiket vdlasszdk.

(6 pont)

Megoldas. a) Mivel az exponencidlis fliggvény mindig pozitiv, ezért
2% 41 > 1, tehat a logaritmus alapszama pozitiv és nem egyenlé 1-gyel, valamint
27+l 4+ 5 > 5, tehét a logaritmizalandé kifejezés is pozitiv. Az egyenletiink minden
valés szamra értelmezett.

Rendezziik az egyenletiinket, k6zben hasznaljuk a logaritmus definicigjat, va-
lamint az exponencialis fliiggvény monoton tulajdonsigat:

loggs 11 (27 +5) =2,
27+ 45 = (27 +1)%,
2.2 45=2%42.2% 41,

4 = 2%
22 _ 222
2 =2z,
1=z

Az ellenérzés a kapott gyokot jonak taldlja:
loggi 41 (2" +5) = logy 9 = 2.

b) Az elsé verzi6 szerint 90 szdmbdl 4 szdmot huznak a sorrend figyelembe
vétele nélkiil, ez megtehetd

48! 1-2-3-4

(90) 90! 90-89-88-87
4

modon.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1 9



ﬁ} 2019.1.7 — 19:45 — 10. oldal — 10. lap KoMalL, 2019. januar gf

— P

A maésik esetben 45 szambdl 4 szam hizasa a javaslat, a hizott szamok sorrend-
jének a figyelembe vételével és a mar hizott szamok visszatételével. Ez megtehetd
45* médon.

Induljunk ki az elsé médon hizott esetre kapott végeredménybdl és végezziink
becslést:

90-89-88-87 90 89 88 87 4
m—?-?~—~§—45-44,5~44-29<45~45-45~45—45.

A mésodik médon tobbféle hizas lehetséges, a telitaldlat valoszinlisége kisebb.
Tehat ezt célszerti valasztani.

2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet, ahol p valds
paraméter:

3z + 2p = 5,/pz. (7 pont)

b) Egy négyszignek, mely egyidejiileg érintd és hirnégyszig is, az egyik oldala
5 cm és valamelyik oldaltol kezdve pozitiv kérbejdards szerint véve az oldalakat mér-
tani sorozat elemeit kapjuk. Mekkora a mdsik hdrom oldal és milyen négyszogrol
van $z07 (6 pont)

Megoldas. a) A gyokjel alatt nem &llhat negativ kifejezés, ezért a megoldha-
tosag feltétele: px > 0.

1. eset: p < 0. Ekkor a feltételbdl adédik, hogy = < 0 lehet, de igy az egyenlet
bal oldala (3z + 2p) negativ, mig a jobb oldala nem negativ, tehdt ekkor nincs
megoldés.

II. eset: p=10. Ekkor egyenletiink 3z = 0 alakot vesz fel, aminek az x =0
a megoldasa.

III. eset: p > 0, ekkor a feltételbdl adédik, hogy = > 0, igy az egyenlet mindkét
oldala pozitiv, ezért négyzetre emeljiik és rendezziik:

3x + 2p = 5/px,
(3z + 2p)2 = 25pzx,

922 — 13pz + 4p? = 0,

13p/(13p)° —4-9- 4 13,15
18 18

4

Ty =p; Ty = §P-

€1,2 =

b) Az oldalak mértani sorozatot alkotnak, ezért jeloljiik ezen sorozat elsé tagjat
a-val (a > 0), és a hanyadosat g-val (¢ > 0). Ekkor az oldalak rendre a, aq, aq?, aq®
lesznek.
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Mivel érinténégyszogrél van sz, ezért a szemben levo oldalak Osszege meg-
egyezik, azaz

a+aq2:aq+aq3,

a+aq® —aqg—ag® =0,
a(l+¢* —q—q°)
a(l+ ¢ —q(1+¢%)
a(l - q)(1+¢°)
q=

Itta>06s14+¢% >0, ezért 1 —q =0, azaz
megegyezik.

0
0,
0
1, ekkor a négyszog minden oldala

Mivel az egyik oldal 5 cm, ezért minden oldala ugyanekkora, tehat rombuszrol
van sz6. A maésik feltétel szerint hirnégyszog is, azaz a rombuszok kozott keresiink
ilyen négyszoget, ami csak négyzet lehet.

3. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletrendszert:

T 1, Y
Yy r (6 pont)
28 + 290 = 26 4 2¢8.
b) Adjuk meg az dsszes p pozitiv primszdmot, melyre a
4o® —4(2p+ D)z + (4p* —p) =0
egqyenlet gyokeinek kiilonbsége egész szam. (7 pont)

Megoldas. a) Mivel tort szerepel az egyenletekben, ezért x # 0 és y # 0 kell
a megoldhatésaghoz. Rendezziik az els6 egyenletet:

T ¥,
y T
a? —xy =zy —y°,
2 —2zy +1y? =0,
(z—y)*=0,
T =y.
FEzt a mésodik egyenletbe helyettesitve:
%+ 2y6 =254+ 2y8,
2 + 225 = 28 4 228,

0=2%— wﬁ,
0=2%=a*-1),
0=a5(—1)(z+1);
r1 = O7 T = 1, Ir3 = —1.
Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1 11
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21 nem jé megoldas a kikotés miatt, a masik ketté pedig az M7 (1;1) és Ma(—1;—1)
megoldasokat szolgdltatja, amit az ellenérzés jonak is talal.

b) Vizsgéljuk meg, hogy egyéltaldn mikor van az egyenletnek valés megoldasa.
A diszkrimindnst felirva:

D=[42p+1)]" —4-4-(4p® — p) = 80p+ 16 > 16,

ami mindig pozitiv a feltételek miatt, tehdt az egyenletnek minden esetben van két
kiilonb6z6 valds gyoke.

A Viete-formuldkat felirva:
4p® —p

1 +x0=2p+1, T1Xo = T

Keressiik a gyokok kiilonbségének a négyzetét a kivetkezd azonossig alapjan:

AP —p

(1‘1 — 1‘2)2 = (131 + 172)2 —4xix9 = (2p—|— 1)2 —4 n

=5p+ 1.
Innen a gyokok kiilonbsége

|1 — 2| = /5p+ 1.

Ha ez egész, akkor az 5p + 1 kifejezés egy egész szdm négyzete. A tovabbiakban
meg kell oldanunk az 5p + 1 = a? egyenletet, ahol a € N. Ezt atrendezve:

Sp=a®—1=(a—1)(a+1).

Mivel 5 is és p is prim, ezért a kovetkezo esetek vannak:

a—1 ‘ a+1 ‘ a ‘ P
1 5p 2| —
5 P 6| 7 megoldés,p=7
P 5 4| 3 megoldas, p=3
op 0| —

)

N

Ha p = 3, akkor az egyenlet 422 — 28x + 33 = 0; aminek a gyokei z; = % és xg =
amelyek kiilonbsége x1 — xo = 4 egész.

Ha p = 7, akkor az egyenlet 422 — 60z + 189 = 0; aminek a gyokei x; = 271 és
Ty = g; amelyek kiilonbsége x1 — x5 = 6 egész.

4. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenletet:
sinz +V3-cosz =4-sinx - cos . (7 pont)

b) Mekkora teriiletet zdrnak be azy = x egyenes és azy = x> — 92% + 9z gérbe?
(6 pont)
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Megoldas. a) Rendezziik a megadott egyenletet:

sinz + V3 cosz = 4-sinx - cosx,

. 3 .
-sinx + N -cosx =2 -sinx - cosx,

DN =

1 . 3 .
- + — -cosx = ;
5 SNz + x = sin 2x;

T . . .
cos — -sinx + smg - cosx = sin 2z,
. ™ .
sin (x + 3 = sin 2.

Mind a két oldalon sinus fiiggvény &ll, ezért ezek egyenlOségére 2 eset van.

1. eset:

T
2x=x+§—|—2k7r, keZ,
x:g—l—ﬂcﬂ.

II. eset:
T
230:7T—(x+§)—|—2/€7r, kez,
2
3x:—7r+2k‘7r,
3
2r 2
= —+ =k
T=g "ty

Az ellen6rzés jonak taldlja a megadott gyokoket.

b) A bezdrt teriilethez sziikségiink van Y
a metszéspontokra:

x3—9x2—|—9x:x,
23— 922 + 8z =0,
z(2? — 9z +8) =0,
xz(x —1)(x — 8) =0,

10
3;‘1:0, x2:1, .1‘3:8.
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A keresett teriilet:

1
:‘/ % — 922 + 9x) —x da:
0

8
—|—’/ z® — 92% 4+ 9z) — z) dz|.
1

Kiszamitva a két integralt:

1
4 1
/ % — 922 + 9x) —x J: — 9g.2 +833)d [2—31‘34—4@"1 =
0
0

14 0 5 5
= —_— ~13 41 —_— 3 4-2 = - — = —
<4 3-1° + ) (4 3.-0°+ 0) 1 0 1

és

||
O\H

8 8
4
/ x® — 922 + 9x) —x / 2% — 92 —|—89:)d {z—3m3+412} =
1 1

84 . ) 1 . ) 5 1029
(4 3.8+ 8) (4 3-13 4 56— 1

A kapott negativ érték azt jelzi, hogy a két fiiggvény koziil az y = x a ,nagyobb”
ezen az intervallumon.

A keresett teriilet tehdt

L 5 n _1029 1034
|4 4 | 4
II. rész

5. Azy = 23 — 622 + 152 + ¢ fiigguény eqyik érintdjének egyenlete y = 6z — 5.
Mekkora a ¢ értéke? (16 pont)

Megoldas. Az érint6 egyenletébdl leolvashatd, hogy meredeksége m = 6. Egy
gorbéhez huzott érinté meredekségét a gorbe elsé derivaltja szolgaltatja.

y' = 322 — 122 + 15 a fiiggvényiink els6 derivaltja. Olyan pontot kell keresniink,
amely pontban a derivalt felvett értéke 6, vagyis az

y =322 —1224+15=6

egyenletet kell megoldanunk. Ennek gyokei 21 =1 és x5 = 3, azaz két lehetséges
érintési pontot kaptunk, amely esetén a fiiggvény és az adott érinté érinteni tudjak
egymast.
I. eset: Erintési pont z = 1. Ekkor az érint§ dtmegy az M (1;1) ponton (az y =
= 6z — 5 egyenletbdl szdmolva), tehdt a fliggvénynek is itt kell &tmennie, azaz
13—6-12415-14+c¢=1,

innen ¢ = —9.
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II. eset: Erintési pont z = 3. Ekkor az érint8 4tmegy a M (3;13) ponton (az y =
= 6z — 5 egyenletbdl szamolva), tehat a fliggvénynek is itt kell &tmennie, azaz

33 —6-324+15-34c¢=13,
innen ¢ = —5.
6. A rajz szerint egy 10 m sugard kor kézepén dllunk O
elhelyezkedést mutatja). Véletlenszeriien 5 lovést leadva

mekkora annak a valdszinisége, hogy legaldbb 3 lovés kijut

puskdval a kézben, amit 8 darab, 1 m sugari tolgyfa vesz :
kirbe nem egyenletesen elhelyezkedve (a rajz nem a valds O \10 m O
a fa ketrechél”? (16 pont) Q O

63

Megoldas. Tekintsiink csak 1 fat az dbrdn lathaté médon.

Legyen a fa kozéppontja A, a mi helyiink B.
Huzzunk érint6t a fahoz, az érintési pont legyen C,
ahol derékszog van. Ekkor

%
1 A
sin ABC<t = —, B

11 C

ABC< ~ 5,216°.

Ebbdl kovetkezik, hogy a B pontbdl a fa 2 - ABC'< = 10,432° szdgben latszik.

Tehat 1 fa eltalalasi valoszinlisége:

10,432

P(1 fa taldl) = 360

Nem ismerjiik a fak elhelyezkedését, de 2 fa egyideji talalata lehetetlen esemény,
egymaést kizarjak, a valészintiisége 0. fgy annak a valdsziniisége, hogy valamelyik fat
eltalaljuk:
104,32

360

P(fa taldlat) = 10 - P(1 fa taldl) =

Az egyszerliség kedvéért jeloljiik ezt az értéket p-vel.

A feladatunk a P(legaldbb 3 kijut az 5-b6l) valdsziniiség kiszdmitdsa:

P(legalabb 3 kijut) = P(2 fa taldlat) + P(1 fa taldlat) + P(0 fa taldlat).

A pontosan 2 fa taldlat valdszintlisége: (g)pz(l —p)3.

A pontosan 1 fa taldlat valészintisége: (?)pl(l —-p)t
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A pontosan 0 fa taldlat valészintisége: (g)po(l —p)°.

, .. . 5 2 _ 3 5 1 _ 4 5 0 _ 5
P(legalabb 3 kijut) = 5P (1-p)°+ )P (1—p)* + L (1-p)°,
P(legalabb 3 kijut) = 85,01% (2 tizedesre kerekitve).

7. Kugli jatékhoz konnyen borulé babut terveztink. A rajz a kereszt-
metszeti képét abrdzolja. Veszink egqy R = 30 cm sugarid gombdit, amibdl
kivagunk egy a gomb kozéppontjabdl induld kupot ugy, hogy a gomb feli-
letén egy 2257 cm? feliletdarabot vagunk ki. Ezutdn egy r = 5 cm sugari
gombot tesziink a csucsra ugy, hogy a kis giimb kézéppontja pont a csicsra
illeszkedjék (persze, elltte a szikséges lyukat kivdgjuk). Mekkora az igy
kapott test térfogata? (16 pont)

Megoldéas. A nagy gomb felszine
A =430 71 = 36007 (cm?).
A kivagott kip ebbdl 2257 cm? teriiletet metsz ki, ami a teljes felszin

225w 1

36007 16

része. Tehdt a kip térfogatdnak is az 1/16 részét vagjuk ki:

1 4
- = 3031 = 22507 (cm?).

iI=16"3

A kiipra rarakott kicsi gomb hasonl6 az eredetihez (két gdmb mindig hasonld), igy
a végési hanyad is, de itt a 15/16-od rész marad meg, azaz

15 4 , 625

_ 1202 _ 3
V2_16 357r 47r(cm).
fgy a kugli térfogata:
625 9625
V =V, + Vo = 22501 + ST~ 7559,46 cm?.

8. Egy nyakldncra meddlt terveztink, melyet a rajz
mutat, ahol a meddlt a vastag vonalak hatdroljik. A nagy
kér sugara R =4 cm, a kicsi kor belilrdl érinti a nagy
kort és sugara r = 2 cm, amit kivigunk. Hogy ne legyen
hegyes a meddl, ezért a nagy kor kozéppontjdbol szimmet-
rikusan 60° szég szdgtartomdnydban levd részeket is le-
vagjuk. Mekkora a keletkezett meddl keriilete, teriilete?

(16 pont)
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Megoldas. A keresett keriilet 3 részbél all dssze:

1IN

Az els§ rész a nagy kor keriiletének az Sthatoda, hiszen 60°-os kozépponti
szognyi keriiletet vagunk ki:
5 20
ki=--2-4.-71 = —m (cm).
=2 7 (cm)
A misodik rész a kis kor keriiletének a kétharmada, hiszen a 60° keriileti szog
ebben a korben, és igy a kozépponti szog 120°, tehat 120°-os kozépponti szognyi

keriiletet vagunk ki:

2 8
k‘2:§'2~2~ﬂ'=§ﬂ' (cm).

A harmadik rész pedig két kis szakasz, melyek hosszanak meghatarozdsihoz
a nagy kor sugardabdl ki kell vonni a kis kér 120°-o0s kozépponti szogéhez tartozéd
hurjat:
s V3
ks =242 25in60°) =2 (4-2-2. =~ =2(4-2V3) =8—-4V3 (cm).

A med4l keriilete:

20 8 28
k:k1+k2+k3:§w+§w+8—4\/§:§w+8—4\/§(cm),

ami két tizedesjegyre kerekitve:

2
k:§w+8—4\/§%30,39cm.

A keresett teriiletet két rész kiilonbségeként allitjuk el6:

W
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Az els6 rész a nagy kor 6thatod része:

5 40
tl = 6 '42'7T: gﬂ— (CmQ).
A maésodik rész pedig a kis kor teriiletébél kivont szabélyos haromszog kiilonbsé-

gének a kétharmada:

2
2v3)" - sin 60°
t2§<22.7r<f>2m> S 2vG ()

A med4l teriilete:

4 2
t:tlftgzgowf <§7r2\/§> :%W+2\/§(cm2),

ami két tizedesjegyre kerekitve:

32
b=+ 2v/3 ~ 36,97 cm?.

9. Az abra egy foldteriilet rajzat adja, amelyen 4 tulajdonos osztozik. A nyil-
vdantartasban a kozépso két teriilet nagysdga olvashatatlan. Mekkora a hidnyzo két
terilet nagysdga?

75 m
75 m

75 m
75 m

1,2 ha 1,35 ha

120 m 120 m 120 m 120 m

(16 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az 1. dbrdan levé jeloléseket.

Huzzunk AFE-vel parhuzamost az F' ponton keresztiil és bocsdssunk merélegest
erre az egyenesre a masik egyenes pontjaibdl (2. dbra).

A parhuzamos szel6szakaszok tételét felirva:
mp mg Mg Mg My M2 M3z My
FG FH FI FJ FG 2-FG 3-FG 4-FG’

m2=2-m1, ’/TL3=3-TTL17 m4:4-m1.

Bocsassunk merdlegest AE egyenesére a mésik egyenes pontjaibdl, valamint a négy-
szogeknek huzzuk meg az atloit a 3. dbra szerint.
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my
mo

A B C D E

1. dbra 2. dbra

Az F pontbdl allitott meréleges sza- J
kasz hosszat z-szel jelolve a G, H, I és H
J pontokbdl &llitott merdleges szakaszok G
hossza rendre =+ mq, = + 2mq, = + 3my,
x + 4mq, tehdt ezek is szamtani sorozatot
alkotnak.

Ugyanez igaz — az dbran meg nem hu-
zott — A, B, C, D, E csicsokbdl a mésik A B C D E
egyenesre bocsatott merélegesekkel.

Az ABGF, BCHG, CDIH és DEJI

négyszogek teriiletét a behiizott atlok altal meghatarozott haromszogek teriiletének
Osszegeként szamolva azt kapjuk, hogy a négyszogek teriiletei is szdmtani sorozatot

3. dbra

alkotnak.
Tehdt a teriiletekre: a; = 1,2 ha; a4 = 1,35 ha, ahol {a;} szdmtani sorozat.
Ebbél
ay = a1 + 3d,
1,35 =1,2 + 3d.

Innen a differencia 0,05 ha és a hidnyzé teriiletek: 1,25 ha és 1,3 ha.

Szoldatics Jozsef
Budapest

*

Helyesbités a 2018/8. szdm emelt szintii feladatsordnak megolddsvézlatdhoz.
1. Az 1.b) feladat megolddséban az egyenlet jobb oldaldn —1 &ll, {gy a cos z-re
kapott masodfoku egyenlet
0=cos?x —cosz —2=(cosz+ 1)(cosz — 2).

Mivel cosx értéke nem lehet 2, igy csak a cosx = —1 lehetséges. Ennek megolddsa
x=(2k+ )7 (k € Z), de a megadott intervallumon ilyen nincs. Tehdt az egyen-
letnek nincs megoldasa az adott intervallumon.

2. A 8. feladat részpontszamai helyesen 5, 5, és 6.

Koszonjiikk Németh Ldszlonak, hogy a fentiekre felhivta figyelmiinket.
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Szocidlis palyazat ingyenes matektabori
részvételre

A Matematika Osszekit Egyesiilet évek 6ta kindl egyediildlld, izgalmas ren-
dezvényeket orszagszerte, minden érdeklédo szamara. Célunk, hogy az élményszerii
megkozelités segitségével minél tobb gyereket vigyiink kozelebb a matematikahoz.
Versenyeink, a Medve Szabadtéri Matematika Versenyek sordn kimozditjuk a tanu-
l6kat a természetbe, valamint a kooperativ gondolkodas elonyeit kdzvetitjiik a részt-
vevo csapatoknak. Tehetséggondozé taboraink minden 5-12. évfolyamos didk el6tt
nyitva allnak. Délel6tt a kiscsoportos foglalkozasok alatt kiilonb6zo, a tandrdakon
ritkan vagy egyaltalan nem el6fordulé témakban mélyedhetnek el a résztvevok, mig
délutanonként tovabbi, a matematikat jatékokkal 6tvozd programok varnak rajuk.

Annak érdekében, hogy minél t6bb didk részt tudjon venni tdborainkban, in-
ditottunk egy pélyazatot, melyet olyan gyerekek szamara hoztuk létre, akik mate-
matikai képességei figyelemre méltdak, szeretnék atélni a Medve élményt, de nem
rendelkeznek olyan anyagi hattérrel, hogy megengedhessenek maguknak egy ilyen
tédbort.

A pélyazashoz olyan dokumentumokat kell benytjtani, melyek igazoljak, hogy
a didk érdeklédik a matematika irdant (tanulmanyi eredmény igazoldsa, tandr altal
irt ajanldlevél, illetve ha vannak, versenyeredmények), valamint rdszorul az anyagi
tdmogatasra. Ezek alapjan tobb kategdridba soroljuk a gyereket. Olyanokra, akik-
nek az egész tabor dijat biztositjuk, illetve masoknak kedvezményt ajanlunk fel
valamely taborunkra.

Hogy pélyazatunk olyan gyerekekhez jusson el, akik ténylegesen ilyen helyzet-
ben vannak, arra kérjiik ont, hogy amennyiben ismer ilyen didkot, értesitse errél
a lehetGségrol, illetve terjessze kollégai és ismerdsei kozott.

Amennyiben felkeltettiik figyelmét és szeretne tobbet megtudni a kezdeménye-
zésiinkrél, az alabbi linken elolvashatja a palyazat részletes leirdsat:

http://medvematek.hu/tamogatas/palyazat-taborozasra.

A pélyazattal kapcsolatos tovdbbi kérdés esetén irjon a palyazat@medvematek.hu
email cimre, honlapunkon pedig tovabbi hasznos informacidkat taldlhat az egye-
siiletrdl és rendezvényeinkrdl (http://medvematek.hu/). Ha barmilyen kérdés fel-
meriil 6nben, batran keressen benniinket.

Hadfi Janos

palyéazati koordinator
A Matematika Osszekot Egyestilet
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C gyakorlat megoldasa
C. 1480. Oldjuk meg az
23— Tr+6 2z +14
T —2 oz 42
egyenletet az egész szdmok halmazdn.
I. megoldas. Feltételek: x # +2, x € Z. Mivel
2} —Tr+6=2"-dx-32+6=2x(2—-4)-3(x—-2) =
=x(zx—2)(x+2) —3(x—2) = (z —2)(2* + 22 — 3),
igy az egyenlet bal oldalanak szamlaléjat atirva:
(x—2)(2®+22-3) 2z+14
x —2 or+2
Mivel
2c+14  2x+4+10 10
= = 2 + S
T+2 T+2 4+ 2
kapjuk, hogy
1 1
x2+2x73:2+70, ahonnan 2+ 2z —5 = 0 .
42 x4+ 2
Figyelembe véve, hogy = € Z \ {#2}, és igy 22 + 22 — 5 € Z, ahonnan kovetkezik,
hogy xl—J(r)Q € Z kell legyen, azaz x + 2 a 10 osztdja. Tehat x +2 € {£1; +£2; £5; +10}.
Behelyettesitve lathato, hogy egyik sem megoldas.
10
r+2=1 z=-1 1-2-5# 2
r+2=-1 z=-3 9-6-5#12
T+2=2 z=0 0-0-5#%
T+2=-2 x=—4 16 -85 10
z+2=5 z=3 946—5# 2
T+2=-5 x=-T 49-14-5# 12
z+2=10 z=28 64+ 16— 5 # 10
= — 10
r+2=-10 r=—12 144—24—57&_10
Molndr Istvan (Békéscsaba, Széchenyi Istvan Szki., 11. évf.)
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I1. megoldas. Ertelmezzfmk, majd tiintessiik el a nevezbket: x # +2.
(23 — Tz +6)(z +2) = (z — 2)(2x + 14),
zt + 22% — T2? — 8z 4+ 12 = 222 + 10z — 28,
xt + 223 — 922 — 18z = —40,
23 (x4 2) — 92(x + 2) = —40,
z(x + 2)(x — 3)(z + 3) = —40.
Mivel az egész szdmok halmazén dolgozunk, ezért a —40 (nemcsak pozitiv) osztéit

kell megkeresniink, ezeknek kell a tényezéknek megfelelnitik.

A —40 osztéi: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40 és ezek —1-szeresei. Az v+ 2 és az x + 3
egyméast koveto egész szamok, igy csak az 1, 2; —2, —1; 4, 5 és —5, —4 szamok
johetnek széba. Ezekben az esetekben x = —1;—-3;2; —6. A —3 és a —6 nem jok,
mert nem oszt6i a —40-nek, a 2 pedig nincs benne az értelmezési tartomanyban.
Nézziikk meg, hogy x = —1 megoldés-e:

(=1)-1-(—4)-2 # —40.

Tehat az egyenletnek nincs egész megoldasa.

Géres Andras (Somorja, Maddach Imre Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Néhanyan a 3-mal valé oszthatésagot vizsgéltak: az egyenletet atirtak
(x —1)(z +2)(z 4+ 3) = 2(x + 7) alakra, majd megnézték = > 0, illetve < 0 esetén, hogy
ha z rendre 0, 1 vagy 2 maradékot ad 3-mal osztva, akkor mi a maradék a bal és a jobb
oldalon. Mivel egyik esetben sem egyezik meg a maradék, ezért nincs megoldas az egész
szamok korében.

134 dolgozat érkezett. 5 pontos 59, 4 pontos 22, 3 pontos 20, 2 pontos 8, 1 pontos 13,
0 pontos 10 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4878. Legfeljebb mekkora lehet a PA+ PB + PC + PD dsszeq, ha P
az ABCD egységnégyzet egqy pontja?

(4 pont)

Megoldas. Eloszor igazolunk egy lemmat.

Lemma. Legyenek 0 < a <1 ésb valds szdmok, valamint
Flay) = Va2 + /(1 —2)" + 42
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Ekkor f(a,b) < f(0,b), és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a =0 vagy a =1
vagy b = 0.

.....

annak a geometriai bizonyitasat. Most megmutatjuk, szamolassal hogyan érhetiink
célt. Az 4llitds dtrendezéssel a kovetkezd alakban frhato:

V1402 —/(1—a)>+b2 > Va2 +b2— b

Az a-ra tett feltevésiink szerint mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetreemelés
ekvivalens atalakitds. A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy

(1) 1+ 4+1—2a4a®+0>—2V/1+02\/(1—a)’ +b2 >

> a® + 0% +b% - 2b| Va2 +b2.

Az egyszerisitések utdn vezessiik be a ¢ =1 — a jel6lést (nyilvdn 0 < ¢ < 1), igy
rendezéssel (1) a kovetkez6 alakra hozhaté:

et b\ (1 =) + 02 = 1+ b2/ + 2.

Ismét mindkét oldal nemnegativ, ezért Gjra négyzetre emelhetiink:
A 421 =)+ b +2bley/ (1= )2 + 82 = 2 + b2+ 022 + bt

Egyszerfisitések és rendezés utan 2[b|cy/ (1 — ¢) + b2 > 2b2c adédik. Mivel 2|blc >
>0, igy két eset van: ha 2|blc =0, akkor b =0 vagy a =1 és egyenldség all.
Egyébként 2|b|c > 0 és oszthatunk vele:

V(1 =¢)? + 2= |b.

Ismét mindkét oldal nemnegativ, és djabb négyzetreemelés utdn a nyilvanvald
(1- 0)2 > 0 egyenlGtlenséghez jutunk. Itt egyenléség a = 0 esetben 4ll. Mivel csupa
ekvivalens atalakitast végeztiink, igy az eredeti allitast, és ezzel a lemmat belattuk.

Viélasszuk tugy a koordinatarendszeriinket, hogy az egységnégyzet cstcsai le-
gyenek A(0,0), B(1,0), C(1,1) és D(0,1); tovabba legyen P(x,y), ahol 0 < z,y < 1.
Ekkor

PA+PB+PC+ PD =

VT E -2+ —2)+ (=) + a2+ (1— ) =

Zf(JC,y)-i-f(l‘,l—y).

*https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=B4878&1=hu.
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A lemmaét alkalmazva, majd kihasznalva, hogy 0 < y < 1 kapjuk, hogy

VR VITE -y 1y =

=y+1l-—y+fly,1) =1+ f(y,1).

Ismét a lemma szerint f(y,1) < £(0,1) = 1 ++/2, amibél az eddigiek szerint
PA+4 PB+ PC + PD < 2+ /2. Egyenléség akkor teljesiil, ha minden becslésiink-
ben egyenloség all, konnyl meggondolni, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha P
az egységnégyzet valamely csticsa.

Borbély Mdrton (Kaposvér, Tdncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Vazolunk egy méasodik lehetséges megoldast, amely felhasznal néhény
alapismeretet a kétvaltozds fiiggvényekrdl. Vezessiik be a g(P) = PA+ PB + PC + PD
figgvényt. Ismert, hogy egy haromszogben a silyvonal legfeljebb olyan hosszi, mint
a sulyvonalat kozrefogd oldalak szamtani kozepe. Ebbél az elemi geometriai ténybdl
azonnal kévetkezik, hogy ha a PQ szakasz felez8pontja F, akkor g(F) < (9(P) +9(Q)) /2,
és egyenlGség csak P = @ esetben 4ll. Mivel a g fliggvény folytonos, igy kaptuk, hogy g
szigoruan konvex. A konvexitast kihasznalva nem til nehéz megmutatni, hogy a maximum
a csucsokban lesz, elég arra gondolni, hogy ABCD minden t6bbi pontja belsé pontja egy
olyan szakasznak, amelynek a végpontjai is ABCD valamely pontjai.

58 dolgozat érkezett. 4 pontos 37, 3 pontos 7, 2 pontos 2, 1 pontos 10, 0 pontos
2 dolgozat.

B. 4945. Hatdrozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre
1-2°+2.28 4322+ ... +n-2"!
négyzetszdam.

(5 pont) Németh Ldszlé (Fony6d) javaslata alapjan

Megoldas. A mértani sorozat Osszegképletének tobbszori alkalmazasaval jut-
hatunk az Osszeg zart alakjahoz:

1:2042.28 43.22 4. 4p.- 2"t =
=202t 22 v 2 2242 ¢
+ 22+ 2 (2 =
=2" -+ -2)+ 2" -2 +... +(2"-2""H =
=n-2"—(1+2+2°+... +2" H)=pn-2" - (2" - 1) =
=n-1)-2"+1.
Ezzel a feladat kovetelménye a kovetkezd alakot olti:
(n—1)-2"+1=Fk* azaz
n—1)-2"=k*-1=(k+1)-(k—1).
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Itt az azonos paritdsi (k + 1) és (k — 1) szorzata péros 1évén mindkét szdm péros,
és mivel a kiilonbségiik 2, azért valamelyikiik nem oszthaté 4-gyel. Tehat vagy
k+1=2""1t (ahol t paratlan) és k —1 = 2. anl, vagy k+ 1 = 2s (ahol s paratlan)

ésk—1=2""1. ”T_l Az elsé esetben

-1
2:(/§+1)—(k—1):2"*1t—2-”7,
2t = 2" 1% —2(n — 1),
n—1=t2" %t —-1)>2""2 1.
A mésik esetben hasonléan
n—1

2=(k+1)—(k—1)=2s—2" 1. ——

S
25 =257 — 2" 1 (n — 1),

2" 2(n—1) =5 —s5=s(s— 1),

amibdl (mivel s paratlan lévén osztéja (n — 1)-nek) s(s —1) < (n—1)°, és igy

2"=2 < n — 1 kovetkezik. Ennek alapjan n > 2”72, ami csak n < 4 esetén teljesiil.

Az n szédmara szébajove négy értéket kiprébalva csak m =1 és n =4 felel meg;
elébbire (n — 1) - 2" + 1 = 12, utébbira pedig (n — 1) - 2" + 1 = 72.

Schifferer Andrds (Kaposvari Téncsics Mihdly Gimn., 12. évf.) és

Kupds Vendel Péter (Gyongyos, Berze Nagy Janos Gimn., 12. évf.)

megoldasat felhasznélva

89 dolgozat érkezett. 5 pontos 34, 4 pontos 18, 3 pontos 10, 2 pontos 18, 1 pontos 6,
0 pontos 3 dolgozat.

B. 4949. Az ABC hegyesszigi hdromszég B-bdl, illetve C-bdl indulé magas-
saganak talppontja D, illetve E. Legyen P az AD, Q pedig az AE szakasz olyan
belsé pontja, amelyre EDPQ hiurnégyszog. Mutassuk meg, hogy a BP és CQ sza-
kaszok az A-bdl induld sulyvonalon metszik eqymdst.

(3 pont)

Megoldas. Mivel BEC' < és BDC'<
derékszog, azért BCDE hirnégyszog.
Emiatt a CBE< és az ADE< szog
megegyezik. A P pont az AD szakasz
pontja, igy a PD E < szog is ugyanekkora.
Most felhasznaljuk, hogy DPQF is htr-
négyszog, ezért PDE< = PQA<. Ezzel
két 1épésben belattuk, hogy a PQA< és
CBA< szogek egyenlok. A feladat felté-
telei alapjan a P és ) pontok az eredeti
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héromszog oldalain vannak, igy az el6z6ek egyallasu szogek, igy PQ parhuzamos
BC-vel.

A BAC szogre és a BC, PQ) parhuzamos egyenesekre alkalmazva a parhuzamos
szelok tételét

(1) %zg—g = AQ-CP=BQ-AP.

Az M pont a BC oldal felez6pontja, tehat M B = MC.
Bovitsiik (1)-ben a szorzatokat az egymadssal megegyez M B-vel és M C-vel:

AQ-CP-MB=DBQ AP -CM.

Az ABC haromszogben az AM, BP és CQ szakaszokra alkalmazhaté a fenti
egyenléség alapjan a Ceva-tétel megforditasa, azaz AM, BP és C(Q) egy pontban
metszik egymdast. Az AM a héromszog A-hoz tartozé silyvonala, igy az allitast
igazoltuk.

Janzer Orsolya Lili (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 70 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 67, 2 pontot 2 versenyzb. 1 pontos
1 tanulé dolgozata.

B. 4951. A V halmaz elemei olyan n-dimenzids vektorok (rendezett szdm
n-esek), amelyek minden koordindtdja —1, 0 vagy 1. Semelyik hdrom kilonbiozd
V -beli vektor dsszege nem a nullvektor. Mutassuk meg, hogy |V| < 2-3"7L.

(4 pont)

I. megoldas. Nevezziik banddnak (n-dimenzids, —1, 0, 1 szdmokbdl 4ll6) vek-
torok egy olyan haromelemii halmazat, amelyben a harom vektor 6sszege 0. Le-
gyen @ az a tetszOleges n és m dimenziéju a és b vektorokra értelmezett miivelet,
amelynek eredménye az az n + m dimenzidju vektor, amelynek els6é n koordinataja
megegyezik a koordinataival, a tovabbi koordinatéi pedig b koordindtdival. Az n
szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy az 6sszes n-dimenzids (0, £1 elemi) vek-
torok halmaza 3"~! darab, paronként diszjunkt banda egyesitése. Az n = 1 esetén
ez nyilvdnvaléan igaz: egyetlen banda van, a {—1,0,1}. Tegyiik 61, hogy n = k-ra
igaz az allitds. Az n = k + 1-re belatandé tekintsiink egy, az n = k esethez tartozé
felosztdsban szereplé {A, B,C} bandat; ebbdl a kovetkezd, n = k 4+ 1 dimenzids
bandakat hozzuk 1étre:

{A©0,Ba1,C® -1}, {A6—-1,Be0,Ca1}, {Ae1,Ba—1,Ca0}.

Ezzel (az indukciés feltevés alapjan) 3-3%~! = 3% darab k + 1 dimenziés bandat
konstrualtunk, amelyek paronként diszjunktak, igy Osszesen 3 -3F = 3**! darab
kiilonboz6 vektort tartalmaznak, tehdt az osszeset.
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A feladat allitdsa ebbdl mar egyszertien kovetkezik, hiszen a kovetelmény sze-
rint minden bandabdl legfeljebb két vektort valaszthatunk, és a bandék szama 371,

A bizonyitott becslés éles: ha az Gsszes olyan vektort tekintjiik, aminek az els§
koordinatdja 1 vagy —1, a tobbi pedig (0, 1 és —1 koziil valasztva) tetszéleges,
akkor ezek szdma éppen 2 - 377!, és semelyik hdromnak az Gsszege nem nulla.

Noszdly Aron (Debrecen, Fazekas Mihdly Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Az I. megolddsban banddknak nevezett harmas csoportokba
soroldst egyszer{ibben is kaphatunk a kévetkezé médon. Mindegyik (n dimenzids,
a 0, 1, —1 elemekbdl képzett) vektorhoz adjuk hozzd a csupa 1-esbél 4116 (n dimen-
zi6s) e vektort, a koordindtdk osszeaddsat modulo 3 végezve. (Vagyis 0+ 1 =1,
—141=0,1+1= —1 szerint.) Ezzel paronként diszjunkt, {v,v +e,v — e} tipusi
vektor-harmasokhoz jutunk, amelyek elemei a benniik levé barmelyik vektorbdl
az e legfeljebb kétszeri hozzaadasaval eléallithaték, a harom vektor dsszege pedig
v+(v+e)+(v—e)=3v=0.

Schifferer Andrds (Kaposvar, Téncsics Mihdly Gimn., 12. évf.)

68 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 4, 2 pontos 2, 1 pontos 7, 0 pontos
5 dolgozat.

B. 4953. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egész szamra

1 2 n—1 3 4 n
1 — -+ ...  — 2 — -+ ... .
aneyfy 5 < vEn B

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

I. megoldas. Eloszor a kovetkezo segédtételt igazoljuk: minden x > 1 valds

szamra
1
Inx + \f < .
T

Bizonyitas: Ha x > 0, akkor az

)= Vi -2 ~tua

fiiggvény derivaltjara
1 n 1 11 1
2Vr  2y/x3 oz 2y/x3 2vVa3

ahol egyenléség csak = =1 esetén teljesiilhet. Ennélfogva f(z) pozitiv z-ekre szi-
gordan monoton no, igy minden x > 1 esetén

7'(@) (r1-2va) = —=- (Va-1)’ >0,

f(x)> f(1) =0, azaz ﬁ—\/z—lnx>0,

amivel az allitdsunkat igazoltuk.
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k+1
k

lnk+1+\/ k <\/k+1
k kE+1 E

amit minden 1 < k < n-re Gsszegezve
n—1 n—1 n—1
k+1 k k+1
In— '~ L. 2T
D=+ VT <2V
k=1 k=1 k=1

n—1 n—1

k+1
In = In(k+1)—Ink
; —=>_ I(k+1)

k=1

Mivel minden 1 < k egész szam esetén
alapjan

> 1, a most belatott segédtétel

Itt a

Osszeg teleszkopikusan In n-nel egyenld, vagyis

n—1 n—1
k k+1
e Yy <3 A
— k+1 — k
minden n > 1 egész esetén, ami éppen a feladat dllitasa.

Dardczi Sindor (Nyiregyhdza, Kridy Gy. Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Az n szerinti indukciéval bizonyitunk; ha n = 2, akkor In2 +

+ \/g < /2 teljesiilése kizvetlen szamoldssal ellendrizhetd. Az indukciés lépésben

megmutatjuk, hogy n — 1-r6l n-re 1épve a bizonyitandé egyenlétlenség bal oldala
kevesebbel nd, mint a jobb oldal, vagyis

n—1 n
Inn—1 -1 .
nn—In(n—1) +4/ — <\

A fenti egyenlStlenség azonos dtalakitdsdval és az x = | /-5 jelolést bevezetve:

1
Inz?+ - <z,
x

1
O0<z———2Inzx.
T

Az utébbi egyenlétlenség igazolasdhoz elegendd megmutatni, hogy a g(z) = = — % -

—2Inz fiiggvény derivaltja pozitiv, ha x > 1. Valéban: g(1) = 0, és minden = > 1-re

1 2 1\
Nr)=14+ — -2 =(1-= 0.
g@)=1+—5 -~ ( >>

Gyérffy Agoston (Budapest, Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
47 dolgozat érkezett. 5 pontos 35, 4 pontos 3, 3 pontos 7, 2 pontos 2 dolgozat.
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvasdjaként bizonyara szivesen foglal-
kozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélya-
dul ennek a szép tudoméanynak a mivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazdasaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiillonbozo teriiletein.
Egy amerikai felmérés évrél évre a legjobb foglalkozdsok kozott tartja szdmon a ma-
tematikust és a szintén matematikai el6képzettséget igényld aktuariust és statiszti-
kust (https://www.careercast.com/jobs-rated/2018-best-jobs). Ez Magyar-
orszagra is igaz, hiszen nemcsak a kutatéintézetek, egyetemek, hanem szamos cég is
tart karokkal és igen j6 fizetéssel vérja az ELTE-n végzett matematikusokat. Az al-
kalmazott matematika ma mar az élet szinte minden teriiletén nélkiilozhetetlen, és
az ilyen képzettségli munkaerd irant egyre novekszik az igény.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabdl folytatnal felséfoku
tanulmanyokat? Minderre kitiing lehetéség nyilik az orszdg egyik legnagyobb multd
egyetemén, az E6tvos Lorand Tudoményegyetem Természettudoméanyi Karén, ahol
vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatéktol tanulhatsz. Pezsgo di-
akélet var rad az ELTE korszert szamitogépparkkal felszerelt, a KéMalL szerkesz-
toségének is otthont adé modern lagyményosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté hdroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatdi és oktatéi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és talaljon elGismereteinek, képességeinek és
tanulasi sebességének megfeleld nehézségili feladatokat. Az els6 év végén donthetsz
arrél, hogy milyen témakkal szeretnél a tovabbiakban behatébban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrél hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatasok méltan vildghiri hagyomanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
téinkat a leend6 kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazasok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utdn olyan modern témakkal is foglalkozzon, mint az adattudomény vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajdnljuk a matematika
alapképzési szakot, akik ismereteiket késobb inkdbb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolcstztetni. Itt szerzett tuddsukat hasznosithatjak példaul gazda-
sagi teriileten, médidban, a matematika népszerisitésében, a kozmiivelodésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddsmod mindvégig segiteni fogja ket a mun-
kédjukban.

A képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhaték. Ajanljuk a kozépiskoldsoknak
sz6l16 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjuk is lathatdk.
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A legkiemelkedébb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhat-
nak, és vildgszerte j6 eséllyel palydzhatnak oOsztondijakra, kiilfoldi részképzésre
(pl. az Erasmus+ program keretében).

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatéink természetesen més (bel- és kiilfoldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjdk tanulményaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivdlébbak szamaéra biztositjuk az egyetemen a doktori fokozat megszer-
zésének lehetéségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomény, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolddnak a tudomanyos kutatéasba. A leg-
kivalobb hallgatok matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmult tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatanak versenyében —
olyan nagyhiri egyetemeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudoméanyi Karan sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskolak részérdl mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok irant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat els6sorban azoknak a kozépiskolas didkok-
nak ajanljuk, akik sziméra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megolddsokra masokat is ravezetni, méasokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tandrképzés osztatlan formaban zajlik. Tandari szakképzettséget kétszakos
forméban lehet szerezni 4 + 1 vagy 5+ 1 éves képzés keretében, amelyben a plusz
egy év szakmai gyakorlat teljesitésére szolgal. A tandrképzésre vald jelentkezés so-
ran a leend6 hallgatoknak egy szakpart kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomdanyos szakokon és az informatikan kiviil valasztani le-
het a bolesész szakok (példdul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A tandrképzés els6 harom évében szakparonként egységes képzésben részesiilnek
hallgatéink. A matematika szakteriileti targyaknal az oktatds szemléletében mar
az els6 harom évben is nagy hangsilyt kap az iskolai matematikatanitassal valo
kapcsolat. A harmadik év végén a hallgaté dont arrdl, hogy altalanos iskolai vagy
kozépiskolai tandari végzettséget kivan szerezni a két szakjabdl. Ezen dontéstol fiig-
gben vagy egy 2 féléves, vagy pedig egy 4 féléves képzési programot kell elvégezni.
Ekkor keriil sor a szaktargyi tanitasi gyakorlatok teljesitésére, melyekre az ELTE
hallgatéinak a legjobb budapesti iskolakban, kivalé vezetOtanarok irdnyitasa mel-
lett nyilik lehet&ségiik. A szakteriileti zardvizsgéak letétele utan a hallgatéknak még
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egy egyéves szakmai gyakorlatot kell elvégezniiik egy iskolaban, melynek soran
modjuk lesz begyakorolni a tanari munka mesterfogasait.

Azaz batran dllithatjuk, hogy a K6Mal minden olvaséjdnak testhezdllg képzést
tudunk nytjtani az ELTE Matematikai Intézetében. Ha személyesen is szeretnél
talalkozni leendé oktatoiddal, beszélgetni a mostani egyetemistakkal, akkor gyere
el az ELTE TTK nyilt napjara januar 18-an!

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(609-613.)

K. 609. Héany 6ra van most, ha 50 perccel ezel6tt négyszer annyi perccel
mult 3 6ra, mint amennyi még 6 érdig hatravan? (Ugyanazon a délutdnon értve
az idSpontokat.)

K. 610. Harom méter magasra vezet6 1 mé-
ter széles tomor beton 1épcsot kell épiteniink, egy-
forma magas lépcsoéfokokkal. Minden lépcsoéfoknak
van egy magassiga (m), és egy ugynevezett 1épés-
mélysége (1), ahogy az dbra mutatja. A lépcséfo-
koknal el6iras, hogy 2m + [ = 64 cm, valamint hogy
a lépcs6fok ne legyen magasabb, mint amekkora
a lépésmélysége. Legkevesebb hany 1épcsofokra lesz
sziikség? Mennyi betonra lesz sziikség a minimalis
darabszamu lépcséfokbdl allé 1épceséhoz?

K. 611. Péarokba lehet-e rendezni 1-t6l 50-ig az egész szamokat gy, hogy
minden parban a szamok Osszege mas-mas primszam legyen?

K. 612. Keressiik meg az 6sszes olyan pozitiv egész n szamot, melyre n + 125
és n + 201 is négyzetszam.

K. 613. Egy tablara ketten felvaltva felirnak egy-egy 10-nél nem nagyobb
pozitiv egész szamot. A szabdly szerint olyan szadmot nem lehet felirni, amely
a tabldra mar felirt szdmok valamelyikének osztdja. Aki nem tud 1j szamot felirni,
veszit. Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

Javasolta: Lordnt Ldszlo

*

Bekiildési hatarid6: 2019. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1518-1524.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1518. Hany olyan 13-jegyli pozitiv egész szdm van, ami csak a 3, 6, 9
szamjegyeket tartalmazza, és barmely két szomszédos szamjegyének kiilonbsége 37

C. 1519. Egy haromszog két oldaldanak hossza 31 és 22, a hozzdjuk tartozd
stulyvonalak merdlegesek egymasra. Mekkora a harmadik oldal?

Feladatok mindenkinek
C. 1520. Hatarozzuk meg a 22°19 4 20192 szdm utolsé két szdmjegyét.

C. 1521. Az O kozépponti kort E-ben beliilrél érinti egy feleakkora sugart
kér. Egy O-bdl induld félegyenes a nagy kort P-ben, a kis kért pedig az O-tdl
kiilonb6z6 R pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az EP és az ER koriv hossza
megegyezik.

C. 1522. A pozitiv egész szamokat harom sorba rendezziik a kovetkezOképpen:

147 10 13 16...
258 11 14 17...
369 12 15 18...

Igazoljuk, hogy mindharom sorbdl kivédlaszthaté egy-egy végtelen mértani sorozat.

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1523. Egy konvex négyszoget az atléival haromszogekre bontunk. Mutas-
suk meg, hogy ha a négy haromszog teriiletei kozott pontosan haromféle érték
fordul el6, akkor a négyszog trapéz.

C. 1524. Legyenek N és M pozitiv egész szamok, tovabba p és ¢ kiillonbozé
primszamok. Tegyiik fel, hogy N + M 06tjegyli, N-nek osztdja a p, és osztdinak
szama ¢, ugyanakkor M oszthaté g-val, és osztéinak szama p. Hatdrozzuk meg N
és M lehetséges értékeit.

*

Bekiildési hatarid6: 2019. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4998-5005.)

B. 4998. Az éltaldnos iskolai Logikai Készlet 48 milanyag lapocskabdl all.
A lapokat négy jellemzo tulajdonsag irja le: egy-egy elem mérete lehet kicsi vagy
nagy; lehet sima vagy lyukas; a szine piros, sarga, kék vagy zold; alakja kor, négy-
zet vagy haromszog. A tulajdonsdgok minden lehetséges kombindcidja (pl. kicsi
kék lyukas kor) pontosan egy lapocskdra igaz. Hany olyan x eleme van a készlet-
nek, amelyhez talalhatd a készletnek olyan y eleme, amelyre az alabbi két feltétel
mindegyike teljesiil?

1. Ha « sima vagy piros, akkor y kicsi sdrga négyzet.

2. Ha y kicsi vagy kék, akkor = z6ld haromszog, vagy pedig valamilyen sima
alakzat.
(4 pont) ELTE TTK elsééves analizis zarthelyi dolgozat alapjén

B. 4999. Az ABC haromszog beirt
korének kozéppontja O, érintési pontjai
Ay, By, C1, hozzéirt koreinek érintési
pontjai Ay, Bs, Co az dbra szerint. Mu-
tassuk meg, hogy az OA; As, OB1 B> és
OC1Cy haromszogek koziil valamelyik-
nek a teriilete egyenl6 a masik két ha-
romszog teriiletének Osszegével.

(3 pont)  Javasolta: Kocsis Szilveszter
(Budapest)

B. 5000. Adott 4999 kiilonb6z6 egész szam, az egyik a 42. Igazoljuk, hogy
kivalaszthat6 koziiliik néhany, amelyek Gsszege oszthaté 5000-rel.

(4 pont)

B. 5001. Egy egyenl6 szart haromszog alapja a, szarszoge 120°-nél kisebb,
az alaphoz tartozé magassaga m. A haromszog mindegyik cstcsat tiikkrozziik a szem-
kozti oldalegyenesre. A harom kapott pont egy masik egyenld szari haromszoget
alkot, amelynek alapja o', alaphoz tartozé magassdga pedig m’. Mutassuk meg,

hogy

a m

LA
a m

(3 pont) Javasolta: Bdrtfai Pdl (Budapest)

B. 5002. Az 23 4 az? + bz + ¢ harmadfokd polinom grafikonja a kiilénb6zé
P, P,, P;, Py, P5, Ps; pontokban metszi az origd kozépponti, 10 egység sugari
kort. Fejezziik ki a Py, Py, P3, Py, P5s, Ps pontrendszer stulypontjanak koordinatait
az a, b, c egyiitthatékkal.
(5 pont)
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B. 5003. Igaz-e, hogy ha egy tetraéder hat élfelezépontja koziil 6t illeszkedik
egy gombre, akkor a hatodik élfelezépont is illeszkedik ugyanerre a gémbre?

(5 pont)

B. 5004. 2n egymast kovetd egész szam kozott legfeljebb hany olyan lehet,
amely oszthatdé az n+ 1, n+ 2, ..., 2n szamok koziil legaldbb az egyikkel?
(6 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5005. Az ABC hegyesszogii haromszog magassagvonalainak talppontja
a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F', az ABC hiromszog magassdgpontja M.
Jelolje az AB, mint atméré f6lé rajzolt kort ki, a DEM haromszog koriilirt korét ko.
Vegyiik f6l a ko kornek a D pontot nem tartalmazé EM ivén az E, M pontoktdl
kiilonb6z6 P pontot. Messe a DP egyenes a ki kort mésodszor a () pontban,
és legyen a P(Q) szakasz felez6pontja R. Mutassuk meg, hogy az AQ, MP, FR
egyenesek egy pontban metszik egymast.

(6 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)

Bekiildési hatarid6: 2019. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(738., 740-742.)

A decemberi szamunkban kitlizott A. 738. feladat hibds volt; helyette 1j
feladatot tliziink ki, amely a janudri feladatokkal egyiitt kiildheté be. A hibaért
elnézést kériink.

A. 738. Tekintsiik a kdvetkez6 szdmsorozatot: a; = 1, as = 2, ag = 3, illetve

2 2
An+1 + Apy2 — 2

Ap4+3 =
Gnp

minden n > 1 egészre. Bizonyitsuk be, hogy a sorozat minden tagja pozitiv egész
szam.

A. 740. Egy k x k-as szamtablazatban az 1, 2,..., m szdmok pontosan egyszer
szerepelnek, mig a maradék helyen 0 all. Tegyiik fel, hogy az Gsszes sordsszeg és
oszlopdsszeg azonos. Legaldbb mekkora m értéke, ha k = 3™ (n € N1)?

Javasolta: Sztranydk Attila és Erben Péter,
a 2017. évi Kalmér-verseny feladata alapjan
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A. 741. Legyen f olyan pozitiv egészeken értelmezett fiiggvény, melyre f(n) >
>0¢és f(n) < f(n+ 1) minden n-re. Igazoljuk, hogy ha

= f(n)
>

divergens, akkor létezik olyan a1, as, ... sorozat, amelyre 7" felvesz minden racio-
nalis szamot értékként, mig
Uptm < Gp + @ + f(n+m)
teljesiil minden n, m parra.
Schweitzer-feladat nyomén
A. 742. Az Q korbe irt ABC'D konvex hirnégyszog AD és BC' oldalegyenesei
az E pontban metszik egymast. Legyen M és N a tobbi csticsot nem tartalmazo
AB, illetve C'D korivek felezépontja, tovabba legyen I, J, K, és L rendre az ABD,
a ABC, a BCD, illetve a C DA haromszogbe irt kor kozéppontja. Messe 2 az [JM

és KLN koroket masodszor az U # M, illetve a V' # N pontban. Mutassuk meg,
hogy az F, U és V pontok egy egyenesre illeszkednek.

*

Bekiildési hatarids: 2019. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 472. Ma méar szdmtalan eszkoz és azt ve-
zérl6 program all rendelkezésre, hogy az igényelt mé-
retben és formaban &llitsunk el6 feliratokat. 40-50
évvel ezel6tt még mechanikus céleszkoz volt sziiksé-
ges, hogy az irégéppel irhatohoz hasonl6 karaktereket
nyomjunk egy vékony milanyag szalagra. A megfelel6
karaktert egy tarcsa elforditdsdval lehetett kivédlasz-
tani, majd egy kar meghtuzdsival egy milanyag sza-
lagra rogziteni. A benyomads eredményeként a beti
alakjanak megfelel6 kiemelkedés jott létre, egytuttal
a szalag el is fehéredett. (Az eszkoz ma is szerepel
a boltok kindlataban.)
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Az eszkoz forgathato tarcsajan az ABC betiii szerepeltek. Az egyszeriibb szer-
kezeteknél a tarcsat csak az egyik irdnyban lehetett forgatni, ezért a BABA sz6
leirdsahoz kétszer is korbe kell forgatni a tarcsat. Jol lathato, hogy ha a tércsa
mindkét irdnyban szabadon forgathaté lenne, sokkal gyorsabban el6allna a felirat.

Készitsiink vezérl6 programot egy feliratozé gép tarcsdjanak kezeléséhez, amely
biztositja a feliratok legrévidebb id6 alatti elkésziiltét. A tarcsa egy karakterrel vald
elforditdsa egy id6egységet igényel. A forgasirany megvaltoztatasdhoz V idbegység
kell. A folyamatosan elére haladé szalag egy karakterhellyel valé elmozditasa szin-
tén egy idGegység, mozgatisa a tarcsa mozgatisaval parhuzamosan is torténhet.
Az aktudlis karakter benyomasa is egy idGegység.

A program standard bemenetének els6 sordban az irdnyvaltashoz sziikséges
V érték talalhaté. A mésodik sorban pedig a felirat olvashatd, amely csak az an-
gol abécé nagybetiiit és a szdkozt tartalmazhatja, legfeljebb 200 karakter hosszban.
A kimenet els6 soraban az elkészitéshez sziikséges id0, a kovetkezOben pedig a sziik-
séges forditdsok szdma és az irdnyvaltdsok (jele #) szerepelnek egymadstdl egy-egy
szokozzel elvélasztva.

A téarcsa az angol dbécé nagybetiiit tartalmazza dbécé sorrendben. Induldskor
az A karakteren all, ha egyet forditunk, akkor a B karakter kovetkezik.

Példa bemenet Példa kimenet
5 83
KABAI ILONA 1016 1 # 1 #8 3 3 # 1 13

A kimenet magyardzata: A tarcsa forgatdsdhoz Osszesen 56 idGegység kell.
A forgdsirany héromszori megvaltoztatdsa 15 id6egység. A 10 karakter el6allitasa
10 idGegység. Az elsé szé utolsé karaktere egyezik a kovetkezd sz elsé karakterével,
igy a tarcsat nem kell forgatni, de a szalagot tovabbitani kell, el6szor a szokoz
helyére, majd a méasodik I karakter pozicidjara.

Bekiildend6 egy 1472.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
a miikodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabbd a hozza kapcsolédd dokumentacié.
Utébbi a problémamegoldas lényeges elemeire vilagit rd, valamint tartalmazza,
hogy a forrasalloméany melyik fejleszt6 kornyezetben fordithato.

1. 473 (E) Ebben a feladatban egy cég dolgozdinak adatai allnak rendel-
kezésiinkre. A téblazat a kovetkezO adatokat tartalmazza: a dolgozd neve, neme,
az a részleg, ahol a dolgozé a munk&jat végzi, a céghez valé belépés éve, vala-
mint a dolgoz6 bére. Célunk egy olyan tabldzat elkészitése, amellyel a cégvezetés
elemezheti a dolgozdk bérét. A feladatok megolddsa soran iigyeljiink arra, hogy
az eredmények helyesek legyenek akkor is, ha 1j dolgozdkat alkalmaz a cégvezetés,
vagy ha egyes dolgozok id6kozben kilépnek.

1. Toltsiikk be a tablazatkezeld program egyik munkalapjara az Al cellatdl
kezdve a honlapunkrdl let6lthets dolg.txt adatfdjlt (tabuldtorokkal tagolt, UTF-8
kédoldsu szovegdllomany ), majd mentsiik a munkafiizetet dolgozok néven a prog-
ram alapértelmezett formatumaban.
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2. Hatarozzuk meg az 14:15 tartomanyban a cég dolgozonak szaméat és egyiittes
bérét (bértomegét).

3. A cégvezetés a dolgozok bérét szeretné megemelni, a dolgozdk egységesen
5% béremelést kapnak. Azok azonban, akik még igy sem érik el az 12-es celldban
1évé bérminimumot, a bérminimumot fogjdk kapni. Hatarozzuk meg a dolgozdk 1j
bérét az F oszlop celldiiban. Az adatokat kerekitsiik egész szamra.

4. Hatérozzuk meg az 16-os celldban, hogy hany olyan dolgozé lesz béremelés
utan, aki a bérminimumot kapja.

5. frjuk be az [8-as celldba egy részleg nevét, majd hatédrozzuk meg az 111:J12
tartomany celldiban az adott részleg dolgozoinak szamat és atlagbérét nemenkénti
bontasban.

6. Emeljiik ki az 18-as cellaban megadott részlegen dolgozok osszes adatat
feltételes formazassal az A:F oszlopokban halvanysziirke hattérrel.

7. Jelenitsiik meg az 114-es celldban képlettel az aktudlis évet (példaul 2019. 03.
15-én 2019-et). A kovetkezd két feladatban hasznéljuk fel ennek a celldnak a tar-
talmét.

8. A cégvezetés szeretné killon jutalomban részesiteni a torzsgardat, vagyis
azokat a dolgozdkat, akik tobb, mint 25 éve a cég alkalmazdsdban dllnak. Emelje
ki az 6 neviiket feltételes forméazassal, félkovér betiistilussal.

9. A H17:128 tartomanyban a dolgozdk 1j bérének eloszlasat szeretnénk megha-
tarozni 50 000 Ft-os savonként. Hatarozzuk meg az 117:127 tartomanyban képlettel,
hogy hany dolgozo esik az egyes savokba.

10. Irjuk a H30-as celldba a Maximélis bért kap: szdveget, és hatdrozzuk meg
az 131-es celldba az illet§ nevét (felhasznalhatjuk, hogy egy ilyen dolgoz6 van).

11. Abrézoljuk sdvdiagramon a dolgozdk 4j bérének eloszlasat! A fliggbleges
tengelyen a savok alsé hatédra jelenjen meg. A diagram cime A megemelt bér eloszldsa
legyen.

12. Forméazzuk meg a tablazatot a mintdanak megfeleléen.

A A B C D E F

1 Név Neme Részleg Belépés Bér Uj bér

2 |Beri Daniel férfi beszerzés 1979| 222943 Ft S0 |
3 |Csavar Pista ferfi pénzigy 1995| 234074 Ft o 9
4 |Lakatos Pal ferfi beszerzés 1986| 159538 Ft 840 §
5 |Devon Mihaly ferfi asztalosmihely 2007| 161533 Ft 840 §
6 |Elllona nd beszerzés 1982| 299865 Ft e . X
7 |Gabor Gizella nd értékesités 2003| 181108 Ft 408 §
8 |Kélvin 6démér férfi lakatosmihely 1976| 321959 Ft 19-®

9 |Kolompar Gaspar |ferfi asztalosmuhely 2003| 253794 Ft " e
10 |So6ros Sandor férfi lakatosmuhely 2012| 202216Ft ——

11 |LécElek férfi asztalosmuhely 2001| 220506 Ft #6244
ﬁyonal Deodéat Mvjwzw aa 1'
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Bekiildend6 egy tomoritett 1473.zip allomanyban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhaszndlt tablé-
zatkel6 nevét és verzidjat.

I. 474. A jamaicai jégkorongbajnoksdg utolsé, mindent eldonté mérkozését
a Grizzlimedvék félelmetes hirii csapata a Pingvinekkel jatssza. Dontetlen esetén,
vagy ha a Grizzlik gy6znek, 6k a bajnokok. Ha viszont a Pingvinek gy6znek, akkor
a Pingvinek nyerik a bajnoksagot.

A Pingvinek — akiket alacsonyabb termetiik miatt sokak esélytelenebbnek tar-
tottak — az elsé két harmadban, nem kis szerencsével egygdlos elonyt szereztek.
A statisztikdk szerint, ha a szokdsos rendszerben jatszanak, akkor a Grizzlik dtla-
gosan 600, a Pingvinek atlagosan 900 masodpercenként szereznek gélt. Ha viszont
a Grizzlik lehozzdk a kapusukat, és 6t helyett hat mezényjatékossal rohamoznak,
akkor 180 méasodpercenként szereznek, de — az iiresen hagyott kapu miatt — 90 mé-
sodpercenként kapnak golt. Ha tovabbra sem valtozik az eredmény, mennyi idével
a mérkozés vége elott érdemes a Grizzliknek lehozniuk a kapusukat, hogy a lehetd
legnagyobb valdszintliséggel kiegyenlitsenek?

Készitsiink szamitogépes programot, amely megadja a vélaszt a feltett kér-
désre.

Bekiildendo egy i474.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
a dokumentacié, amely a megoldasi médszer révid ismertetése mellett megadja,
hogy a forrasélloméany melyik fejleszté kornyezetben fordithaté.

Javasolta: Kds Géza

I/S. 32. Egy iskola konyvtdrban dsszesen M darab szamitégép van. Egy nap
N didk elére megadta, hogy melyik idopillanattél melyik idépillanatig szeretne
hasznalni egy gépet. Tegyiik fel, hogy egy didk az a; idopillanattdl a b; iddpilla-
natig szeretne gépezni, egy masik pedig as-t6l bs-ig. Ok csak akkor hasznalhatjék
ugyanazt a gépet, hogyha b; < as vagy bs < a;. Ha egy didk nem tud hasznalni
egy gépet sem a teljes kért id6tartam alatt, akkor a konyvtarosnak el kell uta-
sitania a kérését. Mivel csak M gép van, igy nem biztos, hogy mindenkinek lesz
szabad gépe. A konyvtaros szeretne a lehet§ legkevesebb didknak nemet mondani.
Segitsiink neki egy programmal, amely megadja, hogy legkevesebb hany didknak
és kiknek kell nemet mondania.

Bemenet: Az els sor tartalmazza a didkok N szamét és a gépek M szamat.
A didkokat 0-t6l N — 1-ig indexeljitk. A kovetkez$ N sor mindegyike egy a és
egy b szdmot tartalmaz, amely leirja, hogy az adott didk mett6l meddig szeretne
gépezni.

Kimenet: Az elsé sor tartalmazza azt a minimum szamot, ahdny didknak
nemet kell mondani. A kovetkezd sor tartalmazza azon didkok indexét novekvd
sorrendben, akiknek nemet kell mondani. Tobb lehetséges megoldas, vagyis azonos
szamu elutasitott didk esetén a legkisebb indexii didkokat fogadja a konyvtaros.
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Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Példa kimenet
53 1
59 /1018 /6 15 / 14 21 / 8 16 4

Korldtok: 1 < N,M <10°,0< a,b < 109, egy didkra: a < b.
Idékorldt: 0,5 mp.

Ertékelés: A pontok 20%-a kaphaté, ha N - M < 10°%; tovabbi 20% kaphatd,
ha b —a = 1 minden didkra; tovabbi 20% kaphaté, ha a,b < 10° minden didkra;
tovabbi 40% kaphaté az eredeti korldtokra.

Bekiildendd egy is32.zip tomoritett allomédnyban a megfeleléen dokumentélt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy melyik fejleszté kornyezetben futtathato.

S. 131. Egy cukraszatban kiilonboz6 diszitéseket lehet kérni a tortédkra. Ossze-
sen NN kiilénbo6z6 disz van, egy tortara pontosan M darab disznek kell keriilnie. Hogy
ne legyen egyhangu a torta, egyféle diszbol legféljebb K darab keriilhet egy tortara.
Ezen feltételek mellett a cukrészat elkészitette az 6sszes kiilonboz6 diszitésh tortat,
mindegyikbdl pontosan egyet. Ezutdn a tortakat autdk szallitottak el kiillonbozé
cukraszdakba. Minden auté pontosan P tortat tudott szallitani, se tobbet, se keve-
sebbet. A maradék tortdkat, amiket nem tudtak elszallitani, a cukraszat dolgozoi
fogyasztottdk el. Adjuk meg, hogy hany tortat kaptak a dolgozok, illetve a tortdk
szamanak P-vel vald osztasi maradékat.

Bemenet: egyetlen sor tartalmazza az N, K, M, P szamokat.

Kimenet: egy egész szamot tartalmaz, amely megadja a dolgozdk altal kapott
tortdk P szerinti maradékat.

Példa: Bemenet | Kimenet
3235 1

Korldtok: 1 < N, KM < 10'7; K < M; 2 < P < 10%. Id6limit: 0,5 mésodperc.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha N, K, M < 20; tovabbi 20% kaphatd,
ha N, K, M < 105; tovédbbi 10% kaphaté, ha P prim; tovabbi 10% kaphatd, ha M
oszthaté K-val; tovdbbi 40% kaphaté az eredeti korldtokra.

Bekiildend6 egy s119.zip tomoritett allomanyban a megoldast leiré doku-
mentacio és a program forraskédja.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kévetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. februar 10.

%
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Sikbeli elektromos vezetési problémak
I. rész (matematikai el6készités) G}

Bevezetés

Sikbeli vezetési jelenség sordn egy vékony siklapban létrejovo aramlést vizsga-
lunk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a sikra merélegesen nincs aramlas,
vagy az aramlast leiré fizikai mennyiségek nem fiiggenek ettél az iranytol. Ilyen
jelenség lehet példaul az elektromos vezetés, a hovezetés vagy folyadék aramlésa.
Egy ilyen aramléasi problémaban az a feladat, hogy meghatarozzuk a kialakul6 két-
dimenzids (sikbeli) dramlési teret, tehat az elektromos vezetés esetén az elektromos
er6vonalakat, hovezetésnél a hdéaram aramvonalait, folyadék aramlasakor a sebes-
ségteret, vagyis az aramvonalak alakjat.

A feladat megoldésa édltaldban nehéz. Sok esetben kiilonb6zé hatdrfeltételek-
nek kell teljesiilni: a siklap (lemez) nem végtelen kiterjedésii, adott szogli hajlat van
benne, esetleg a vizsgdland6 tartomdany lyukas. Azonban, ha az Gsszenyomhatat-
lannak tekinthetd folyadék dramldsa stacionarius, azaz a lemezen kialakult dram-
lasi tér idoben nem valtozik, egy {ligyesen valasztott leképezéses modszerrel sokkal
konnyebben megadhatjuk az aramlés lefrasdt. Ez azt jelenti, hogy egy megfeleld
transzformdcidval a vizsgdlandé dramlds egy masik, mar ismert (vagy kénnyebben
leirhatd) dramldsba vihetd at, {gy arra visszavezetve az eredeti probléma is megold-
hatéva vélik. Megmutathatd, hogy stacionarius esetben a megoldandé egyenletek
mindharom témakorben alakilag megegyeznek, igy ez a mddszer mindharom eset-
ben alkalmazhaté. A tovdbbiakban csak elektromos vezetéssel foglalkozunk, héve-
zetési és folyadékaramlasi problémékat — terjedelmi okokbdl — nem targyalunk.

A leképezéses mbdszer a témakor szokdsos targyaldsaban a komplex szamok al-
gebrai tulajdonsagait és a komplex valtozds fiiggvények differencidlszamitasat hasz-
nélja fel, ami meghaladja a kozépiskolai matematika tananyagot. Ezért a cikkiink-
ben — rendhagyé médon — egy egyszeriibb utat valasztunk: a leképezés geometriai
tulajdonsagait fogjuk vizsgdlni, és csak elemi matematikai ismereteket varunk el
az Olvasotél. Nem fogjuk az elektromos aram eloszldsanak minden részletét megha-
tarozni, hanem csak azt vizsgdljuk meg, hogy a lemezbe egy vagy t6bb ponton be-,
illetve kivezetett dram hatdsdra (kiilonboz6 geometriai elrendezések esetén) a lemez
két kivalasztott pontja kozott mekkora fesziiltség alakul ki. Az ilyen feladatokra
is alkalmazhaté az emlitett leképezéses eljards, amihez egyszeriibb esetekben nincs
szitkség komplex valtozos fliggvények ismeretére.

A tovdbbiakban (teljesen altaldnosan vetve fel a kérdést) megvizsgéljuk, hogy
milyen tulajdonsagu transzformécidk alkalmasak egymastdl latszélag teljesen fiig-
getlen sikbeli drameloszlasok kozotti kapcesolat leirdsdra. Miutan erre a kérdésre
valaszt kaptunk, pontos matematikai képletekkel konkrétan megadunk a legfonto-
sabb transzformaciétipusok koziil néhanyat, majd cikkiink II. részében bemutatjuk,
hogyan alkalmazhatdk ezek a transzformécidk bizonyos fizikai problémék megoldé-
sanal.
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Arany- és szogtarto transzformaciok

Egy elektromosan vezet6 siklemezbe, amely lehet véges kiterjedésii, vagy akar
,Vvégtelen” nagy, bizonyos helyeken dramokat vezetiink be, illetve aramokat veze-
tiink el réla. A lemez homogén, vastagsdga ¢, fajlagos ellendllasa o.

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a kialakulé arameloszldst, vagyis a j(r) dram-
slirliséget, valamint az elektromos potencidl ®(r) fiiggvényét. Mindezeket a mennyi-
ségeket egy alkalmasan véalasztott derékszogil (x,y) koordindta-rendszerben adhat-
juk meg (18sd az 1. dbra bal oldali részét), de haszndlhatjuk az (r, ) sikbeli pol-
arkoordinatakat is. Vélasszuk ki az arameloszlasnak egy kicsiny, téglalap alakinak
tekinthetd részét, amit két egymastol csak kicsit eltér6 ekvipotencidlis gorbe és két
kozeli dramvonal hatarol. Legyenek a téglalap oldalai a és b, és jeloljiikk a P és S
pontok kozotti szakaszon &tfoly6 dram erdsségét I-vel. (Ugyancsak I erésségli dram
folyik a ) és az R pontok kozott is, hiszen az aramlasi kép stacionarius, a toltések
sehol nem halmozédhatnak fel egyre névekvé mértékben.)

I
Y \\\Q J(T;\\ y

\\ a
: § =
b \\<1\>+U
S N
P
X .’IL‘,

1. dbra

Az dramerdsség az dramslirliséggel (vagyis az egységnyi feliileten dtfolyd dram-
mal), az dramsliriség az elektromos térerésséggel, a térerésség pedig a potencidl-
kiilonbséggel fejezhetd ki:

. . 1 U
IZlJ‘b& J(T):fEa |E|:77
0 a
igy tehat a P és S pontok kozotti b - § nagysagu feliileten atfoly6 dram erdssége:
_Uo b
=

1

Ha valamilyen transzformacié (leképezés) az dram- és potencidleloszldst dtviszi
az (2',y') koordinatarendszerben megadhaté j'(r') drameloszlasba (14sd az 1. dbra

jobb oldali részét), akkor a vizsgdlt kicsiny tartomdnyon atfolyé dram erdssége:
I = @ . bil
o a’

Felhasznaltuk, hogy a transzformalt aramsiiriiség-vektorok merdlegesek a transzfor-
malt ekvipotencidlis gorbékre, tehit a PQRS téglalap ,képe” ugyancsak téglalap,
melynek oldalai (a’ és V') dltaldban kiilénboznek az eredeti méretektol.
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A két elrendezés (ugyanakkora be- és kivezetett dramok esetén) akkor egyenér-
tékii, ha minden részletében ugyanakkora dramerésséget tartalmaz, vagyis I’ = I.
Ez lathatéan akkor teljesiil, ha

b b

/ )

¢ [¢

vagyis a transzformécié (kis méretek ese-

tén) ardnytartd. Ez a tulajdonsdg nem-

csak az egymast derékszogben metszo =
rovid szakaszokra érvényes, hanem egy '

adott ponton atmend, tetszoleges irany,

kicsiny szakaszpéarokra is fenndll, ahogy
azt a 2. dbra mutatja: 2. dbra

1

Az abrardl az is leolvashatd, hogy a transzformécié szdgtarts: o' = a.

Az ardny- és szogtarté sikbeli transzforméciokat konform leképezéseknek ne-
vezik, és komplex valtozdju, komplex értéki, kell6képpen ,sima” (differencidlhatd)
filggvényekkel frhatdk le. Ezek a leképezések a sik egy-egy (kicsiny) darabkéjédt
csak odébbtoljdk, elforgatjdk és valamilyen ardnyban nagyitjdk (vagy kicsinyitik).
Az eltolés, forgatéds és nagyitds mértéke természetesen helyrél helyre véltozhat, igy
az alakzat egésze lényegesen eltorzulhat, atalakulhat.

A tovébbiakban bemutatunk néhdany — a fizikai alkalmazédsok szempontjabdl
lényeges — konform leképezést. Mivel az ilyen leképezések egymds utan torténd
alkalmazédsa ugyancsak szog- és ardnytartd transzformdaciét eredményez, néhény
alapesetbdl kiindulva a fizikai probléméak meglepéen széles korének megolddsara
nyilik lehetéségiink.

1. Eltolas
Ha a sik egészét valamilyen adott (sikbeli) vektorral odébbtoljuk, ez a transz-
formacié nyilvan ardny- és szogtartd lesz, tehat konform leképezést valdsit meg.
A kapcsolat egy-egy pont régi és 1j koordinatai kozott:
=z +mw, Y =y+ o,
ahol x¢ és yo allanddk.
2. Nagyitas (kicsinyités)

Egy maésik sz6g- és ardanytarté transzformaécié képletei:

o =Xx, oy =My,

! A transzfomaci6 sordn az egyenes vonalak dltaldban gérbe vonalakba mennek 4t. Ilyen
esetben a szogtartast ugy értjiik, hogy egy ponton dtmend két gorbe érintdjének egymassal
bezart szoge a leképezés soran nem véltozik.
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ahol X # 0 egy adott allandé. Ha A > 1, a leképezés a sikbeli alakzatokat nagyitja,
A < 1 esetben pedig kicsinyiti.

3. Forgatas

Kicsit bonyolultabb, de ugyancsak konform leképezés a sik pontjainak vala-
mekkora ¢ szoggel torténo elforgatdsa:

2’ =z cosp — ysinp, Yy = xsin g + 3 cos .

Az eddig felsorolt transzforméciok lényegében nem véltoztatjdk meg az dram-
lasi képet (az dramvonalakat), csupdn annak felelnek meg, hogy a koordindta-
rendszer kezd6pontjat méashova helyezziik, a tavolsdgok mértékegységét megvaltoz-
tatjuk (példdul centiméter helyett inch egységeket haszndlunk), illetve az x tengelyt
masfelé irdnyitjuk. A kévetkez6 két leképezésnél azonban nem ez a helyzet, azok
lényeges valtozast eredményeznek az drameloszlasban, tehdt fizikailag kiillonbozd
problémakat kapcsolnak Ossze.

4. ,Legyezs-leképezés”

Tekintsiik azt a leképezést, ami az y > 0 végtelen félsik egyes pontjaihoz tar-
toz6 helyvektor x tengellyel alkotott o szogét megkétszerezi: ¢’ = 2p. Szemlélete-
sen ez olyan, mintha egy legyez6t kétszeres méretre nyitnank ki. A 3. dbrdn egy
7 helyvektord, r és ¢ polarkoordinatakkal megadott pont koriili, kicsiny PQRS
tartomany szogtarto transzformécidgjat lathatjuk.

Y y

A S\Ar 2Ap
(4 z 2p T

3. dbra

Ahhoz, hogy a leképezés (kicsi méretek esetén) ardnytarté is legyen, az sziik-
séges, hogy a
Ar Ar’

r'Acp:r“ZAgo

egyenl6ség teljesiiljon. Innen kovetkezik, hogy

rAr’ —2r'Ar =0,
vagyis (Ar < r és Ar’ < r’ esetén) fenndll, hogy

r2 (r—i—Ar)z 2 r242rAr 12 r , ,
A( >:r’+Ar’ TS T rAr g mErArora) =0,

/

r
amibol

712

— = allandé

r
44 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/1

KoMalL, 2019. januar gf

— P



ﬁ} 2019.1.7 — 19:45 — 45. oldal — 45. lap KoMalL, 2019. januar gf

— P

kovetkezik. Lathatd, hogy a kétszeresére kinyitott ,legyez6” esetében akkor kapunk
sz0g- és aranytarté transzforméciot, ha a kétszeres szog mellett a helyvektorok
nagysagat négyzetre is emeljiik és konstanssal megszorozzuk?. Az alland6 értéke
tetszOleges lehet, de célszerti a nagysagat 1-nek valasztani.

A leképezés dltaldnosithato a legyezd tetszOleges aranyu kinyitasara. A fentebb
lefrtakhoz hasonldan lathatd be, hogy ¢’ = ny esetén a transzformdcié akkor lesz
aranytarté, ha r’ = r™, ahol n tetszéleges pozitiv vagy negativ szdm (n # 0).3

5. ,,Szalag-leképezés”

Véges szélességli, nagyon hosszi, elektromosan vezetd lemezben foly6 sikbeli
drameloszldsok lefrdsdndl hasznos lehet egy olyan konform (szog- és ardnytarto)
leképezés, amely a szalagot egy végtelen sikba transzformélja. Legyen a szalag az x
tengellyel parhuzamos és y irdnyban 27 széles. (Ha mds lenne a szalag szélessége,
alkalmas 1éptékil nagyitdssal mindig elérhetd ez a kivant méret.)

Viélasszunk egy olyan transzformdciot, ami az x tengellyel parhuzamos vo-
nalakat (amelyekre y = yo dllandd, 0 < yo < 27) az origdbdl kiindulé ,sugarasan”
szétfutd vonalakba viszi at. Ezeket a ¢’ = dllandé dsszefiiggés jellemzi, ahol ¢ a le-
képezés soran kapott vektoroknak az z’ tengellyel bezart szoge. Legyen péld4ul

' =y.
Ez alegegyszeriibb vélasztés, ami teljesiti a fentebb leirt kovetelményeket. Az x ten-
gellyel parhuzamos vonalseregre meréleges vonalak (egyenesek) egyenlete: © = xg =
allandé. Ezek az egyenesek a leképezés utan az origéon athaladé ,,sugaras egyene-
sekre” merdleges gorbékbe, azaz valamekkora sugaru kérokbe mennek dt. Azt, hogy
mi a kapcsolat az x koordindta és az r’ sugdr kozott, a leképezés ardnytartésigdnak
kovetelménye hatarozza meg.

Y y

Az

4. dbra

2 Megjegyzések: (i) Az z =y =0 pontban (vagyis a koordindta-rendszer origéjdban
(a legyezd ,tengelyénél”) a transzformdcié nyilvdn nem szégtartd. Ez a kivételes pont
a transzformdcié ,szinguldris pontja”. (i7) A leirt transzformécié a komplex szdmok nyel-
vén (az x + iy = z és ' + iy’ = 2’ jelolés bevezetésével) igy frhatéd: 2’ = dllandé - 22

3 A komplex szémok algebrajaban jartasak felismerhetik, hogy az elsé harom példdban
szerepld leképezés a 2’ = 212z + 2o linedris filggvénnyel (zo és z1 dllanddk), az dltaldnositott

ylegyez6-leképezés” pedig a 2’ = 2™ komplex fiiggvénnyel irhaté le.
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A /. dbrdrdl leolvashaté, hogy

Ay
Az Ay’
ahonnan Ay’ = Ay miatt
Ar'(z)
re (z).

Ez az egyenlet (hatdresetben differencidlegyenlet) a kamatos kamat vagy a radio-
aktiv bomldsok exponencidlis torvényével azonos alaki, emiatt a megoldédsa:

r'(z) = 4llandé - e”.

Az llandé 1-nek vélaszthatd, avagy egy egyszeri nytjtassal 1-gyé tehetd.*

A bemutatott ardny- és szogtarté leképezések mindegyikének ,inverze” (vissza-
felé torténd alkalmazdsa) is ardny- és szogtartd, tehat azok is alkalmasak sikbeli
vezetési (vagy dramlési) problémék lefrdséra. Ugyancsak megengedett a konform
leképezések egymast kovetd sorozatanak alkalmazasa. Bizonyos esetekben kihasz-
ndlhatjuk még a probléma forgdsi és/vagy tiikkrozési szimmetridjat, amennyiben
a vékony aramvezetd lemez hatdrvonalai is rendelkeznek ezekkel a szimmetriak-
kal. Mindezekre cikkiink II. (a K6MaL jov6 havi szémdban megjelend) részében
mutatunk fizikai példakat, konkrét alkalmazasokat.

Elek Péter Szasz Krisztian
Debreceni Ref. Koll. BME Fizikai Intézet,
Déczy Gimn. 12. évf. Budapest
Gyakorlé feladatsor
emelt szinti fizika érettségire
Tesztfeladatok*

1. Egy kicsiny (pontszerilinek tekinthetd) testet egy torony tetejérél bizonyos
sebességgel ferdén hajitunk el. Lesz-e a mozgdsa sordn olyan pillanat, amikor a gyor-
suldsa meroleges a sebességére?

A) Nem, ilyen helyzet nem fordulhat eld.

) Igen, biztosan lesz ilyen pillanat.
) Csak akkor, ha a test az eldobédskor emelkedni kezd.
)

B
C
D) Csak akkor, ha a test az eldobaskor siillyedni kezd.

1A komplex szdmok exponencidlis alakjit ismerék szdméra megjegyezziik, hogy
a ,szalag-leképezést” a 2’ = e komplex exponencidlis fiiggvény irja le.
* A valaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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2. Egy 8 cm sugari, kor alakd, homogén papirlap kozepérol egy 4 cm sugari
korlapot vagunk ki, és azt kozvetleniil az eredeti korlap mellé helyezziik. Hol lesz
a két testbdl 4llé rendszer tomegkozéppontja?

A) A korgylrti és a kisebb kor kézéppontjit
Osszekoto egyenesen, de biztosan nem a ,lyukas ré-
szen”, hanem olyan helyen, ahol papir van.

B) A korgyliri és a kisebb kor kozéppont-
jat 6sszekoto egyenesen, a korgytri kézéppontjatol
2 cm tavolsagban.

C) A korgylirii és a kisebb kor kozéppont-
jat 0sszekotd egyenesen, a korgyurt kézéppontjatol
3 cm tavolsagban.

D) A korgylirli és a kisebb kor kozéppontjat osszekotd egyenesen, mindkét
kozépponttdl ugyanakkora tavolsagban.

3. Melyik allitas igaz az egyszerli gépekre?

A) Az egyszer(i gépek haszndlata esetén mindig lecsokken a sziikséges er6hatés
nagysaga.

B) Az egyszerli gépek hasznélata esetén mindig kevesebb munkét kell végezni,
mint a gépek hasznalata nélkiil.

C) Az egyszeril gépek hasznélatdval mindig nagyobb teljesitményt tudunk
elérni.

D) A fenti allitasok egyike sem igaz.

4. Ugyanolyan magassagban két, azonos frekvencidji, azonos fazisban rezgd
hullamforras talalhat6. Milyen alakzatok mentén talalhatok a kioltasi helyek a hul-
lamforrasokat tartalmazé vizszintes sikban?

A) A két hulldmforrdst osszekotd szakasz felezépontjan dtmend egyenesek
mentén.

B) A két hullamforrdst osszekotd szakasz felezOpontja mint centrum &ltal
meghatdrozott koncentrikus kdrokon.

C) A két hulldmforrds mint fékuszpontok és a rezgés hulldmhossza dltal meg-
hatéarozott ellipsziseken.

D) A két hulldmforrds mint fékuszpontok és a rezgés hulldmhossza altal meg-
hatarozott hiperboldk mentén.

5. Melyik fizikai jellemz6 nem befolyasolja egy pohar viz parolgési sebességét?
A) A levegd pératartalma.

B) A levegs homérséklete.

C) A viz tomege.

D) A viz leveg6vel érintkezé feliilete.

6. Valasszuk ki a hamis allitast!

A) A hiitégép és héer6gép miikodése hasonlit egymdshoz, csak a hiitégép
a ciklust forditott irdnyba jarja végig, mint a hder6gép.

B) A hiitégép miikodése sordn a felvett elektromos energidbdl is hé lesz.
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C) A hiitégép alacsonyabb hémérsékletii hely fel6l magasabb hémérsékletii
hely felé szallit hot, ezért ebben az esetben a hétan II. fététele nem teljesiil.
D) A hiitdgép miikodése soran tébb hét ad le, mint amennyit felvesz.

7. Egy aranybevonatos kivezetésekkel rendelkezo ellenédllas nagysidga R. Par-
huzamosan kapcsolunk vele egy X nagysagu ellenédllast, majd ezekkel sorosan egy
ugyancsak X nagysagu ellendllast. Megvélaszthaté-e X értéke tgy, hogy az eredd
ellendllas az eredeti R maradjon?

A) Nem, ez nem lehetséges.

B) Igen, ha X = 2R.

C) Igen, tetszéleges X < R megfelel a feltételnek.
)

D) Igen, ha X = @R ~ 0,618 R, vagyis X/R a hires aranymetszés ardny-
Szama.

8. Valakinél a tisztanlatas tavolsaga 25 cm-r6l megnovekedett. Azt szeretné,
hogy az tujsagot ujra 25 cm tévolsdgbol tudja olvasni. Milyen szemiivegre van
szitksége?

A) 25 cm-nél kisebb fékusztdvolsdgi szérélencséjiire.

B) 25 cm-nél nagyobb fékusztévolsdgi szérdlencséjiire.

() 25 cm-nél kisebb fékusztdvolsdgi gylijtélencséjiire.

D) 25 cm-nél nagyobb fékusztdvolsdgu gytijtélencséjiire.

9. Az Un. méasodpercinga fél lengésideje éppen 1 masodperc, hossza kb. 1 m.
A nehézségi gyorsulds értéke a Holdon a foldi érték hatoda. Milyen hossziségi
a masodpercinga a Holdon?

A)l B)\/Lém; C) V6 m; D) 6 m.

6

10. Egy vastag fali acélcso kiilsé sugara 2R, bels6 sugara R. Egy ugyanakkora
tomegil és a cs6vel azonos sliriségl, tomor acélrud sugara 2R. Milyen viszonyban
van a két testnek a forgdstengelyiikre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka?

A) Az acéles tehetetlenségi nyomatéka
a kisebb.

B) A két test tehetetlenségi nyomatéka
megegyezik.

C) Az acélesS tehetetlenségi nyomatéka
nagyobb, mint a témor rudé.

11. A Hold témege 81-szer, a felszinén a nehézségi gyorsulds 6-szor kisebb,
mint a Fold megfeleld értékei. Hanyszor kisebb a Holdon az elsé kozmikus sebesség
(vagyis a felszinhez kozeli palyan a keringési sebesség), mint a Féld esetében?

A) 8l-szer; B) 6-szor; C) az ardny v/81-6~ 4,T; D) ugyan-
akkora, mint a foldi érték.

12. Egy targyat egyszerli nagyiton keresztiil vizsgalunk. Hova kell elhelyezni
a targyat, és milyen jellegli a keletkezett kép?
A) A targyat a fékuszon beliilre kell elhelyezni, és a keletkezett kép valddi.
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B) A targyat a fékuszon beliilre kell elhelyezni, és a keletkezett kép ldtszélagos.

C) A targyat a fékusz és a kétszeres fékusz kozé kell elhelyezni, és a keletkezett
kép valédi.

D) A targyat a fékusz és a kétszeres fékusz kozé kell elhelyezni, és a keletkezett
kép latszolagos.

13. Egy egyenes tekercs valtozé mégneses térben van. Az aldbbiak koziil mi
nem befolyasolja a tekercsben indukalédé fesziiltség nagysagat?

A) A tekercs menetszdma.

B) A tekercs hossza.

C) A tekercs keresztmetszete.

D) A tekercs helyzete a magneses tér irdnydhoz képest.

14. A gyorsul6 teherauté platéjan 1évé lada az autdval egyiitt mozog. Melyik
erOhatéas okozza a lada gyorsulasat?

A) A lada gyorsitdsdhoz nem kell erd, mert az autéval egyiitt mozog.
B) A motor huzdereje.

C) A lada silyereje.

D) Az auté és a lada kozotti tapaddsi surlédasi eré.

15. Egy deutérium- és egy triciumatommag fuzidjakor egy héliumatommag és
egy neutron keletkezik. Valasszuk ki a helyes reakciéegyenletet!

A)2D+43T = 4He+1n; B)3D+32T = 3He+2n; C)3D+2T = 4He+In;
D) 2D +9T = 3He + {n.

Szamolasos feladatok

1. Az abrdn egy egyenes vonald, valtozé mozgdst végz6 test sebesség—idd
grafikonja lathaté.

v[m/s]

a) Rajzoljuk meg a mozgéashoz tartozé gyorsulds—id6 és elmozdulds—idd grafi-
konokat!

b) Szamitsuk ki a mozgds 8 mdsodperces idétartamdra vonatkoztatva a sebes-
ség nagysaganak atlagos értékét!
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2. 60 Q nagysdgi ohmikus ellenalldssal sorba kapcsolt idedlis tekercset isme-
retlen frekvencidju, 230 V effektiv fesziiltségli, szinuszosan valtakozé aramforrdsra
csatlakoztatunk. A tekercs 6nindukcids egyiitthatéja 0,25 H. Az aramforrés effektiv
teljesitménye 15 W.

a) Mekkora az dramforras frekvencidja?
b) Mekkora az dramforrds fesziiltsége és az dramkor drama kozotti féziseltols-
dés szoge?

3. Allandé mennyiségli hidrogéngaz a p; = 4-10° Pa, Vi = 2,5 dm?3, T} = 400 K
értékekkel jellemezhetd allapotbdl a py = 1,6 - 10° Pa, Vo = 6 dm?® llapotba keriil
agy, hogy a két allapotot a p — V' diagramon egyenes szakasz koti Gssze.

a) Hény részecske van a gaztérben?

b) Hanyszorosdra valtozott a géz belsd energidja a folyamat sordan?

4. Ismeretlen tomegi test surlédasmentesen
mozoghat egy fliggéleges ridon. A testhez az dbra
I-’MUMUMH me szerint két, egyenként D = 200 N/m rugééllan-
déju rugét kapesolunk. A rugdk vizszintes hely-
zetiikben nyujtatlanok, és ebben az &llapotban
zo = 0,6 m hosszusdguak. A test az dbran lathato
helyzethez képest h = 20 cm-rel mélyebben lehet
egyensulyban.

a) Mekkora a test tomege?

b) A testet a rugdk vizszintes helyzeténél kezdésebesség nélkiil elengedjiik.
Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége a tovabbi mozgasa soran?

¢) Eljut-e a test a kiinduldsi helyzeténél H = 40 cm-rel mélyebbre?

Markovits Tibor
Budapest

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 642. Egy 2R sugari kor keriletének belsé oldaldn csiszdsmentesen gordiil
korbe eqgy R sugari kerék. Milyen pdlydan mozog a kis kerék egy keriileti pontja?
(3 pont)

I. megoldas. Jeloljiik a nagy kor kézéppontjat O-val, az a pontja pedig, ame-
lyiket a kerék kijelolt keriileti pontja (M) valamikor (a kezdShelyzetnek tekintett

pillanatban) elért, legyen A. Megmutatjuk, hogy az M pont az O A sugérhoz tartozé
atmérén mozog oda-vissza.

Ha a kis kerék kozéppontja a kezdShelyzethez képest ¢ szoggel elfordul a nagy
kor kozéppontja koriil, a két kor érintési pontja B-be keriil (1. dbra). A kis kor
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és az OM egyenes metszéspontja az egyenl6 szarit OO; M haromszoget jeloli ki,
amelynek O1-nél levé kiilsé szoge 2¢. fgy a BM koriv hossza megegyezik a B A koriv
hosszaval, hiszen a sugarak ardnya 1 : 2. Az M pont tehat megfelel a cstiszasmentes
gordiilés feltételének, vagyis tekinthetd a kis kerék kezdetben A-ban levé keriileti
pontjanak a kerék elforduldsa utani helyzetben.

Megjegyzés. Ha a gordiilés egyenletes, vagyis ¢ = wt, akkor
OM = 2R cos ¢ = 2R coswt,

tehat M mozgdsa 2R amplitiddji, a kerék gordiilésével azonos periédusidejli harmonikus
rezgdmozgds.

Marké Péter (GyOr, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

1. dbra 2. abra

II. megoldas. Tekintsiikk az R sugart gordiilé kerék tetszéleges helyzetét
(2. dbra). A kerék keriiletének kiszemelt P pontja és a nagy koér O kozéppontja
kijeloli a 2R sugari kor AB atmérdjét. Megmutatjuk, hogy a kerék gordiilése soran
a P pont nem tavolodik el az AB egyenestol, mindvégig rajta marad azon.

A kerék mozgdsa két részbdl tehetd 6ssze. Egyrészt az O’ kézéppontja valamek-
kora w szogsebességgel elfordul a nagy kor O kézéppontja koriil; ebbdl a mozgésbdl
szarmazo sebessége v = Rw. Masrészt a kerék ugyancsak w szogsebességgel, de az el-
lenkez6 irdnyban forog a sajat (O') kozéppontja koriil; a keriileti pontjainak, igy
P-nek is az ebbdl szarmazé sebessége Rw.

Megjegyzés. A kétféle mozgas szogsebességének egyenlS nagysagat jol mutatja az tény,
hogy a kerék C pontjanak eredé sebessége — a csuszasmentes gordiilés miatt — nulla.
A kerék C pontja (ami tényleges anyagi pont) nem tévesztends ossze a kerék és a nagy
kor pillanatnyi érintkezési pontjdval, amit mindig mas és mas anyagdarabkak jelolnek
ki, és amelyik pont nem is mozdulatlan, hanem w’ = w/2 szdgsebességgel ,, jar korbe”
az O pont koriil.

A kétféle mozgasbdl adodé sebességvektor nagysaga és az AB atmérével bezart
szoge ugyanakkora, emiatt az AB-re mer6leges v sebességkomponensek is egyenld
nagysdguak (de ellentétes irdnytiak). Ezek szerint a P pont nem tévolodik el az AB
egyenestol, a kerék gordiilése soran mindvégig azon marad.

Tallésy Péter (Szeged, Dugonics Andras Piarista Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan
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B III. megoldas. Tekintsiik a gordiilé kerék va-
’s lamelyik (a 8. dbrdn vastagabban jelolt) helyze-

tét! A mozgds pillanatnyi forgdsi kozéppontja (in.
4‘\ / momentdn centruma) a két kor érintkezési pontja,
”.“\ vagyis C, hiszen ezen pont sebessége nulla. A ke-
N—

‘wl

\y‘

S
A

rék kijelolt keriileti pontjanak (P) sebessége mer6-
leges C P-re, tehdt atmegy a nagy kor O koézéppont-
jan, hiszen a kis kerék hatarvonala az COP harom-
sz0g Thalész-kore. Ezek szerint a P pont sebessége
mindvégig az O kozéppont felé, vagy azzal ellentétes
3. dbra irdnyba mutat, a P pont palydja tehit a nagy kor
egyik atmérdje.

(G. P.)
Megjegyzés. Amikor egy R; sugari kor keriiletének belsd oldaldn csiszésmentesen
gordiil korbe egy masik, Ro < R; sugaru kor, akkor a belsé kor egy pontja altal leirt
palyat hipocikloisnak nevezziik, aminek a pontjait — alkalmasan vélasztott koordinata-

rendszerben — a kdvetkezOképpen szamithatjuk ki:

z(t) = (R1 — R2) cost + R cos M’
Ra
(R~ Rt

y(t) = (R1 — R2)sint — Ry sin
2

Amennyiben R1 = 2R és Ry = R, a hipociklois elfajult lesz, y(¢) = 0 egyenletli egyenessé
valik.
Bdnyai Kristéf (Miskolc, Herman Otté Gimn., 9. évf.)

72 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 34, hibas 18, nem értékelhetd 3 dolgozat.

G. 645. A NASA wvdikuumkamrdjdban filmre vették, ahogyan a kalapdcs és
a maddrtoll is egyformdn, g = 9,81 m/s? gyorsuldssal esik a fold felé, egyszerre
inditva Sket eqyszerre érnek talajt. Ha a filmet kétszeres sebességgel vetitik, mekkora
lesz az igy lejdtszott moziban a kalapdcs és a toll gyorsuldsa?

(3 pont)

Megoldas. A gyorsulds %, ahol Av a végsebesség és a kezddsebesség kiilonb-
sége, At pedig a mozgds id6tartama. A kezdOsebesség a filmen is és a valésagban is
nulla. A kétszeres sebességgel levetitett filmen a végsebesség a valddi érték kétsze-
rese, az id6tartam a tényleges idének a fele. fgy a kalapécs és a madartoll gyorsuldsa
a filmen 4-szer nagyobb, mint a valésdgban: a = 39,2 m/s?.

Bodzsdr Mira (Hédmez6vasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 10. évf.)

99 darab dolgozat érkezett. Helyes 62 megoldéds. Hidnyos (1-2 pont) 8, hibds 29 dol-
gozat.

G. 647. Két — ldtszolag egyforma — vizforrald kancsoban szabdlyos hatszdgben
meghajlitott fiitészdalat taldlunk. Az egyik kancséban az a) dbra, a mdsikban a b) dbra
szerint kotottek be a fltdszalat. Melyik kancsoban forr fel hamarabb a viz?
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(3 pont)

Megoldas. Ha a hatszog egy-egy élének ellendlldsa R, akkor az a) esetben
(amikor két darab 3R nagysdgu ellendlldst kapcsolunk parhuzamosan) az eredd
ellendllés R, = 2R.

A D) esetben 4R és 2R ellenallds van parhuzamosan kapcsolva, az ereddjiik
tehdt Ry = 3 R.

A flitészalak teljesitménye:

2 2 2
U2

202 _8 U2 u*
R, 3R 12 R’

3
illetve Pb = Ril) = 1

Uz 9 U?
R 12 R~

Léthat6, hogy a b) esetben nagyobb a f{itészdl teljesitménye, igy a b) jelli kancséban
forr fel hamarabb a viz.

Szdntd Barnabds (Keszthely, Vajda Janos Gimn., 10. évf.)

60 dolgozat érkezett. Helyes 31 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hidnyos (1 pont)
6, hibas 18, nem versenyszerii 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5018. Ha a tiizel6t nem kdlyhdban égetjik el, hanem eqy hderégép tiizte-
rében, a hoerdgéppel pedig eqy hdszivattyut hajtunk meg, akkor a lakdsba t6bb hé
Juthat, mint amennyi a tizeld elégetésekor keletkezik. Legyen a lakds a hdéerdgép
alsé hétartalya, valamint a hdszivattyd felsé hétartdlya. A hészivattyiu alsé hétarta-
lya lehet az utca levegdje. Tegyiik fel, hogy a héerdgép hatdsfoka ny, a hdszivattyurdl
pedig tételezziik fel, hogy hderdgépként mikddtetve ny hatdsfoki lenne. Szamitsuk
ki, hogy a tizeld elégetésekor felszabadulé hének hdnyszorosa keril igy a lakdsba!

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldéas. Az dbran lathato jelolések segitenek a feladat megolddsandl. Ha
a tiizel6t a kalyhaban égetjiik el, a felszabadulé hé Q.
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héersgép

Qle

hészivattya

haz

Amennyiben ugyanennyi hé felvételével egy n; hatésfoki héerégépet miitkod-
tetiink, az a gép W = n1 Q) munkat képes végezni, és

Qre = Qte1 — W = (1 — 1) Qsel

hét ad le az alsé hétartalynak (esetiinkben a lakasnak).

Egy hdészivattyd W munka befektetésével az utcardl felvett Q1 hot a melegebb
lakdsba képes ,,szivattyuzni”, és a lakasnak Q2 = W 4+ Q1 hét ad le. Forditott irdny1
miikddése sordn a hészivattyunak megfelelé héerégép Q2 ho felvételével W = n,Q2
munkat végezne. Ennek megfelelGen a hészivattya altal leadott ho

w Uil
Q2= — = —Qrel-
712 T2

A lakésba Osszesen a héerégép éltal leadott hé és a hészivattyu ltal leadott ho
Osszege keriil, ami a kozvetlen elégetéskor felszabadulé honek bizonyos x-szerese.

Qe + Q2 = x - Qfal-

Behelyettesitve a kordbban kiszamitott értékeket:
m
(1 —m)Qfa1 + ;Qfa =2 Qrel,
2

ahonnan a kérdéses aranyszam:

T = 7771+m7
72

1
z=1+m (—1)
2

alakban is felirhatunk. Mivel o < 1 és m; > 0, nyilvan teljesiil, hogy

amit

1
m ( — 1> > 0, vagyis x> 1.
2
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Igaz tehat a feladat szovegében szerepld allitas: a hderdgép és a hoszivattyu egyiit-

tes hasznalataval tobb ho juthat a lakasba, mint amennyi a tiizel6 elégetésekor
keletkezik.

Bartok Imre (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

20 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Absur Khan Siam, Bartok Imre, Elek Péter,
Marozsdk Tébids és Olosz Adél megoldédsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 6, hidnyos (2 pont)
9 dolgozat.

P. 5020. Egy ernyén lévd kor alaki nyildst az ernydre merdleges, koherens lé-
zerfénnyel vildgitunk meg. Az ernydtél tdvolabb, az optikai tengelyre merdlegesen
eqy CCD-érzékeld lemezt helyeztek el. Hany szdzalékkal csékken az optikai tenge-
lyen 1évd pizel meguildgitisa (a rd esd fény intenzitdsa), ha a nyids 1/6-dt egy

atldatszatlan, korcikk alaki lemezzel eltakarjuk?

CCD pixel
J

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

lézerfény

Megoldas. A Huygens—Fresnel-elv értelmében a hullimtér minden pontja
elemi hulldmok kiindulépontja, és az ernyén kialakulé ered6é hulldm ezen elemi
hullamok interferencidjaként kaphaté meg.

Az elrendezés szimmetridja miatt az egyes korcikkekbél érkezé hulldimok amp-
lituddja ugyanakkora, és a fazisuk is megegyezik egymadssal. Ha kezdetben az amp-
litidé Ay, akkor a nyilds %—ét eltakarva az optikai tengelyen 1év6 pixelre es6 hulldm

amplitidéja A = % Aj-re csokken. Az intenzitas az amplitidd négyzetével ardnyos:

L (AN 25

Ezek szerint a kozépsd pixelre esé fény intenzitdsa kb. 30%-kal fog csokkenni.

Csuha Bogldrka (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

8 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Barték Imre, Csuha Bogldrka, Elek Péter,
Marké Gébor, Marozsdk Tébids és Olosz Adél megolddsa. Hidnyos (2-3 pont) 2 dolgozat.
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,Tl P. 5047. Az dbrén ldthaté M tomegi

. I D kiskocst €s a rajta levd lapos, m tomegi ha-
— M sab v sebességgel halad a falhoz régzitett,
D rugédllanddji nyomdorugd felé. A ha-

Q Q sab és a kiskocsi feliilete kézotti surloddsi

egytitthato (.
a) Utkiézéskor megcsiszik-e a hasdb?
b) Mennyi ideig tart az iitkozés?
Adatok: M =0,2kg, m=0,1kg, v=1m/s, D =44 N/m, u=04.
(4 pont) Kozli: Németh Laszlo, Fonyéd

Megoldas. Akkor cstuszhat meg a test, ha a rendszer (kiskocsi + hasédb)
gyorsuldsa meghaladja a pg ~ 3,9 m/s? értéket. Ha ez még a rugd legnagyobb
Osszenyomodasakor sem kovetkezik be, a hasab nem cstszik meg.

a) A rugé legnagyobb ésszenyomdddsakor a kiskocsi sebessége nulla. Az ener-
giamegmaradas tételét felhasznalva kiszdmolhatjuk a maximalis benyomoddast:

1 1
§(M+m)v2 = §Dz2,
ahonnan z = 0,26 m. A rugéer6 ekkor F,,,. = Dx = 1,15 N, a gyorsulds maximalis
értéke pedig
Fmax

max. — — =3,8
“ M4+m

Ez kisebb, mint a tapadd surlodas dltal 1étrehozni képes g gyorsulds, tehat a hasab
nem csuszik meg a kiskocsin.

m

52

b) Az iitkozés ideje az az idStartam, ameddig a kiskocsi érintkezik a rugéval.
Ez a harmonikus rezgémozgas peridédusidejének fele:

T M+m
-

2 D
Virdg Levente (Budapest, Obudai Arpéd Gimn., 10. évf.)

=0,82s.

98 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 25, hidnyos
(1-2 pont) 35, hibas 2 dolgozat.

P. 5056. Egy 40 N/m rugddllanddji, elhanyagolhatd tomegl rugd figgdleges
helyzetben dll az asztalon. A rugd tetejéhez erdsitett, ugyancsak elhanyagolhatd
tomegi lemezre egy 0,2 kg tomegd, kis méreti testet ejtink, a lemeztél mérve 0,4 m
magassagbol. Mennyi ideig lesz a kis test a lemezen, ha nem tapad hozzd?

(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunaijvéros

Megoldas. Jeloljik a rugddllandot D-vel, a kis test tomegét m-mel, az ej-
tési magassagot pedig h-val. A kis test akkor lenne egyensilyban, amikor a rugd

Osszenyomodasa
g = — =~ b cm.
D
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A lemezre esé kis test ,dtszalad” az egyensilyi helyzetén, és attdl A tdvolsaggal
mélyebben csokken csak a sebessége nullara. Ezutan visszafelé is bejarja ugyanezt
az utat, és a rugd nyujtatlan allapotanal valik el a kis test a lemeztol. A test
mozgdsa harmonikus rezgémorgds (annak egy részlete), a rezgés korfrekvencidja

D 1
w=14/—=141 —.
m s

A rezgés amplitudojat az energiamegmaradds torvénye segitségével hatarozhatjuk
meg. Az

1
mg(h+ o+ A) = 5 D(wo + A)?

masodfoku egyenlet pozitiv gyoke:

_ [2mgh mg 2_\/7~

A rugb megrovidiilését (Gsszenyo-
moédését) a

d(t) = xp — Acos(wt)

A
kifejezés adja meg (14sd az dbrdt). A kis
test mindaddig nem valik el a lemeztdl, 3
amig d(t) > 0, vagyis Zo wt

o
) < 20 ~0,24.
cos(wt) 1

A fenti egyenlGtlenség az

1,33 rad < wt < 27 — (1,33 rad) = 4,95 rad

intervallumon &ll fenn, ami

_ 3,62 rad

At = 0,26 s

id6tartamnak felel meg. Ennyi ideig marad tehét a kis test a lemezen.

Megjegyzés. A lemezen valé tartézkodas idejét a rezgémozgast végzo test két allapo-
tanak faziskiilonbsége hatarozta meg. Ez a faziskiilonbség nem fiigg az idémérés kezdo-
pontjatdl, vagyis a rezgés kezdeti fazisatél. Emiatt irhattuk le a rezgést egy faziseltolddas
nélkiili koszinuszfiiggvénnyel.

Schrott Marton (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

77 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 27, hibds 11, nem versenyszer(i 4 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 383. Mérjiik meg, hogy mennyi idé alatt pereg le egy lejtén allé6 homokoéra
a lejtd hajlasszogének fiiggvényében!
(6 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Budapest
G. 657. Egy tet6 nélkiili, négyzet alapi, egyenes hasab alakt akvarium aljat
1 cm vastagsdgu, négyzet alaku iiveglapbdl készitjiik. Az oldallapok szintén ugyan-

ilyen vastag iivegbh0l késziilnek. Az akvarium bels6 magassaga 20 cm, aljanak belsé
mérete 30 x 30 cm.

Az elkésziilt akvariumba vizet toltiink. A csapbél masodpercenként 5 cm? viz
jut az akvariumba.

a) Hany 6ra milva telik meg az akvarium fele vizzel?

b) Mekkora a vizzel félig t6ltott akvarium silya?

(A viz sfirfisége 1000 kg/m3, az iiveg sfirfisége 2500 kg/m3.)

(3 pont)

G. 658. Egy testre 6 er hat egyszerre: Fy =1 N, Fb =2 N, F3=3 N, F, =
=4 N, F; =5 N és Fs = 6 N. Az erék egy sikban vannak, és az egymast kovetd erék
kozotti szog 60° (vagyis az erdk egymds uténi elforduldsa 60°, mindig ugyanabba
a forgdsirdnyba).

a) Mekkora a 6 erd vektori 6sszege?

b) Hogyan véltoztassuk meg az Fy erd nagysagat és esetleg az irdnydt is, hogy
a test egyensulyban legyen?

(3 pont)

G. 659. Két 50 W teljesitményti, 230 V-ra tervezett kardcsonyfaizzé-fiizériink
van. Az egyik fiizérben 50, a méasikban 100 egyforma izz6 van sorba kotve.

a) Melyik fiizérben nagyobb az dramerdsség?

b) Melyikben nagyobb az egyes izzok ellendlldsa?

¢) N& vagy csokken a 100 darabos fiizér teljesitménye, ha 10 izzdjat kicseréljiik
az 50 darabos fiizér 10 izzéjara? (Feltételezziik, hogy egyetlen izz6 sem ég ki.)

(3 pont)
G. 660. Egy falhoz kotott, vizszintesen kifeszitett, rugalmas szalagon egy csiga
mészik 1 m/h sebességgel. A csiga a faltdl indul, a szalag kezdeti hossza 2 m.

Az induldstdl szamitott minden éra végén a szalagot a végénél fogva 1 méterrel
megnyujtjuk. Az indulds utdn mennyi idével érkezik a csiga a szalag végére?

(4 pont)
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P. 5089. Az dbrdn lathaté, sirlédasmentes pdlya két korivbol dll. A pélya
A pontjdbdl nagyon kicsi kezdOsebességgel indulva csuszik egy apré test. Mennyi
id§ alatt jut el a test a gorbiilt palya jobb oldali végéig (a B pontig)?

60 cm 80 cm

3 cm 7K A /‘

(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

P. 5090. Vizszintes talajon egy m to-
meg, kocka alaku doboz all. A doboz egyik
lapjanak kozepéhez egy ugyancsak m to-
megl, vékony, homogén pélca tamaszkodik.
Kezdetben mindkét testet rogzitetten tart-
juk. A pélca és a talaj &altal bezart szog m
a = 45°.

Mekkora gyorsulédssal indul el a doboz, o
ha a testeket elengedjiik? (A surlédéds min-
denhol elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Berke Martin, Zalaegerszeg, Zrinyi Miklés Gimndzium

P. 5091. A normal allapoti levegd sfirfisége kb. 0,0013 g/cm?; a folyékony
levegéé kb. 0,87 g/cm3.

a) Becsiiljiilk meg, hdny ,levegémolekula” taldlhaté 1 cm® normél &llapoti
levegében, illetve folyékony levegdben!

b) Becsiiljiikk meg egy ,levegémolekula” tomegét!

(3 pont) Kozli: Vélgy: Istvdn, Budapest

P. 5092. Vizszintes helyzeti, jél hészi-
getelt, rogzitett hengert egy m tomegi, A ke- m
resztmetszetli, konnyen mozgo, rossz hove-
zet6 anyagbdl késziilt dugattyi két egyenld, A
Vo térfogatn részre oszt. Az egyes részekben 17 o
azonos mennyiségli, pp nyomésu héliumgaz
van. =
A dugattytt kissé kitéritjiik egyensulyi AT
helyzetébol, majd magéara hagyjuk. Mekkora lesz a rezgésid6?

(5 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fonyéd
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P. 5093. Egy tralloméason a silytalansag allapotaban végzett kisérlet kérdése
specidlis ,, kozmikus sebességgel” kapcsolatos: Egy R = 10 cm sugari, Q = —10~7 C
toltésii, homogén toltéseloszlasu szigetel6gomb feliiletétél d = 2 cm-re mekkora
az elsé és a mésodik kozmikus sebesség egy m = 0,1 g témegli, ¢=2-10"2 C
toltésili, pontszeri testre vonatkozéan?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5094. Harom, L = 20 cm hosszisagu szigete-
16fondl egyik végéhez m =1 g tomegi, pontszeriinek
tekinthetd testeket erdsitettek, amelyek toltése (egyen-
ként) @ =3,1-1077 C. A fonalak mésik végét kozos
pontban rogzitették. Kezdetben a feszes fonalak a fiig-
gélegessel a = 30°-o0s szbget zarnak be, és a kis testek
egy szabélyos haromszoget alkotnak. Ezt kovetGen egy-
szerre elengedjiik a testeket.

a) Mekkora szoget zarnak be a fonalak a fiigg6le-
gessel, amikor a testek sebessége maximalis?

b) Mekkora a testek legnagyobb sebessége?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5095. Sorba kotottiink Ry és Ro ellendllast, az ereddjiikk Ry + Rs. Ebbe
az aramkorbe Ri-gyel parhuzamosan és Ro-vel sorosan bekotottiink egy-egy R nagy-Ji
sagu ellenallast. Van-e olyan R érték, amely esetén az ered¢ ellenallas tovabbra is
R; + Ry marad?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatijvaros

P. 5096. Egy 4 cm sugaru tomor, homogén iiveggomb kozéppontjatol 10 cm-
re van egy 2 mm sugaru, vilagité, kicsiny korlap. A korlap sikja meroGleges a kor
és a gomb kozéppontjit osszekotd egyenesre (az optikai tengelyre). Hol keletkezik
és mekkora lesz e korlapnak az iiveggomb &ltal eldallitott képe? (Az iiveg térésmu-
tatdja 1,5, és a képalkotdsban csak az optikai tengelyhez kozel haladé fénysugarak
vesznek részt.)

(5 pont) Koézli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5097. Egy atlatszatlan lapon harom vékony rés talalhato, a szomszédos ré-
sek tavolsdga d. A kozéps6 rés szélessége v/2-szor nagyobb, mint a széls6 két rés
szélessége. A réseket a lap sikjara merdlegesen A hulldmhosszisdgu lézernyalabbal
vilagitjuk meg, a diffrakcids képet az L tavolsagra 1év6 ernydn észleljiik. A nullad-
rendd maximumtdl milyen tavolsdgra van az ernyon az elsé nulla intenzitasa hely?
(Tegyiik fel, hogy A\ <« d <« L)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest
P. 5098. A csillagok szinképvonalai — tobbek kozott — a csillag tengely koriili
forgdsa miatt is kiszélesednek. Egy csillag szinképében a hidrogén Hd-val jelolt

(a Balmer-sorozatba es6), laboratériumban 410,174 nm hulldmhosszisagi vonalat
a 410,171 nm és a 410,177 nm kozotti tartomanyra kiszélesedve észleljiik.
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a) Mekkora a csillag tengelyforgasi periédusa, ha az atméréje 1,4 -10° m?
Tételezziik fel, hogy a csillag forgastengelye merdleges a latéirdnyunkra, és a vo-
nalkiszélesedést foként a csillag forgasa okozza.

b) Milyen kovetkeztetést vonhatnank le a csillag mozgdsardl, ha a vonalat
410,176 nm és 410,182 nm kozotti tartoményra kiszélesedve észlelnénk?

(5 pont) Kozli: Kovdcs Jozsef, Szombathely

P. 5099. Egy hullamvastt kocsija egy fiiggéleges sikban fekvo, kor alaku pa-
lyan halad dgy, hogy a sajat motorjat és fékjét hasznalva a sebességét allandd
értéken tartja. Legaldbb mekkora sebességet kell tartania ahhoz, hogy az R sugara
palyan megcsiszas nélkiil tudjon végighaladni, ha a tapadd surlédés egyiittha-
téja u? Hol csuszna meg, ha a sebessége ennél kicsit kisebb lenne? A kocsi elég
kicsi a palya sugarahoz képest.

(6 pont) Kozli: Takdes Ldszld, Baltimore, USA

Bekiildési hatarids: 2019. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 1. January 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 32): K. 609. Given that
50 minutes ago the time past 3 p.m. was four times as many minutes as the time to 6 p.m.
(in the same afternoon), what time is it now? K. 610. We are building a flight of stairs
from solid concrete. It leads to a height of 3 metres, and its width is 1 metre. Each step
has a height (m) and a so-called depth (1), as shown in the figure. It is required that
2m + | = 64 cm, and a stair is not allowed to have a height greater than its depth. What
is the minimum possible number of steps? How much concrete is needed for the flight
of stairs that has the minimum number of steps? K. 611. Is it possible to arrange the
integers 1 to 50 in pairs such that the sums of the numbers in the pairs are all distinct
primes? K. 612. Find all positive integers n for which n 4+ 125 and n + 201 are perfect
squares. K. 613. Two persons are playing the following game: they take turns in writing
positive integers not greater than 10 on a blackboard. A number is not allowed if it is
a factor of some number that has been written before. The player who is not able to write
a new number on the board will lose the game. Which player has a winning strategy?
(Proposed by L. Lordnt)

New exercises for practice — competition C (see page 33): Exercises up to
grade 10: C. 1518. How many 13-digit positive integers are there which contain only
digits of 3, 6, 9, and in which the difference between every pair of consecutive digits is 37
C. 1519. The lengths of two sides of a triangle are 31 and 22. The medians drawn to these
sides are perpendicular. How long is the third side? Exercises for everyone: C. 1520.
Determine the last two digits of the number 22°* 420192, C. 1521. A circle of half
the radius touches a circle of centre O from the inside at point E. A ray drawn from O
intersects the large circle at P, and the other intersection with the small circle is R. Prove
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that the arcs EP and ER have the same length. C. 1522. The positive integers are
arranged in three rows as follows: 1 4 7 10 13 16...

2 5 8 11 14 17...

3 6 9 12 15 18...

Prove that it is possible to select an infinite geometric sequence out of each row. Exercises
upwards of grade 11: C. 1523. A convex quadrilateral is divided into triangles by its
diagonals. Prove that if there are exactly three different values among the areas of the
four triangles then the quadrilateral is a trapezium. C. 1524. Let N and M be positive
integers, and let p and ¢ denote different primes. Assume that N 4+ M is a five-digit
number, N is divisible by p and the number of its divisors is g, while M is divisible by ¢
and the number of its divisors is p. Determine all possible values of N and M.

New exercises — competition B (see page 34): B. 4998. A set of small plastic
figures used as a visual aid in primary-school mathematics consists of 48 pieces. The figures
can be classified according to four different attributes: their size may be large or small,
they may have or not have a hole in the middle, their colour may be red, yellow, blue or
green, and their shape may be circular, square or triangular. Every possible combination
of the four properties (e.g. small, blue circular disc with a hole) occurs exactly once.
How many pieces = are there in the set, such that there exists a piece y for which the
two conditions below both hold? 1. If = is red or has no hole, then y is a small yellow
square. 2. If y is small or blue, then x is a green triangle or some figure without a hole.
(4 points) (Based on a calculus test problem for freshmen at ELTE, Budapest) B. 4999.
The incentre of a triangle ABC' is O, the points of tangency on the sides are A1, By, C.
The points of tangency of the excircles are Az, Ba, C2 as shown in the figure. Show that
the area of one of the triangles OA; A2, OB1 B2 and OC1C> equals the sum of the areas
of the other two triangles. (3 points) (Proposed by: Sz. Kocsis, Budapest) B. 5000. One
of 4999 distinct given integers is 42. Prove that it is possible to select some numbers such
that their sum is divisible by 5000. (4 points) B. 5001. The base of an isosceles triangle
is a, its apex angle is smaller than 120°, and the altitude drawn to the base is m. Each
vertex of the triangle is reflected in the line of the opposite side. The three reflections
form a new isosceles triangle, with a base @’ and an altitude m’ drawn to the base. Show
that % + % = 4. (8 points) (Proposed by P. Bdrtfai, Budapest) B. 5002. The graph of
the cubic polynomial =3 4+ az® + bz + ¢ and the circle of radius 10 centred at the origin
intersect at six distinct points Pi, P», Ps, Py, Ps, Ps. Express the centre of mass of the
system Pi, Po, Ps, Py, Ps, Ps in terms of the coefficients a, b, c. (5 points) B. 5003. Is
it true that if five out of the midpoints of the six edges of a tetrahedron lie on the same
sphere, then the sixth midpoint also lies on that sphere? (5 points) B. 5004. In a set of 2n
consecutive integers, what is the maximum possible number of elements that are divisible
by at least one of the numbers n+ 1, n+ 2, ..., 2n? (6 points) (Proposed by S. Rdka,
Nyiregyhdza) B. 5005. The feet of the altitudes of an acute-angled triangle ABC drawn
to the sides BC, CA, AB are D, E, F, respectively. The orthocentre of triangle ABC
is M. Let k1 denote the circle of diameter AB, and let k2 be the circumscribed circle of
triangle DEM. Let P be an interior point of the arc EM of ko that does not contain
point D. Let line DP intersect circle k1 again at point @, and let the midpoint of line
segment PQ be R. Show that lines AQ, M P, FR are concurrent. (6 points) (Proposed
by B. Bird, Eger)

New problems — competition A (see page 35): Our problem number A. 738.
was appeared wrongly in December. The solution of the new problem can be accepted
together with the January problems. A. 738. Consider the following sequence: a1 = 1,
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2 2
+a
M for all integers n > 1. Prove that every term of

a2 =2,a3 =3, and any3 =
the sequence is a positive 1nteger 'A. 740. A kx k array contains each of the numbers
1,2,...,m exactly once, with the remaining entries all zero. Suppose that all the row
sums and column sums are equal. What is the smallest possible value of m if k = 3"
(n € NT)? (Proposed by: Attila Sztranydk and Péter Erben, based on a problem of the

2017 Kalméar competition) A. 741. Let f be a function deﬁned on the positive integers
with f(n) > 0 and f(n) < f(n+ 1) for all n. Prove that if Z ) diverges, there exists

a sequence ai, az, . .. such that the sequence %= hits every ratlonal number, while @y 4+m <
an +am + f(n+m) holds for every pair n, m. (Based on a problem of the Miklés Schweitzer
competition) A. 742. Convex quadrilateral ABCD is inscribed in circle €. Its sides AD
and BC intersect at point E. Let M and N be the midpoints of the circle arcs AB and
C'D not containing the other vertices, and let I, J, K, L denote the incentres of triangles
ABD, ABC, BCD, CDA, respectively. Suppose € intersects circles IJM and K LN for
the second time at points U # M and V # N. Show that the points E, U, and V are
collinear.

Problems in Physics
(see page 58)

M. 383. Place a sand-glass on a slope, and measure how long it takes for the sand
to run down through the hole of the sand-glass as a function of the angle of the slope.

G. 557. An aquarium with an open top has a shape of a square-based right prism. Its
base and face walls are made of 1 cm thick glass sheet. The inner height of the aquarium
is 20 cm, and each of its inner base edge is 30 cm long. The aquarium is filled with water.
The water flows into the aquarium from a tap at a rate of 5 cm® per second. a) How
long does it take to fill the half of the aquarium with water? b) What is the weight of
the halfway filled aquarium? (The density of water is 1000 kg/m?®, and the density of
glass is 2500 kg/m?>.) G. 558. Six forces are exerted on the same body at the same time:
i =1N, Fo =2N, F5=3N, Fy=4N, F5 =5 N and Fs = 6 N. The forces are all in
the same plane and the angles between two adjacent forces are 60° (i.e. the consecutive
rotations of the forces are always 60° in the same direction). a) What is the vector sum
of the six forces? b) How should the magnitude or maybe as well the direction of force F>
be changed in order for the object to be in equilibrium? G. 559. We have two sets of
Christmas lights, both rated at 50 W and 230 V. In one of the sets there are 50 bulbs,
whilst in the other there are 100 bulbs connected in series. a) In which set is the current
greater? b) In which set is the resistance of a bulb greater? ¢) Will the power of the set
containing 100 bulbs increase or decrease if 10 of its bulbs are changed to ten bulbs from
the other set? (Assume that none of the bulbs blow out.) G. 560. One end of an initially
2 m long horizontal elastic band is tied to a wall, and a snail is moving along it at a speed
of 1 m/h. The snail starts from the wall, and the band is stretched by 1 m from the end
of the band at the end of each hour. How much time elapses until the snail reaches the
end of the band?

P. 5089. The frictionless trajectory shown in the figure consists of two circular arcs.
A tiny object starts to slide from point A along the trajectory with a very small initial
speed. How long does it take for the tiny object to reach the right end of the curved path
(point B)? P. 5090. There is a cube-shaped box of mass m on a horizontal floor. A thin,
uniform rod of also mass m is leant against one of the faces of the cube touching it at its
centre. Initially both of the objects are fixed. The angle between the ground and the rod
is @ = 45°. What is the initial acceleration of the box at which it starts to move when
the objects are released? (Friction is negligible everywhere.) P. 5091. At STP the density
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of air is approximately 0.0013 g/cm?®, whilst the density of liquefied air is approximately
0.87 g/cm?®. a) Estimate the number of “air molecules” in 1 cm® air at STP and at its
liquefied state. b) Estimate the mass of an “air molecule”. P. 5092. An easily moveable
piston of mass m and cross sectional area A is made of a material which poorly conducts
heat. The piston divides a horizontal, fixed, and thermally insulated cylinder into two
parts, having the same volume of V. There is the same amount of helium gas in the two
parts, at the pressure of pg. The piston is displaced a bit, and then released. What is the
period of the resulting oscillation? P. 5093. In this problem, the experiment carried out
on a space station in weightlessness is about a special “orbital speed” and “escape velocity”.
A charged sphere, made of some insulating material, has a radius R = 10 cm, and charge
Q = —10"" C (uniformly distributed). We would like to know the orbital speed of an
object of mass m = 0.1 g, and of charge ¢ = 2-10~° C when it is on a circular orbit 2 cm
from the surface of the sphere; and we would also like to find the escape velocity of the
same object, when it is launched from a point 2 cm from the surface of the sphere. P. 5094.
Three point-like objects, each having mass of m = 1 g and charge of Q = 3.1-107" C, are
attached to one of the ends of three insulating threads of length L = 20 cm (one to each
thread). The other ends of the threads are fixed at a common point. Initially the threads
were tight and the angle between the vertical and a thread was o = 30°, and the small
objects were at the vertices of an equilateral triangle. Then the small objects were released
at the same instant. a) What is the angle between the threads and the vertical when the
objects have the greatest speed? b) What is the greatest speed of the objects? P. 5095.
Two resistors of resistance values R; and R» are connected in series and their equivalent
resistance is R1 + R2. Two other resistors of resistance R are connected in the circuit, one
of them and R; are connected in parallel, whilst the other one and Rs are connected in
series. Is there a value of R such that the equivalent resistance of the whole circuit remains
R1 + R2? P. 5096. A small, luminous, circular sheet of radius 2 mm is at a distance of
10 cm from the centre of a uniform, solid glass sphere of radius 4 cm. The plane of the
circular sheet is perpendicular to the optical axis, i.e. to the line connecting the centres
of the sphere and the circular sheet. Where is the image of the circular sheet formed by
the glass sphere and what is the size of the image? (The refractive index of glass is 1.5,
and only the rays which are nearly parallel to the optical axis play a role in the image
formation.) P. 5097. There are three thin slits on an opaque sheet such that the distance
between two adjacent slits is d. The width of the slit at the middle is /2 times bigger than
that of the slits on the sides. A laser beam of wavelength A is incident on the slits, and
perpendicular to the sheet. The diffraction pattern is observed on a screen at a distance
of L. What is the distance on the screen between the zero-order maximum and the first
zero-intensity point? (Suppose that A < d < L.) P. 5098. The broadening of spectral
lines of stars have many different reasons, among them one is the rotation of the star. In
the spectrum of a star the spectral line of hydrogen named Hé (belonging to the Balmer
series) has a wavelength of 410.174 nm measured under laboratory circumstances, and is
observed to be broadened in the interval between 410.171 nm and 410.177 nm. a) What is
the period of the rotation of the star about its axis, if its diameter is 1.4 - 10° m? Suppose
that the axis of rotation is perpendicular to the direction from which the star is observed,
and that the broadening is mainly due to the rotation of the star. b) What could we
deduce about the motion of the star, if the wavelength of the broadened spectral line was
observed to be in the interval of 410.176 nm and 410.182 nm? P. 5099. A roller coaster
car is moving along a vertical circular loop such that it uses its own engine and brakes to
keep its speed constant. What should its least speed be in order that it follows the circular
loop of radius R without slipping, if the coefficient of static friction is pu? Where would it
slip if its speed was a bit smaller than this value? The car is small enough compared to
the radius of the loop.
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