Variacids elvek a klasszikus és
a kvantumfizikaban

A klasszikus fizika variacios elvei

Az irés 1. része a klasszikus mechanika legkisebb hatds (Hamilton-) elvét és
egyszerli alkalmazasat mutatta be.! Az elv idével a klasszikus fizika més teriilete-
in (az elektrodinamikdban, a relativisztikus mechanikdban, a térelméletekben) is
alkalmazésra talalt, az S hatasfiiggvényben szereplé Lagrange-fiiggvény természe-
tesen az adott témakornek megfelel dinamikai véltozékbdl (példdul elektromos és
mégneses térerésségekbdl) épiil fel. A hatdselvek erdssége, hogy a fizikai problé-
ma megoldasanak ttjat ,egyetlen sorban”, az S hatésfiiggvény felirdsaval kijelolik.
Az elmélet (varidciészamitast alkalmazd) részletes kifejtése ezutan megadja azokat
az Osszefiiggéseket az z; koordinatdk és a v; sebességek kozott, melyek biztositjdk az

S:/L(zl,vl...)dt

fiiggvény staciondrius értékét. Ezek az egyenletek (melyek a mechanikdban a new-
toni fizika egyenletei) mar meghatdrozzak a keresett x;(t) fiiggvényeket.

De legkisebb hatast, legrovidebb utat vagy id6t kéveteld intuitiv variacios elvek
mér Euler (1744) és Lagrange (1760) varidcidszdmitdsa el6tt is voltak. A siktiik-
ron valé visszaver8dés torvényét példdul Alexandriai Héron (i.sz. 10-75) példaul
a ,legrovidebb 1t” elvével indokolta [1].
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1. dbra. A Fermat-féle legrovidebb id6 elvébdl kovetkezik
a fénytorés Snellius—Descartes-torvénye
(a részleteket lasd a cikk szovegében)

'Megjelent a KsMaL 2018. évi novemberi szdméban.
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A legrovidebb id6 elve

A modern kor elsé varidcids elve, melyrél a tovabbiakban részletesebben lesz
sz6, P. Fermat (1601-1665) francia matematikustél szdrmazik, akinek meggy6z6-
dése volt, hogy ,a természet mindig a legrévidebb és legegyszeriibb utakat vdlasztja”.
Utakon itt altaldnosan ,utak-modok” értendok, de a fényterjedés esetén Fermat va-
16di utra gondolt, amikor 1662-ben kimondta: ,A fénysugdr azt az utat vdlasztja,
melynek befutdsdhoz a legrovidebb idére van sziiksége.”

Az 1. dbrdn 1athaté elrendezésben a fény egy ,optikailag ritka” kozeg A pontja-
bdl c; sebességgel terjedve egy ,,optikailag stirlibb” kézegbe hatol, ahol a sebessége
¢ < c1, gy jut el a B pontba. A Fermat-elv szerint a hatéarfeliilet C' pontjanak
helyzetét (és ezzel az o beesési szoget, valamint a S torési szoget) az hatérozza
meg, hogy az AB tton eltoltott
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id6 minden m&s tuthoz tartozé idéhoz képest
a legrévidebb (2. dbra). Fermat megmutatta,
hogy C' ilyen valasztasakor fennall a
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2. dbra. A fény terjedési ideje
Osszefiiggés, ami éppen a Snellius—Descartes- a hatdrfeliileten 16v6 fénytorési
torvény, és ezzel megadta ennek a torvénynek el- pont helyzetének fiiggvényében

s6 — fizikailag helyes — magyardzatat [1].

Megforditva, a Snellius—Descartes-torvénybol kovetkezik, hogy a t idé a C' pont
helyzetének fiiggvényében staciondrius (ahogy minimum esetén lennie kell). Ez azt
jelenti, hogy egy AC B-hez nagyon kozeli ADB uton a nagyon kicsi C'D tavolsag
els6 rendjében (elsé hatvanydval ardnyos mértékben) a ¢ id§ nem véltozik. Az ED
szakasz ugyan ED/c; tobbletidét igényel, de a C'F 1t kihagyéséval nyert CF/co id6
ezt éppen kompenzélja. Valéban, az 1. 4bran lathatéan

ED _ sin «v

CF  sinp’
ezt co/c1-gyel szorozva a Snellius—Descartes-torvényb6l ED/cy = CF/cqy kovetke-
zik. (Megfontolasunk sordn kihasznaltuk, hogy kicsiny C'D esetén AC ~ AE és

BF = BD. A kozelités CD magasabb hatvdnyainak elhanyagoldsa mellett jogos.)

Ha a fény c sebessége ttszakaszonként véltozik, a teljes ut befutdsahoz sziik-
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id6, folytonosan valtozo c esetén pedig az
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c

1d6 lesz minimalis.
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Miért miikoédik a Fermat-elv?

A fény hulldmtermészete fizikai magyardzatot ad a Fermat altal megvalaszo-
latlanul hagyott ,hogyan” kérdésre is, arra, hogyan taldlja meg a fénysugar A és
B kozott a legrovidebb idére vezeté C hatarpontot. Fermat még nem ismerhette
a fényterjedés hulldmelméletét, aminek elsé megfogalmazdsat C. Huygens (1629—
1695) holland fizikus, matematikus és csillagdsz irta le 1678-ban, és amelyet A-J.
Fresnel (1788-1827) francia fizikus fejlesztett tovabb 1816-ban.

Az A-bdl kiindulé fényhulldmok (elektromégneses rezgések) valdjaban az egész
hatarfeliiletre érkeznek és terjednek tovabb B felé, de az uton eltoltott id6tdl fiig-
gdéen kiilonboz6 rezgési fazisban (ezéltal kiilonboz6 amplitidéval) jutnak el B-be.
Mivel a C ponton atmené sugar esetén a repiilés id6 stacionarius, a C' kozvetlen kor-
nyezetébdl B-be érkezé hulldmok fazisa (és amplitiddja) alig kiilonbozik, ezek egy-
mést erdsitd konstruktiv interferencidja nagy amplitiddt (ezaltal nagy intenzitést)
eredményez. Ugyanakkor a C-t6l (t6bb hulldmhossznyival) tdvolabbi hatdrpontok-
bdl jové hullamok nagyon kiilonbozé fazisban érkeznek B-be, kioltjak egymast, és
B-ben csak a C-feldl jové fénysugar lesz lathato.

Hatéaselvek a mechanikaban

A mechanikdban az els6 minimumelvnek felfedezdje, P. L. M. Maupertuis
(1698-1759) francia fizikus, matematikus, filozéfus a ,legkisebb hatds” nevet ad-
ta (1744). Maupertuis szerint ,ha a Természetben valami vdltozds torténik, a fel-
haszndlt hatds a lehetd legkisebb marad”. Pontosabban: az anyagi pont, ha teljes
energidja megmarad, olyan pdlydn mozog, hogy (a pdlya egyes szakaszait As;-vel
jelolve) az mwv impulzus ,hatdsa”, a

W = vai As;

osszeg ([ mvds integrél) értéke a lehetd legkisebb marad. A pontos bizonyitds
L. Eulerre maradt, aki megmutatta, hogy ez a feltétel valéban kijeloli a pélya
(példdul a Nap gravitdciés terében keringé bolygdkndl az ellipszis) alakjat. (A ko-
ordindtdk id6fiiggése azonban tovabbi szdmitdsokat igényel.)

Fermat és Maupertuis a minimumelveket intuitiv médon a természet egysze-
rliségre torekvésével, tehat inkabb , moralis”, mint fizikai érveléssel indokoltak. Fer-
mat ezt elegendbnek érezte, de Maupertuis a ,,szép, egyszerli” variacios elvekben
metafizikai cél megvaldsuldsat latta: ,Ezek taldn az egyediili torvények, melyeket
a dolgok teremtdje alkotott, azért, hogy létrehozza ldthato vildgunk valamennyi je-
lenségét.” Ugyanakkor a kortars Lagrange a sajat ,,modern” legkisebb hatas elve és
a newtoni mechanika ekvivalencidjanak tudataban a tényeknél maradt: , Az elvet,
melynek kissé pontatlanul a Legkisebb Hatds nevet adtam, nem tekintem metafizi-
kai principiumnak, hanem a mechanika torvényeibdl kivetkezd egyszeri é€s dltaldnos
eredménynek.” (A ,pontatlanul” arra utal, hogy a hatdsfiiggvény stacionérius, de
nem feltétleniil minimalis értékérél van szd.)

Palya helyett kvantummechanikai valészintiség

Attérve a kvantumfizikara, a mikrorészecskék a kvantummechanika jol ismert
yhatdrozatlansagi relaciéja” miatt nem jél meghatdrozott palydn mozognak, hiszen
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egy adott pillanatban a részecske x(t) helye csak bizonyos valdsziniliséggel ismerhet&
meg. A helykoordindtat és annak véltozasit a hulldmfiiggvény, a ¢ (z,t) (komplex)
valdszintliségi amplitidé jellemzi, és |1/1(m, t) |2 adja meg annak valésziniiségét (pon-
tosabban valészintiségi siirtiségfiiggvényét), hogy a ¢ idépontban a mérés a részecs-
két az x helyen taldlja. A részecske mozgasakor a ¥ (z, 0) kezdeti (¢ = 0 pillanatbeli)
hulldmfiiggvény ¢ idé alatt ¢ (x, t)-re valtozik. A véltozds leirdsdhoz, tehét a ¢ hul-
lamfiiggvény idéfiiggésének szamitasdhoz az A(0,z;t, x) ,id6fejlesztéd fiiggvényt”
kell ismerniink, ez transzformélja a v (z,0) hullamfiiggvénybdl a t idével késdbbi
Y(x,t)-t. (Az A fiiggvényben 2’ a kezdeti dllapot egy tetszdleges helykoordindtéja,
mert ez, ahogyan az = koordindta is, valészintiségi valtozd.)

A hatéasfiiggvény megjelenik a kvantummechanikaban

R. P. Feynman (1918-1988) Nobel-dijas amerikai fizikus 1948-ban litta meg
azt a pontos Osszefliggést, amely a ¢ fiiggvény idobeli valtozdsa és a klasszikus me-
chanika legkisebb hatds elve kozott fenndll. Felismerte, hogy a ¢ (x,0)-bdl ¥ (x, t)-t
generald A(0,z';t, x) egységnyi abszolit értékil ,amplitidok” dsszege, melyek egye-
diil az Sp/h kifejezés periodikus fiiggvényei. Itt Sp az a klasszikus mechanikai
hatésfiiggvény, amely valamilyen x'-b6l xz-be vezetd, t ideig tartd tetszdleges, P-vel
jelolt ithoz tartozik, h pedig a kvantumfizikai hatdskvantum (Planck-allandd).?

Célunk eléréséhez tehét ,csak” dsszegezni kell az A(P) részamplitiddkat min-
den elképzelhetd 2/-b8l a-be vezetd (akdrmilyen hosszi, kanyargds vagy tortvonali)
ut tekintetbe vételével. Az osszegzendd utak szdma azonban (nem megszamlal-
hatéan) végtelen, az Osszegzés valdjadban végtelen dimenzids integrdlds. A meg-
oldashoz a fizikdban mindaddig ismeretlen matematikai eljarast kellett taldlni,
Feynman ezért dolgozta ki sajit ,itintegralds” (més néven pélyaintegralds) mod-
szerét. (A matematikusok méar kordbban foglalkoztak ilyen tipusi feladatokkal, de
Feynman intuitiv formuldinak szigord matematikai megalapozdsa még a legutébbi
id6kben is aktudlis kutatdsi téma volt.)

A legkisebb hatds elve Feynman kvantummechanikajaban

Az A(0,2';x,t) fliggvényt meghatdrozd Gsszegben minden elképzelhetd t,
minden lehetséges ,,torténet” szerepel, de nem mindegyik ad jelent6s jarulékot. Mi-
nél nagyobb Sp /h, anndl érzékenyebben valtozik az oszcillald, periodikus Ap(Sp/h)
amplitudé Sp valtozasakor, ezért még egymashoz nagyon kozeli utakhoz tartozd
amplitidok is dltaldban nagyon kiilonbozok (hiszen a h Planck-dllandé mér egy
néhany cm-nyi utat megtevé elektronnyaldb hatasfiiggvényéhez képest is nagyon
kicsi), igy az interferencidjuk eredménye varhatéan nulla. Csak akkor més a hely-
zet, ha az Sp hatasfiiggvények éppen a staciondrius érték kozelében vannak, mert
ekkor Sp/h, és vele Ap ezeken az utakon kozelitleg dllandd, emiatt az ampliti-
dék egymast erésitve interferdlnak. A lényeges utak tehat éppen azok, melyeken

2A gondolatmenet a periodikusan véltozé amplitidékkal P. A. M. Dirac angol fizikus
egy kordbbi munkdjiban mar szerepel, de ott egy ,klasszikus hatasfiiggvénnyel analdg”
F' mennyiségrél és ennek stacionarius értékérdl van szé. Feynman felismerése, hogy F
azonos a hatasfiiggvénnyel.
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a klasszikus Hamilton-elvnek megfeleléen S értéke kozel staciondrius. (Az érvelés
lathatéan ugyanaz, mint a Fermat-elv esetében.)

A Hamilton-elv ily médon a kvantumfizikdban is ,,miikodik”, csak itt nem
az egyetlen megval6suld tér-id6 pélyat jeloli ki, hanem a v (z,t) hulldmfiiggvény
valtozasat meghatarozva valésziniiségeket ad meg. Példaul annak valdszintiségét,
hogy az A pontbdl kibocsatott részecske t idovel késobb valamely B pontban éri el
a detektort. Hatdresetben, a makroszkopikus méretekhez kozeledve Sp/h annyira
megnovekszik, hogy konstruktivan interferalé amplitidokat mar csak olyan utak
adnak, amelyek gyakorlatilag egybeesnek a klasszikus hataselv egyetlen pélyajaval;
ez mar atmenet a klasszikus mechanika teriiletére.

Feynman utintegralja természetesen csak egy a kvantummechanika mddszerei
kozott, technikai eszkoz, amelyik esetenként elényosen alkalmazhaté a részecskefizi-
ka teriiletén. Ezen til azonban a ,hagyomdanyos” kvantumfizika szemléletes, ijszert
megfogalmazasa is, amelyben a legkisebb hatas elve, a koordinatak vélasztasatol
fliggetlen hatasfliggvény stacionérius értéke ugyanolyan meghatarozo szerepii, mint
Lagrange és Hamilton klasszikus mechanikajaban.

Irodalom

[1] Simonyi Kéroly: A fizika kultirtériénete, a kezdetektdl a huszadik szdzad végéig
(Otodik, javitott, bévitett kiadds). Akadémiai Kiadd, Budapest 2011.
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M. 380. Mérjiik meg egy fétt tojds tehetetlenségi nyomatékdt a szimmetria-
tengelyére vonatkozdlag!

Solt Gyorgy
Svéjc, Zug

Meérési feladat megoldasa

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. Eszkozok: fott tojds, tolomérd, stopper, mérdszalag, husti, allva-
nyok, vékony fonal, ragasztészalag, a tojasndl kisebb tomegi stly.

A mérés mente: A tojas hosszanti tengelyén keresztiilszurtam a hustiit. A hus-
t végeit egy-egy allvanyra rogzitettem, figyelve arra, hogy a tii vizszintes legyen.
A tojdsra a kozepénél ragasztdszalaggal rogzitettem a fonalat, aminek a végére ko-
tottem a silyt. A fonalat feltekertem a tojasra (végén a sullyal) majd egy bizonyos
h magassagbdl elengedtem a silyt, és mértem a leérkezésének t idejét.

Hérom magassigbdl inditottam a mozgast és mindegyiknél haromszor mértem
az idéket. Ezen idotartamok atlagabol kiszamitottam a mozgas atlagsebességét,
majd a tojas sugardnak (R) ismeretében a meghatiroztam a tojas tehetetlenségi
nyomatékat.
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