Megjegyzések. 1. A feladat sajnos tdl nehéz volt. A megoldék koziil sokan csak
egy adott konstrukciét adtak a becslésiikre, &m abbdl nem kovetkezett, hogy nincs jobb
konstrukcié. Egyetlen 5 pontos megoldés sziiletett, a fentitdl kiilonbozik, és a honlapon
olvashaté. A 2 pontos megoldéds adott egy jé konstrukciét 58 fére, de nem létta be, hogy
kevesebb nem elég. 1 pontot kaptak, akik 60 fére, vagy 55-57 fére adtak egy jé konstrukciot.
Nem kaptak pontot a tobbiek, illetve akik rossz konstrukciét adtak (ezekben gyakran nem
teljesiilt az a feltétel, hogy barmely két tag legfeljebb egyszer volt jelen azonos iilésen).

2. Sokan kovették az aldbbi gondolatmenetet, &m nem jutott esziikbe, hogy meg-
prébéljanak 34 fére megadni egy példat, igy — mivel a bizonyitds ugyan helyes, de maga
a becslés nagyon alatta van a valédi értéknek — 6k is 0 pontot kaptak: ,Egy iilésen 10-en

vettek részt. 10 emberbol (120> = 45 péar alakithaté ki. Ezek a parok mar mésik iilésen nem
ismétlédhetnek és ez igaz a tobbi iilésre is. Ezért annyi tagnak kell lenni a bizottsagban,
n(n—1)

akikbé] legaldbb 12 - 45 = 540 killonboz8 par alakithaté ki: () = "= > 540, vagyis

n? —n — 1080 > 0. A mésodfoki egyenlet pozitiv megoldésa n ~ 33,37, igy az egyenl6t-
lenségé, figyelembe véve, hogy n pozitiv egész szdm, n > 34. Tehét legalabb 34 tagbdl &all
a bizottsag.”

3. Sokan érveltek a kovetkez6képpen: ,,Az elsé alkalommal 10 emberrel szdmolhatunk.
A maésodik alkalommal a legkedvezdbb, ha egy ember eljon az elsé gytilésrél (igy tobben
onnan mar nem johetnek), azaz a mésodik gytilésen 9 1j ember jelenik meg. A harmadik
gylilésen 2 olyan ember tud megjelenni, aki még nem voltak azonos alkalommal (egyik
az els0, méasik a masodik gyiilésrol; aki mindketton részt vett, az a harmadikon mar
nem vehet részt) — igy 8 1j ember jelenik majd meg. Es igy tovabb: a negyediken 7,
az 6todiken 6, a hatodikon 5, a hetediken 4, a nyolcadikon 3, a kilencediken 2, a tizediken
1, 4j ember lesz jelen, a tizenegyedik iilésre pedig minden €l6z6 iilésrél pontosan 1 olyan
embert valasztunk, akik még csak egy gytilésen voltak, igy azon egy 1j ember sem lesz.
A tizenkettedik gytilésre béarki jon el, aki mar volt gyfilésen, az két gylilés 6sszes tagjanak
teszi lehetetlenné a részvételt, igy Osszesen maximum 5 olyan ember tud a tizenkettedik
gylilésen részt venni, akik még nem voltak ugyanazon a gytilésen — ez 5 1ij embert jelent.
Ez 6sszesen 60 £6.” Ezzel az érveléssel az a probléma, hogy nem biztos, hogy a legkevesebb
embert ilyen médon taldlhatjuk meg.

130 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Marké Gébor. 2 pontos 1, 1 pontos 54, 0 pontos
74 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4937. A sikon kivdlasztunk rdacsnégyszégeket igy, hogy igaz rdjuk a kévet-
kezd: akdrhogy szinezziik a rdcspontokat véges sok szinnel, mindig van olyan kivd-
lasztott négyszog, amelynek minden csiucsa ugyanolyan szint. Bizonyitsuk be, hogy
van végtelen sok olyan kivdlasztott négyszog, amelyek kozil semelyik kettdnek nincs
kéz0s csiucsa.

(6 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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Megoldas. Szinezziik ki a stk racspontjait k szinnel. A feladat feltétele szerint
van olyan racsnégyszog, amelynek a csucsai egyforma szintiek. Ez legyen az A négy-
sz0g. Ezutan készitlink egy 1j szinezést gy, hogy az A négyszog csucsainak szi-
nezését lecseréljik a k+ 1, k+ 2, k4 3 és k + 4 szinre. A feladat feltétele alapjan
ennél a szinezésnél is létezik olyan négyszog, amelynek a cstcsai egyforma szini-
ek, legyen ez a B négyszog. Ennek a négyszognek egyik csiicsa sem fog egybeesni
az A négyszog csucsaival, mert k + 1-t6l k 4 4-ig a szinekbdl csak egy-egy darab
csucs van, viszont a B négyszog mind a négy csucsanak ugyanolyan szintinek kell
lennie. Tehat a B négyszognek biztosan nincs kozos csicsa az A négyszoggel. Most
a B négyszog csucsait festjitkk at k + 5, k+ 6, k + 7, k + 8 szintire. Ekkor is 1étezik
olyan négyszog amelynek cstcsai egyforma szintiek (legyen ez a négyszog C'), ami-
nek nem lehet k6z6s csticsa sem A-val, sem B-vel, mert C' olyan négyszog, amelynek
mindegyik csicsa egyszint, viszont az A és B csicsainak szinei csak pontosan egy-
szer fordulnak el6 az Gjabb szinezésben. Az eljarast folytatva, tegyiik fel, hogy mar
n darab paronként diszjunkt rdcsnégyszoget kivdlasztottunk. Akkor az el6z6 elja-
rassal kivalaszthatunk egy tovabbi olyat, amely az eddigiektol teljesen kiilonb6zo.
Végtelen sok olyan négyszoget fogunk kapni, amelyeknek nincs kozos csticsa.

Biczd Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 44 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 37, 3 pontot 1 tanulé. 2 pontos 2,
0 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4941. A hegyesszigli ABC hdromszdg korilirt korének O kézéppontjat
tikrozzik a magassdgok talppontjaira. Igazoljuk, hogy e hdrom pont dltal meg-
hatdrozott kor ugyanakkora sugari, mint az ABC hdromszdg korilirt kore.

(4 pont)

Megoldaés. Az dbra jelolései szerint
legyenek a magassagok talppontjai T,
Tg, Tc. Az O kozéppont Ty, Tg és To
pontokra vonatkozd tiikorképei rendre
D, E és F, tovabba a magassiagpont ol-
dalakra (és igy a magassdgok talppont-
jaira) vonatkozé tiikorképei pedig My,
MB és Mc.

Ismert, hogy a haromszog magas-
sagpontjat az oldalakra tiikrozve a ka-
pott M4, Mp, Mc pontok rajta vannak
az ABC haromszog koriilirt korén.

Tekintsiik ezutdn a D és M pon-
tokat. A D pont az O pontnak, az M4 pont pedig M pontnak a T4 talppontra
vonatkozé tiikorképei, igy az MOM D négyszog kozéppontosan szimmetrikus,

. —_—
tehdat paralelogramma. Igy OM = M4 13 Most az O és M pontokat a Tz talppontra
— ﬁ
tiikrozve latjuk azt is, hogy OM = MpFE. Végiil a Te-re tiikkrozve O-t és M-et ismét
oMl — WP
a paralelogrammma tulajdonsiagabol OM = M¢cF.
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E harom vektor azt jelenti, hogy a DEF haromszog az Mo Mp Mo haromszog

——

eltoltja az OM vektorral. A két hiromszog egybevagd, a koriilirt koreik sugara

megegyezik, rdadasul a DEF haromszog koriilirt kérének koézéppontja az eredeti
ABC haromszog magassagpontja.

Csépdnyi Istvan (Egri Szilagyi Erzsébet Gimndzium, 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 83 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 78, 2 pontot 2 versenyzd. 1 pontos 2,

nem értékeliink 1 dolgozatot.

B. 4950. Jeloljik F,,-nel az n-edik Fibonacci-szdmot (Fy = Fo =1, F,40 =
= Foy1+ Fn), és definidljuk az ag,ar,az,... sorozatot a kivetkezd rekurzidval:
legyen ag = 2018, és minden k > 0-ra legyen ap+1 = ax + F,,, ahol F, a legnagyobb
ag-ndl kisebb Fibonacci-szdm. Eléfordul-e az (ag) sorozatban Fibonacci-szdm?

(4 pont)

Megoldas. El6szor vizsgaljuk meg, hogy a 2018 Fibonacci szam-e? A Fibo-
nacci-sorozat a masodik tagtdl kezdve szigoriian monoton névekedo, igy elegendd
a tagjait felsorolni amig el nem érjiitk a 2018-at:

1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...

A 2018 nem Fibonacci szam, a sorozat 17-edik és 18-adik tagja kozé esik.

A tovdbbiakban beldtjuk, hogy az (aj) sorozatban nem fordul el§ Fibonacci-
szam. Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk. Az allitas k = O-ra igaz, mert Fj7 <
< ag < Fig. Tegyiik fel, hogy valamely m-re F, < a,, < Fy+1, ahol F;, a legna-
gyobb Fibonacci-szam, amely kisebb a,,-nél. Mivel a Fibonacci-sorozat a masodik
elemétdl kezdve szigorian monoton novekedd, ezért

Fn+1 :F7L+FTL—1 <2'Fn <a’m+Fn <Fn+1 +Fn :FTL+2'
Az indukcids feltevést és az a,, + F, = anm41 egyenléséget felhasznédlva ebbdl
Froyr < amyr < Frpo
kovetkezik.
Az (ay) sorozatban tehdt nem fordul el Fibonacci-szam.

Kupads Vendel Péter (Gyongyosi Berze Nagy Jénos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan
Megjegyzés: Tobb versenyzo azt is megmutatta, hogy tetszéleges n természetes szam-

ra a, = F,+18 —566. Mivel mar az elsé tag esetén is nagyobb a megfelel6 Fibonacci-szamok
kiilénbsége, mint 566, nem lesz az (ax) sorozatban Fibonacci-szam.

Osszesen 92 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 52, 3 pontot 21 versenyzd. 2 pontos 10,

1 pontos 8, 0 pontos 1 tanulé dolgozata.

B. 4957. Egy pozitiv egészekbdl dllo halmazt nevezziink tyt-de-jonak, ha a szd-
mok kozott nincs ketts, melyek kilonbsége 2. Hdny tyil-de-jo részhalmaza van
az {1,2,3,...,10} halmaznak?

(3 pont) Javasolta: Rdéka Sandor (Nyiregyhdza)
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Megoldas. Tekintsiik kiilon-kiilon a paros (2, 4, 6, 8, 10) és paratlan (1, 3, 5,
7, 9) szédmokat.

Ha mindkét részhalmazra megadjuk a tyti-de-j6 rész-részhalmazok szamét (ami
egyébként megegyezik), akkor a két szam szorzata lesz a vdlasz, hiszen ha két
szém kiilonbsége 2, akkor vagy mindkettd paros, vagy mindkettd paratlan (azaz egy
paros tyl-de-jé rész-részhalmazhoz barmilyen paratlan tyi-de-jé rész-részhalmazt
tehetiink, a tyfi-de-jé tulajdonsdg tovébbra is megmarad).

Nézziik csak a paratlan szamokat.

Elbszor legyen a teljes halmaz az {1}. Ennek 2 részhalmaza van, egyikben
benne van az 1, a mésikban nincs.

Most legyen a teljes halmaz az {1,3}. Az {1} részhalmazai koziil a 3-at ah-
hoz tehetjiik csak hozza, amiben nincsen benne az 1. Ebb6l 1 darab van. De ennél
a részhalmazndl az is lehet, hogy nem tessziik hozza a 3-at. Szintén 1 olyan rész-
halmaz van, amiben benne van az 1, ehhez nem tehetjiikk hozzd a 3-at. Azaz 2
(1+1, azaz az {1} részhalmazainak szdma) olyan részhalmaz van, amihez nem
tettitk hozzd a 3-at, és 1 olyan van, amihez hozzatettiik (amiben az 1 nem volt).
Ezt a logikat folytatva lathatjuk, hogy a halmazt ijabb paratlan szémmal bévitve
a tyl-de-jo részhalmazok szdma a Fibonacci szamok szerint novekszik. Pl. a ko-
vetkezd paratlan szamra, az 5-re: ha az {1,3,5} esetében az 5 szerepel, akkor nem
szerepelhet a 3, csak a kisebbek, jelen esetben az 1. Ha az 5 nincs a kivélasztott rész-
részhalmazban, akkor a 3-ra kapott 3 esetet kapjuk. Azaz az {1,3,5,7,9} halmaz
tyli-de-j6 részhalmazainak szama a 3 utani harmadik Fibonacci szdm, a 13.

Szintén 13 darab ty(i-de-jé részhalmaza van a {2,4,6,8,10} halmaznak. Tehdt
az 1,2,3,...,10 halmaznak 13 - 13 = 169 ty{i-de-jé részhalmaza van.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Badr-Madas Reformatus Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés: Néhdny versenyzd azt is megmutatta, hogy ha a, jeloli az {1,2,,3,...,n}
halmaz ty(i-de-jo részhalmazainak szamat, akkor

An = Ap—2 + AQn—3 + An_4.

Osszesen 73 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 51, 2 pontot 15 versenyzd. 1 pontos 3,
0 pontos 4 tanulé dolgozata.

A K pontversenyben kitlizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(604-608.)

K. 604. Adjunk meg 6t kiillonbdz6 pozitiv egész szamot gy, hogy koziiliik
akarhanyat kivalasztva és Osszeadva a szamok Osszege minden vélasztas esetén
kiilonb6z6 legyen. Vélasszuk meg ezt az 6t szdmot gy, hogy az 6t szam koziil
a legnagyobb a lehet6 legkisebb legyen.
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