ismeretében a BDS haromszogre a koszinusz-tételt alkalmazva:
BD? = BS*+ SD* -2-BS-SD - cosa.

cos a =~ 0,9791, ahonnan « ~ 11,7°.
Tehat a keresett 1atoszog kb. 11,7°.
Varga Péter
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1466. Egy bizottsdg az év folyamdn tizenkét alkalommal tilésezett. A tagok
kozil minden ilésen 10-en vettek részt, és bdrmelyik két tag legfeljebb egyszer volt
egyiitt jelen. Legaldbb hdny tagbdl dll a bizottsag?

Megoldéas. Elészor megmutatjuk, hogy 58 ember elegendd. Ehhez el6szor
olyan konstrukciét mutatunk, amely 66 embert haszndl, viszont minden hénapban
11-en vesznek részt az iilésen; utdna ezt fogjuk alkalmasan médositani.

Tekintsiik az {1,2,...,12} halmaz &sszes 2 elem{i részhalmazat és mindegyiket

feleltessitk meg a bizottsdg egy tagjdnak: az {i,j} pdrnak megfeleltetett ember

az i-edik és a j-edik hénapban menjen el az iilésre. Ekkor Gsszesen (122) = 66 embert

hasznédltunk és minden hénapban 1l-en vannak jelen az iilésen (hiszen minden
1 <1< 12 esetén 11 olyan pér van, ami -t tartalmazza). Tovdbbd bérmely két
ember legfoljebb egyszer taldlkozik: ha az {i,j} és {k, ¢} parok diszjunktak, akkor
a megfeleld két ember egyaltaldn nem taldlkozik, ha pedig {i,7} N{k, £} = {m},
akkor pontosan az m-edik hénapban taldlkoznak.

Helyettesitsiik most az {1,2}, {1,3} és {2,3} paroknak megfelel§ bizottsdgi
tagokat egyetlen emberrel; 6t tekinthetjitk gy, hogy az {1,2,3} részhalmaznak
felel meg. Hasonléan, keletkezzen a {4,5}, {4,6}, {5,6} parokbdl a {4,5,6} har-
mas, a {7,8}, {7,9}, {8,9} pdrokbdl a {7,8,9} harmas, végiil a {10,11}, {10, 12}
és {11,12} pérokbdl a {10, 11,12} hérmas. Ezzel az emberek szdmat 4 - 2 = 8-cal
csOkkentettiik, vagyis 58 embert haszndlunk. Minden hénapban 1-gyel csckkentet-
titk a megjelend tagok szdmat (hiszen minden 1 < ¢ < 12 esetén két, i-t tartalmazd
parbdl egyetlen i-t tartalmazé harmast csindltunk), igy mostmar minden hénapban
10-en jelennek meg az tilésen. Végiil pedig tovabbra is igaz, hogy barmely két ember
legfoljebb egyszer taldlkozik: mivel a harom elemii részhalmazok paronként disz-
junktak, ezért az ezeknek megfelel6 emberek egyéltalan nem taldlkoznak; tovabba
mivel egy két és egy harom elemi részhalmaznak is legfoljebb csak egy kozos eleme
lehet (mert a hdrom elemt részhalmazok két elemi részhalmazait megsziintettiik),
ezért az ilyeneknek megfelelé emberek is legfoljebb egyszer taldlkoznak.

Most megmutatjuk, hogy legaldbb 58 emberre van sziikség. El6szor tegyiik fel,
hogy van olyan ember, aki legaldbb 4 bizottsagi iilésen jelen van: példaul Kovacs
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ur az els6 4 honapban elmegy. Ekkor Kovéacs tron kiviil az els6 4 bizottsagi iilés
koziil mar semelyik kettonek nem lehet kozos résztvevéje, vagyis eddig 1 +4-9 = 37
embert hasznaltunk. Az 6t6dik hénapban legaldbb 6 1j emberre van sziikség, hiszen
az els6é négy honapbdl csak egyet-egyet vehetiink. Hasonléan, minden 5 < ¢ < 10
esetén igaz, hogy az i-edik honapban legalabb 11 — ¢ 1ij emberre van sziikség, hiszen
az els6 i — 1 hénap mindegyikébol csak egyet-egyet vehetiink. Ezzel 6sszesen valéban
legalabb 1 +4-9+6+5+---+ 1 =37+ 21 = 58 embert hasznaltunk.

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy minden bizottsagi tag legfoljebb 3
iilésen jelenik meg. Jelolje z1, 29, illetve z3 azon tagok szdmét, akik (pontosan) 1,
2, illetve 3 iilésre mennek el. Célunk tehat megmutatni, hogy z1 + 22 + 23 > 58.

Mivel a 12 honapban 6sszesen 12 - 10 = 120 ember jelenik meg, ezért
(%) 21 4 229 + 323 = 120.

Barhogyan valasztunk ki két honapot, ezekben egyiittesen legalabb 19 ember jelenik
meg (hiszen a két iilésnek csak egy kozos résztvevije lehet). Adjuk most 6ssze
az Osszes hénapparra az azokban megjelen6 bizottsagi tagok egyiittes szamat; mivel
a 12 hénapbdl (') = 66 par készithetd és minden par esetében az egyiittes 6tszdm
legalabb 19, ezért ez az Osszeg legalabb 66 - 19 = 1254. Hanyszor szdmoltunk meg
ezzel egy-egy embert? Ha valaki Osszesen csak 1 bizottsagi iilésre ment el, akkor
11-szer: ennyi hénappér tartalmazza azt az egy hénapot, amikor elment. Ha valaki
pontosan 2 hénapban ment el, akkor 21-szer szamoltuk meg: valéban, ha az i-edik
és j-edik honapokban volt ott, akkor i-t és j-t is 11 hénappar tartalmazza, de az igy
kapott 2 - 11-b6l egyet le kell vonni, mert az {4, j} hénappért dupldn szdmoltuk. Ha
pedig valaki pontosan 3 iilésen volt ott, akkor 30-szor szamoltuk meg: ha az i-edik,
j-edik és k-adik hénapokban volt ott, akkor 3 - 11 — 3 hénappér tartalmaz ¢, j és k
koziil legaldbb egyet (és azért 3-at vontunk le, mert a 3 - 11-ben az {i,5}, {i,k} és
{Jj, k} pérokat is dupldn szdmoltuk). Mindebbdl tehét az aldbbi kovetkezik:

() 1121 + 2125 + 3023 > 1254.

Vonjuk most le az (xx) egyenlétlenség egyharmaddbdl az (x) egyenlet hdromszo-
rosét: %zl + 29 + z3 > 58. Ebbél pedig (z; > 0 miatt) z1 + 22 + 23 > 58 val6ban
kovetkezik.

Megjegyzés. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy z1 + z2 + 23 = 58 csak gy valésulhat
meg, ha z1 = 0 — vagyis 58 emberrel csak gy készitheté helyes konstrukcid, ha mindenki
legalabb 2-szer elmegy. A fenti bizonyitds nem zdarja ki olyan, 58 embert hasznalé konst-
rukcio 1étezését, amelyben van olyan tag, aki legalabb 4-szer elmegy; val6jadban azonban ez
is lehetetlen. El6szor is, a gondolatmenet apré médositasaval kénnyli megmutatni, hogy
ha van olyan bizottsagi tag, aki legaldbb 5-szor elmegy, akkor mar legaldbb 61 emberre
van sziikség. Ha pedig a bizonyitast kiegészitjiik azzal, hogy bevezetjiik a pontosan 4-szer
megjelend emberek szdmdara a z4 jelolést is és ezt is bevessziik a (x) egyenletbe és a ()
egyenlGtlenségbe, akkor végiil a %21 + 22 + 23 + §z4 > 58 egyenlétlenséget kapjuk. Ebbdl
pedig valoban kovetkezik, hogy z1 + z2 + 23 + 24 = 58 csak a z; = z4 = 0 esetben lehet-
séges. Tovabba, mivel a z2 + z3 = 58 és 222 + 323 = 120 egyenletekbdl zo = 54 és z3 = 4
adddik, ezért 58 emberrel csak gy lehet helyes megoldast kapni, ha pontosan 4 ember
megy el haromszor és a maradék 54 kétszer. Ennek végiggondolasa utdn a megoldas elején
leirt konstrukcié mar sokkal kénnyebben megtaldlhato.

Szeszlér Ddvid, BME
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Megjegyzések. 1. A feladat sajnos tdl nehéz volt. A megoldék koziil sokan csak
egy adott konstrukciét adtak a becslésiikre, &m abbdl nem kovetkezett, hogy nincs jobb
konstrukcié. Egyetlen 5 pontos megoldés sziiletett, a fentitdl kiilonbozik, és a honlapon
olvashaté. A 2 pontos megoldéds adott egy jé konstrukciét 58 fére, de nem létta be, hogy
kevesebb nem elég. 1 pontot kaptak, akik 60 fére, vagy 55-57 fére adtak egy jé konstrukciot.
Nem kaptak pontot a tobbiek, illetve akik rossz konstrukciét adtak (ezekben gyakran nem
teljesiilt az a feltétel, hogy barmely két tag legfeljebb egyszer volt jelen azonos iilésen).

2. Sokan kovették az aldbbi gondolatmenetet, &m nem jutott esziikbe, hogy meg-
prébéljanak 34 fére megadni egy példat, igy — mivel a bizonyitds ugyan helyes, de maga
a becslés nagyon alatta van a valédi értéknek — 6k is 0 pontot kaptak: ,Egy iilésen 10-en

vettek részt. 10 emberbol (120> = 45 péar alakithaté ki. Ezek a parok mar mésik iilésen nem
ismétlédhetnek és ez igaz a tobbi iilésre is. Ezért annyi tagnak kell lenni a bizottsagban,
n(n—1)

akikbé] legaldbb 12 - 45 = 540 killonboz8 par alakithaté ki: () = "= > 540, vagyis

n? —n — 1080 > 0. A mésodfoki egyenlet pozitiv megoldésa n ~ 33,37, igy az egyenl6t-
lenségé, figyelembe véve, hogy n pozitiv egész szdm, n > 34. Tehét legalabb 34 tagbdl &all
a bizottsag.”

3. Sokan érveltek a kovetkez6képpen: ,,Az elsé alkalommal 10 emberrel szdmolhatunk.
A maésodik alkalommal a legkedvezdbb, ha egy ember eljon az elsé gytilésrél (igy tobben
onnan mar nem johetnek), azaz a mésodik gytilésen 9 1j ember jelenik meg. A harmadik
gylilésen 2 olyan ember tud megjelenni, aki még nem voltak azonos alkalommal (egyik
az els0, méasik a masodik gyiilésrol; aki mindketton részt vett, az a harmadikon mar
nem vehet részt) — igy 8 1j ember jelenik majd meg. Es igy tovabb: a negyediken 7,
az 6todiken 6, a hatodikon 5, a hetediken 4, a nyolcadikon 3, a kilencediken 2, a tizediken
1, 4j ember lesz jelen, a tizenegyedik iilésre pedig minden €l6z6 iilésrél pontosan 1 olyan
embert valasztunk, akik még csak egy gytilésen voltak, igy azon egy 1j ember sem lesz.
A tizenkettedik gytilésre béarki jon el, aki mar volt gyfilésen, az két gylilés 6sszes tagjanak
teszi lehetetlenné a részvételt, igy Osszesen maximum 5 olyan ember tud a tizenkettedik
gylilésen részt venni, akik még nem voltak ugyanazon a gytilésen — ez 5 1ij embert jelent.
Ez 6sszesen 60 £6.” Ezzel az érveléssel az a probléma, hogy nem biztos, hogy a legkevesebb
embert ilyen médon taldlhatjuk meg.

130 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Marké Gébor. 2 pontos 1, 1 pontos 54, 0 pontos
74 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4937. A sikon kivdlasztunk rdacsnégyszégeket igy, hogy igaz rdjuk a kévet-
kezd: akdrhogy szinezziik a rdcspontokat véges sok szinnel, mindig van olyan kivd-
lasztott négyszog, amelynek minden csiucsa ugyanolyan szint. Bizonyitsuk be, hogy
van végtelen sok olyan kivdlasztott négyszog, amelyek kozil semelyik kettdnek nincs
kéz0s csiucsa.

(6 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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