7. Kugli jatékhoz kénnyen borul6 babut terveztiink. A rajz a kereszt-
metszeti képét abrazolja. Vesziink egy R = 30 cm sugard géombot, amibél
kivagunk egy a gomb koézéppontjabol indulé kupot tgy, hogy a gomb felii-
letén egy 2257 cm? feliiletdarabot vagunk ki. Ezutan egy » = 5 cm sugari
gdmbot tesziink a csicsra gy, hogy a kis giimb kézéppontja pont a csics-
ra illeszkedjék (persze, el6tte a sziikséges lyukat kivagjuk). Mekkora az igy
kapott test térfogata? (16 pont)

8. Egy nyaklancra medalt terveztiink, melyet a rajz
mutat, ahol a medélt a vastag vonalak hatdaroljak. A nagy
kor sugara R = 4 cm, a kicsi kor beliilrdl érinti a nagy kort
és sugara r = 2 cm, amit kivdgunk. Hogy ne legyen hegyes
a medal, ezért a nagy kor kézéppontjabdl szimmetrikusan
60° szbg szogtartomanydban levo részeket is levagjuk.
Mekkora a keletkezett medal keriilete, teriilete?

(16 pont)

9. Az dbra egy foldteriilet rajzat adja, amelyen 4 tulajdonos osztozik. A nyil-
vantartdsban a kozépso két teriilet nagysaga olvashatatlan. Mekkora a hidnyzo két
teriilet nagysaga?

75 m
75 m

75 m
75 m

1,2 ha 1,35 ha

120 m 120 m 120 m 120 m

(16 pont)

Szoldatics Jozsef
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/8. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet:

Vr=6-—z. (5 pont)

526 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/9


http://www.pstill.com

b) Oldjuk meg a [— %; 0] intervallumon az aldbbi egyenletet:

sin?z + cosz = —1. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A négyzetgyok fiiggvény értelmezési tartomanya
miatt « > 0, értékkészlete miatt = < 6, ezért az egyenlet gyokei csak a [0;6] hal-
maz elemei lehetnek. Az egyenlet mindkét oldalit négyzetre emelve és rendezve:
2% — 13z + 36 = 0, melynek gyckei x1 =4 és 2o = 9. Utébbi nem eleme a [0; 6]
intervallumnak, ezért nem lehet az eredeti egyenlet gyske. A [0;6] intervallumon
ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy csak x1 = 4 gyoke az eredeti egyenletnek.

1I. megoldas. Tekintsiik az egyenlet Yy q
két oldalat, mint fiiggvények hozzarende- 4t
1ési szabalyat. A bal és jobb oldal fiiggvé-
nyei: f(z) = V/Z és g(z) = 6 — . Abrézol- i
juk a fiiggvényeket ugyanabban a derék- 24
szogli koordinata-rendszerben. Nl
A grafikonoknak egy kozos pontja /
van, annak elsé koordindtdjat leolvas- 0 T 2 3 4 F N7 2
va: 1 = 4. Mivel f(4) = g(4) = 2, ezért 4l \

1 = 4 valéban megoldés.

b) A sin®z + cos? z = 1 azonossag alapjan 1 — cos® z + cosz = 1, melyet ren-
dezve és szorzattd alakitva cosx(cosz — 1) = 0.

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez&je 0, ezért az el6bbi egyen-
let a megadott intervallumon akkor teljesiil, ha 1 = 0 vagy x5 = —%, melyet behe-
lyettesitéssel torténd ellendrzés, vagy ekvivalens atalakitasokra torténd hivatkozas
igazol.

2. A majusban megirt emelt szintd matematika érettségi dolgozatok 1. felada-
tanak eredményessége ldathatd az aldbbi tabldazatban:

A vizsgdlt év 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Eredményesség (%) 84 88 79 86 83

a) Hatdrozzuk meg az eredményességek terjedelmét, dtlagdt és szdrdsdt.
(4 pont)

Csaba érettségi bizonyitvdnydban az aldbbi osztdlyzatok szerepelnek: 3; 4; 5; 4;
3; 4.

b) Legkevesebb hdny osztdlyzatot kellene torslni a bizonyitvdnydbdl, hogy az 0sz-
talyzatok medidnja megudltozzon? (4 pont)

Csaba 12. osztdlyos év végi bizonyitvanydban 7 db 4-es és 5 db 5-ds osztdlyzat
szerepel, melyek kozil véletlenszeriien kivdlasztunk 3 osztalyzatot.

¢) Igazoljuk, hogy ha az osztdlyzatokat visszatevés nélkiil vdlasztjuk ki, akkor
annak a valosziniisége, hogy 2 db 4-est és 1 db 5-dst vdlasztottunk % (4 pont)
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Megoldas. a) A keresett terjedelem (88 —79 =)9, az atlag (% = )84, a szoras
pedig

2 42 1524921 12
\/0 +42 452422412 63 ~ 3.03.
5
b) Az osztalyzatok medidnja 4.

Ha a jegyek koziil egyet torliink ki (1 db 3-ast vagy 1 db 4-est vagy 1 db 5-6st),
akkor a medidn ugyantgy 4 marad.

Ha a jegyek koziil kett6t torliink ki, akkor a median csak ugy valtozhat meg,
ha a két kozéps6 osztdlyzat dtlaga nem 4 lesz, ami 2 esetben is teljesiil (3; 3; 4; 5
vagy 3; 3; 4; 4).

Ezért legkevesebb 2 osztédlyzatot kell kitorolni, hogy a medidn megvaltozzon.

12)(: 220)-féleképpen véalaszthatunk ki.

¢) A 12 osztalyzat koziil harmat (3

Ez az 0sszes eset szama.

A 7 db 4-esb8l 26t és az 5 db 5-6sb6l L-et () - (7) (= 105)-féleképpen valaszt-

hatunk ki. Ez a kedvez§ esetek szdma. A keresett valoszintiség:

() () 2t
(5)

3. Egy paralelogrammadban az dtlohosszak négyzetének Osszege 74,45, az dtlo-
hosszak négyzetének kiilonbsége 32,13.

a) Szamitsuk ki a paralelogramma dtléinak hosszdt. (4 pont)

b) Igaz-e, hogy a paralelogramma dtldinak felezépontjin dtmend, annak hosz-
szabbik oldaldval pdrhuzamos egyenes két eqyenld teriiletid részre osztja a paralelog-
rammdt? (4 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a paralelogramma szomszédos oldalhosszainak négyzet-
dsszegét. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jellje a paralelogramma 4tléit e és f, ekkor
a feladat szovege alapjan megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

€2 + f2 = 74,45,
€2 — f2 =32.13.

A két egyenletet 6sszeadva: 2¢? = 106,58. Ebbdl e = 7,3, majd f = 4,6.

II. megoldds. Jelolje a paralelogramma atléit e és f, ekkor a feladat szovege
alapjan megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

€2 + f2 = 74,45,
€2 — f2 =32.13.

Az elsé egyenletbdl f2 = 74,45 — €2, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve: 2¢? =
= 106,58. Ebb6l e = 7,3, majd f = 4,6.
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b) A paralelogramma &tléi felezik egymadst, ezért a BDT haromszog a BMQ
haromszognek B kozépponti, 2-szeres nagyitasi képe. Ezért az ABFE paralelog-
ramma magassiga ugyanakkora, mint az EFC D paralelogramma magassdga. Mivel
AB = EF, fgy igaz, hogy TABEF = TEFCD-

D C D C
M / b € f
/ /
AT Q B A a B

b) c)

¢) Az dbra jeloléseit hasznalva frjuk fel az ABD és ABC héromszogekre
a koszinusztételt:
az ABD haromszogben: e? = a? 4+ b?> — 2abcos a,
az ABC hiromszogben: f2 = a? + b> — 2abcos f5.

Mivel ABCD paralelogramma, ezért cos 8 = cos(180° — a) = — cos . Ezért
. 2 2
f2 =a?+b?+2abcosa. Igy €2+ f2 = 2a% 4 2b?, ahonnan a? +b? = % = 37,225.

4. Egy konyhai papirtorld tekercs 80 darab
0,5 mm wvastag téglalap alaku lapbol dll. Egy papir-
lap 240 mm hosszi és 230 mm széles téglalap, me-
lyek a szélességiiknél perfordcids (tépést megkonnyits)
résszel kapcsolodnak egymdshoz. A tekercs kdzepén lé-
v0 tires henger dtmérdje 40 mm.

a) Hdny teljes fordulatot tesz meg az iires henger,
ha az egész papirtekercset korbe letekerjik? (A perfo-
rdcios részek méretétdl tekintsink el.) (9 pont)

Az egyik ismert mdrkdju papirtorld tekercs lapjaira mintdkat is nyomtatnak.
A gydrtésoron 8 kiilonbozd mintdbdl csak 3-féle mintdt haszndalnak fel egy lapra.
A gydrtésoron az 0sszes lehetséges mintahdrmast bedllitjak a gépeken, amelyeket
egymds utdn folyamatosan nyomtatnak a papirtorld lapjaira.

b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy egy adott tekercs egy lapjdt kivdlasztva
a tekercsen van még egy ugyanilyen mintdzati mdsik lap? (5 pont)

Megoldas. a) A 80 téglalap alaku papirlap sszesen 80 - 240 = 19200 mm =
= 19,2 m hosszi. Az els6 réteg hossza az iires hengeren 2 - 20 - w(=~ 125,66) mm.
A maésodik réteg hossza az iires hengeren: 2 - 20,5 - w(~ 128,81) mm.

Eszrevehetd, hogy az egyes rétegek hosszanak Gsszege az iires hengeren:

27[20+ 20,5+ 21+ ... + (20 + (n — 1) - 0,5)],
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ahol n a teljes fordulatok szama. A szogletes zardjelben egy szamtani sorozat elsé
n tagjanak osszege van (a1 = 20, d = 0,5).

40+ (n—1)-0,5

Sp 5

-n = 0,25n% + 19,75n,

igy megoldandé a 0,57 - n? + 39,57 - n — 19200 = 0 egyenlet. Az egyenlet gyokei
ny & 77,9 és no &~ —156,9, melyek koziil utébbi nyilvan nem lehet a feladat megol-
dasa.

Tehat az iires henger 77 teljes fordulatot tesz meg, ha az egész papirtekercset
korbe letekerjiik.

b) A gyartésoron (g) (= 56)-féle kiilonboz6 mintat hasznélnak fel, ez az Gsszes
eset szdma. A 80 lapbdl 4ll6 papirtorls tekercsen (80 — 56 =)24 minta két papirlapon
is szerepel, igy a kedvezd esetek szama, 48.

Az ismétlédés fiiggetlen attol, ho%y egy adott tekercsen melyik mintaval kezd
a gép. Tehat a keresett valdsziniiség % = 0,6.

II. rész

5. A térképrészleten egy hdromszég alaki te-
lek lathato, melynek Toldi iti oldala 50 m, Petd-
fi uti oldala 65 m és Mikszdth ti oldala 75 m
hossziu. A telket Csaba, Ldszlé és Levente orikli,
akik megdllapodnak, hogy a Toldi uttal pdrhuzamos
« keritésekkel hdarom egyenld teriileti részre osztjdk

fel a telket gy, hogy mindenkinek legyen kijdrata
a Mikszdth vtra, o féutra.

"
Tolds U

aupe

&)
s
L
%

. a) Milyen hosszi drétkeritést kell venniik

a telkek szétvdlasztdsahoz? (6 pont)

A helyi épitési szabdlyzat nem engedélyezi olyan épiilet épitését, amelynek két
szomszédos fala dltal bezdrt szog 60°-ndl kisebb.

b) Kiadhatd-e épitési engedély arra az épiiletre, amelyet gy terveznek, hogy

a Toldi és a Mikszdth utca sarkdn fog dllni, és kiilsé falai ezzel a két utcdval

pdrhuzamosak lesznek? (4 pont)

Csaba, Laszlo és Levente megdllapodtak abban, hogy a telek felosztdsa utdn koc-
kadobdssal dontik el, hogy milyen sorrendben vdlasztanak a telkek kozil. Mindenki
dob egyet eqy szabdlyos dobokockdval, és ha nincs azonos dobds, akkor a legna-
gyobbat dobo wvdlaszt eldszor, majd a mdsodik legnagyobbat dobo mdsodszor, végiil
a legkisebb szimot dobd kapja a maradék telekrészt. Ha van egyenld a dobott szd-
mok kozott, akkor a dobds érvénytelen és addig dobnak ujra, amig nem lesz hdrom
kiilonbozd eredmény.

¢) Mekkora valdszindséggel vdlaszt eldszér Levente telket? (6 pont)
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Megoldas. a) Tekintsiik a feladat szovege alap- A
jan az dbradt.

Mivel a fiuk egyenld teriiletti részekre osztjak a tel- D
ket, ezért TABED = TDEGF = TFGC = %TABC- Az AB
oldallal parhuzamos felosztés és a megfeleld szogek pa-
ronkénti egyenlésége miatt az ABCA ~ FGCA, igy
a hasonlé sikidomok teriiletének ardnyéara vonatkozo
tétel miatt

FG = \/g - AB(~ 28,9 m).

Hasonléan az AB oldallal parhuzamos felosztas és a megfelelo szogek paronkénti
egyenldsége miatt az ABC/A ~ DEC/A, igy a hasonlé sikidomok teriiletének ara-
nyara vonatkozd tétel miatt

2
DE = \/g AB(~ 40,8 m).

A telkek szétvalasztasahoz a fitknak kb. 69,7 m hosszi drétkeritést kell venniiik.

b) Akkor nem adhaté ki épitési engedély az épitendd épiiletre, ha az ABC
haromszog A csicsandl 1év6 a szbge 60°-ndal kisebb. Az « sz6g meghatarozasahoz
az ABC haromszogben a koszinusztételt alkalmazva:

1
652 =50 + 752 —2.50-75-cos, ahonnan cosa = %
Mivel 1 13
cos 60° = 3 < cosa = 25

ezért a < 60°, tehat az épitési engedély nem adhaté ki.

¢) A keresett val6szintiség a kedvezd esetek szdmdanak és az Osszes eset szdma-
nak hédnyadosaként szdmithaté ki. Az 6sszes esetet azok a dobédsok alkotjak, amikor
mindhérom dobés kiilonb6z6. Ezek szdma 6-5 -4 = 120. Vizsgéljuk a kedvezd esetek
szamat Levente dobasa szerint:

Ha Levente 1-est vagy 2-est dob, akkor a kedvezd esetek szama 0.
Ha Levente 3-ast dob, akkor a kedvezo esetek szama 2 -1 = 2.
Ha Levente 4-est dob, akkor a kedvez6 esetek szama 3 - 2 = 6.

Ha Levente 5-6st dob, akkor a kedvezo esetek szama 4 -3 = 12.
Ha Levente 6-ost dob, akkor a kedvezo esetek szama 5 -4 = 20.

Igy a kedvezd esetek szdma 40.
40 1

Ezért a keresett valészinfiség: 155 = 3.

6. Adott a valés szdmok halmazdn értelmezett f és g fiiggvény:

x> 2?

fa) =% -+

T 7 és g(x) = —2® 4 2.

|8
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a) Adjuk meg az [ figguény lokdlis szélséértékhelyeit. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy az f és g fiigguények grafikonjdnak hdarom kizds pontja van.

(5 pont)
c) Szdmitsuk ki az f és g figguények grafikonja dltal kézbezdrt teriilet nagysdgdt
az x1 =0 €és xo = 2 hatdrok kézitt. (6 pont)

Megoldas. a) Az f fiiggvénynek csak ott lehet lok4lis szélséértéke, ahol f'-nek
zérushelye van.

ORI PR
igy megoldand¢ a
gxg —x+ % 0
egyenlet.
A derivaltfiiggvény zérushelyei: x, = % és xo = 2. Mivel a derivaltfiiggvény
T < % 6s at > 2 esetén pozitiv, 5 < x < 2 esetén pedig negativ, ezért az f fliggvény-

nek scl ——ban lokélis maximumbhelye, x5 = 2-ben pedig lokalis minimumhelye van.

b) A metszespontok meghatarozasdhoz megoldandé az

3 2
%—%—&— =—2®+22

o8

egyenlet. Az el6bbi egyenletrendezés és szorzattd alakitds utan: x(x? +4x —12) = 0.
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez6je 0, ezért az egyenlet gyokei:
1 =0; 29 = —6 és x3 = 2.

Tehat az f és g fiiggvények grafikonjanak valéban harom ko6zos pontja van.

¢) Mivel a felvett fiiggvényértékek a megadott hatdrok kozott pozitivak és a g
fliggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonja folott helyezkedik el, ezért a keresett
T teriiletre fennall:

7. a) Hdny kilonbiézd 124 jegyti tizes szamrendszerbeli természetes szam képez-
hetd 62 db nulla és 62 db egyes szdmjegybdl? (Elegendd csak a kiszdmitds mddjdt

megadni.) (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy a 62 db nulldbdl és 62 db egyesbdl dllé 124-jegyd tizes
szamrendszerbeli természetes szamok egyike sem lehet négyzetszam. (5 pont)

¢) Hatdrozzuk meg annak a szamrendszernek az alapszamdt, amelyben a 124
felirhato olyan 3 jegyti szamként, melynek minden szdmjegye azonos. (8 pont)
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Megoldas. a) Mivel a képzett szdm 124 jegyi, ezért elsd jegye csak 1-es lehet.
Annyi ilyen szam képezhetd, ahanyféleképpen a maradék 62 db nulldt és 61 db
1-est sorba lehet rendezni.

123!
62!-61! "
b) Egy természetes szdm 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot adhat.

A keresett sorrendek (és egyben képezhet6 szdmok) szdma:

3-mal oszthaté szam négyzete biztosan oszthatéd 3-mal, mert (3k;)2 = 9k2.
3-mal osztva 1 maradékot add szam négyzete 3-mal osztva biztosan 1 maradé-
kot ad, mert (3k 4+ 1)° = 9k% + 6k + 1.

3-mal osztva 2 maradékot add szam négyzete 3-mal osztva biztosan 1 maradé-
kot ad, mert

(Bk+2)° =9k + 12k +4=3-(3k> +4k + 1) + 1.

Mivel barmely képzett szimban a szamjegyek Osszege 62, mely 3-mal osztva
2 maradékot ad, ezért biztos, hogy a képzett szdm nem lehet négyzetszam.

¢) Jelolje a keresett szdmrendszer alapszdmdt x, a szdm alakjit ebben a szdm-
rendszerben AAA. Az AAA alaki értékil szam valédi értéke az x alapu szdmrend-
szerben: Ar? + Az + A = A(2% + z + 1), tehét a szdm oszthaté A-val.

A 124 primtényez6s felbontdsa 22 - 31, igy az A szadm lehetséges értékei 124

pozitiv osztéi: 1; 2; 4; 31; 62; 124. Mivel egy szamrendszer alapszama legalabb 2,
22+ x4+ 1> 7, ezért A legfeljebb [%] = 17 lehet.

Ha A =1, akkor az 2 + = + 1 = 124 mésodfokd egyenletnek nincs egész meg-
oldésa.

Ha A = 2, akkor az 2 + = + 1 = 62 masodfokt egyenletnek nincs egész meg-
oldésa.

Ha A = 4, akkor az z? + = + 1 = 31 mésodfoki egyenlet megolddsai: x; = —6
és 1o = 5.

Negativ szam nem lehet a szdmrendszer alapszama, ezért a keresett alapszam 5.

Ebben a szamrendszerben valéban 1étezik a 4445 szam.

8. Az egyetemi felvételi eljardsban julius kozepéig lehet mddositani azoknak
a szakoknak a sorrendjét, amelyekre felvételizni szeretnénk. Mdrta 5 kilonbiozd
dllamilag tdmogatott képzésre jelentkezett, és kozilik hdrom szak esetén beadta
a jelentkezést az onkoltséges képzésre is.

a) Hdny killonbozé sorrendben adhatja be a mddositasndl ezeket a szakokat, ha
az nem fordulhat eld, hogy eqy bizonyos szakbdl elékeldbb helyen dll az onkiltséges
képzés, mint az dllamilag finanszirozott? (5 pont)

Mdrta a modositds utdn sajnos csak az onkoltséges képzésre jutott be, amelynek
dija félévenként 250000 Ft. Szilei az elmult 5 évben havi 20000 Ft-ot tettek félre
erre a célra. A megtakaritds 5 évig egy olyan szdmldn volt, amely havonta 1%-ot
kamatozott, és az dsszeget havonta tékésitették.

b) Legfeljebb hdny félévnyi tandijra elegendd a teljes lekitott dsszeg? (5 pont)
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Madrta ugy dontitt, hogy a lekotott 6sszegbol 500 000 Ft-ot rogton berak a bank-
ba, majd a kiovetkezd év elején még ujabb 500000 Ft-ot hozzdtesz. Ebben a konst-
rukcioban a kamatot évente tékésitették, azaz minden év végén adtdk hozzd a bent
lévd dsszeghez a kamatot.

¢) Hdny szdzalék volt az éves kamat, ha Mdrta a mdsodik év végén csak a ka-
matokbdl 76 250 Ft-ot tudott felvenni? (7 pont)

Megoldas. a) Jelolje a kiilonboz6 llamilag tdmogatott képzéseket A, B, C,
D, E, és a megfelel6 onkoltséges képzéseket a, b, c. A beadott 8ikiilonbz6 szak-
nak osszesen 8!(= 40320)-féle sorrendje lehet. Minden olyan lehetséges sorrendhez,
amelyben A megelézi a-t (a szimmetria miatt) pontosan egy olyan sorrend tarto-
zik, amely csak annyiban kiilonbozik, hogy A-t és a-t felcseréljiik, ezért a lehetséges
sorrendek szamat osztanunk kell 2-vel.

Hasonléan osztanunk kell 2-vel B és b, valamint C és ¢ sorrendjei miatt is,
ezért a keresett sorrendek szdma 28—;, —1(=17"—-1)=5039.

b) A bankba havonta betett sszegek egy 1,01 hdnyadosi mértani sorozat
egymdst kovetd tagjai, ahol a sorozat elsé tagja (20000 - 1,01 =) 20200. Az 5 év

alatt Osszegylijtott Osszeg a mértani sorozat elsé 60 tagjanak Osszege, ezért ezt
az Osszeget kell kiszamolni. A mértani sorozat dsszegképletébe behelyettesitve:

1,0160 — 1

=202 .
S0 = 20200 - =0

~ 1649727 (Ft).

Ez az 6sszeg 6 félévre elegendo.

c¢) Jelolje a befizetett 6sszeg éves novekedését p. Ekkor az elsé év elején be-
fizetett Gsszeg p’-szeresére, a mésodik év végén befizetett Gsszeg p-szeresére né.
Ezért megoldand6 az 500000 - 22 + 500 000 - x = 1076 250 egyenlet. Az egyenletet
rendezve és egyszeriisitve:

400 - 22 + 400 - x — 861 = 0.

Az el6bbi masodfoku egyenlet megoldasai: 1 = 1,05 és x5 = —2,05, melyek koziil
utébbi nyilvan nem lehet a feladat megolddsa. Tehéat az éves kamat 5% volt.

9. Az Oroszorszagban rendezett labdarigd vildgbajnoksdgra nagy létszami hor-
vat bardti tarsasdg utazott ki. Az elsé hdrom horvdt mérkézést a tarsasdg 90-90-
90%-a tekintette meg.

a) Legaldbb, illetve legfeljebb a szurkolok hdny szdzaléka lathatta mindhdrom
mérkézést? (4 pont)

Horvdtorszdg az elsé mérkdzését Nigéria ellen vivta a kalinyingrddi (régi porosz
Konigsberg) stadionban. Egy sorban 12 horvdt szurkold ilt, akik kézil néhdnyan
kézfogassal kdszontotték egymdst.

b) Lehetséges-e, hogy az egyes szurkolok 11, 10, 11, 6, 9, 11, 7, 4, 8, 11, 5, 11
mdsik szurkoldval fogtak kezet? (3 pont)

Egy szabadrigds alkalmdval az L pontban lévé labda éppen 16,5 m-re van
az alapvonaltol. Az alapvonalnak a labddhoz legkozelebb levd V' pontja ugyancsak
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16,5 m-re van az alapvonalon elhelyezkedd 7,32 m széles és 2,44 m magas kapu
labddhoz kézelebbi fiiggdleges kapufdjanak B talppontjdatol.

Dy rC

pélyarészlet feliilrol
kapu szembdl L m

alapvonal

¢) Mekkora szégben ldtja a L pontban dllé focista a BD szakaszt, ha szem-
magassdga 174 cm-en van? (9 pont)

Megoldas. a) Ha a ,legaldbb mennyien ldthattdk mindhdrom mérkézést” kér-
désre szeretnénk valaszt kapni, akkor a lehetd legtobb szurkolot kell kijuttatni
a mérkézésekre. A hdrom mérkdzésre 3-0,9 = 2,7, azaz a tdrsasag létszamanak
270%-4nak megfeleld mennyiségli jegy kelt el. Lathatd, hogy a 270%-nyi jegy-
mennyiség 2 mérkézés megtekintését mindenki szamara lehetévé teszi, a maradék
pedig biztositja, hogy a csoport legaldbb 70%-a ldtja mindharom mérkdézést. A tar-
sasdg legfeljebb 90%-a 1dtja mindhdrom mérkdzést, ha 10%-uk egyaltaldn nem megy
ki arra.

b) A kézfogdsok szdmabdl lathaté, hogy 5 szurkolé 11 maésikkal fogott kezet,
azaz Oten mindenkivel kezet fogtak. Az el6bbi megdallapitds miatt biztosan nem
lehet olyan szurkold, akinek 5-nél kevesebb kézfogdsa volt. Mivel az adatok szerint
van olyan szurkold, aki 4 tarsdval fogott kezet, ezért a kézfogasok szama igy nem
lehetséges.

¢) Jelolje az L pontban 4ll6 focista szemmagassagat S.

, D
Igy a DSB< = a szoget kell meghatarozni. T

A kapu BD &atlojanak hossza a Pitagorasz-tétellel:
BD = /7,322 + 2,442 ~ 7,72 m. B
SB meghatdrozasihoz sziikségiink van LB tavolsagéra.

A Pitagorasz-tételt az LV B majd az LSB haromszogekre
alkalmazva:

S
SB = +/16,52 + 16,52 + 1,742 ~ 23,4 m. L

SD meghatarozdsihoz az AD szakasz ,szemmagassagi” pontja legyen T'. Ek-
kor TD = 2,44 — 1,74 = 0,7 m lesz. Felhasznélva, hogy az AV L és ST D héaromszo-

gek is derékszogliek, valamint ST = LA = \/16,52 + (16,5 + 7,32)2, az SD szakasz

hosszéra SD = \/16,52 + (16,5 + 7,32)2 + 0,72 ~ 28,99 m addédik. Az oldalhosszak
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ismeretében a BDS haromszogre a koszinusz-tételt alkalmazva:
BD? = BS*+ SD* -2-BS-SD - cosa.

cos a =~ 0,9791, ahonnan « ~ 11,7°.
Tehat a keresett 1atoszog kb. 11,7°.
Varga Péter
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1466. Egy bizottsdg az év folyamdn tizenkét alkalommal tilésezett. A tagok
kozil minden ilésen 10-en vettek részt, és bdrmelyik két tag legfeljebb egyszer volt
egyiitt jelen. Legaldbb hdny tagbdl dll a bizottsag?

Megoldéas. Elészor megmutatjuk, hogy 58 ember elegendd. Ehhez el6szor
olyan konstrukciét mutatunk, amely 66 embert haszndl, viszont minden hénapban
11-en vesznek részt az iilésen; utdna ezt fogjuk alkalmasan médositani.

Tekintsiik az {1,2,...,12} halmaz &sszes 2 elem{i részhalmazat és mindegyiket

feleltessitk meg a bizottsdg egy tagjdnak: az {i,j} pdrnak megfeleltetett ember

az i-edik és a j-edik hénapban menjen el az iilésre. Ekkor Gsszesen (122) = 66 embert

hasznédltunk és minden hénapban 1l-en vannak jelen az iilésen (hiszen minden
1 <1< 12 esetén 11 olyan pér van, ami -t tartalmazza). Tovdbbd bérmely két
ember legfoljebb egyszer taldlkozik: ha az {i,j} és {k, ¢} parok diszjunktak, akkor
a megfeleld két ember egyaltaldn nem taldlkozik, ha pedig {i,7} N{k, £} = {m},
akkor pontosan az m-edik hénapban taldlkoznak.

Helyettesitsiik most az {1,2}, {1,3} és {2,3} paroknak megfelel§ bizottsdgi
tagokat egyetlen emberrel; 6t tekinthetjitk gy, hogy az {1,2,3} részhalmaznak
felel meg. Hasonléan, keletkezzen a {4,5}, {4,6}, {5,6} parokbdl a {4,5,6} har-
mas, a {7,8}, {7,9}, {8,9} pdrokbdl a {7,8,9} harmas, végiil a {10,11}, {10, 12}
és {11,12} pérokbdl a {10, 11,12} hérmas. Ezzel az emberek szdmat 4 - 2 = 8-cal
csOkkentettiik, vagyis 58 embert haszndlunk. Minden hénapban 1-gyel csckkentet-
titk a megjelend tagok szdmat (hiszen minden 1 < ¢ < 12 esetén két, i-t tartalmazd
parbdl egyetlen i-t tartalmazé harmast csindltunk), igy mostmar minden hénapban
10-en jelennek meg az tilésen. Végiil pedig tovabbra is igaz, hogy barmely két ember
legfoljebb egyszer taldlkozik: mivel a harom elemii részhalmazok paronként disz-
junktak, ezért az ezeknek megfelel6 emberek egyéltalan nem taldlkoznak; tovabba
mivel egy két és egy harom elemi részhalmaznak is legfoljebb csak egy kozos eleme
lehet (mert a hdrom elemt részhalmazok két elemi részhalmazait megsziintettiik),
ezért az ilyeneknek megfelelé emberek is legfoljebb egyszer taldlkoznak.

Most megmutatjuk, hogy legaldbb 58 emberre van sziikség. El6szor tegyiik fel,
hogy van olyan ember, aki legaldbb 4 bizottsagi iilésen jelen van: példaul Kovacs
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