portre-2016-12/365-farago-andorrol-ket-tetelben-i-felkeszules-a-tanari-
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[3] Radnai Gyula: Faragé Andorrdl — két tételben II. Tandr és lapszerkeszté a XX. szd-
zadban, Erinté (2017. mércius), http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-
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Politépok és a gobmb d-dimenziéban

Gauss tizenkilenc éves koraban igazolta, hogy a sza-
balyos 17-sz6g (magyarul heptadekagon) megszerkeszthe-
t6 korzd és vonalzé hasznélatdval [1]. Eredményére annyi-
ra biiszke volt, hogy ugy rendelkezett, hogy a sirkové-
re véssenek egy szabdlyos 17-szoget. A sirkéfaragék erre
nem voltak hajlanddk, mert a szabdlyos 17-sz6g lénye-
gében egy kor. Ebben a cikkben nem Gauss munkéjival
foglalkozunk, hanem a sirkéfaragék fenti igazsdgaval.

A modern sirkéfaragék mar nemcsak sikbeli dbrak-
kal dolgoznak, hanem térbeliekkel is, 6k a szobraszok és
a hologram-késziték. Es az igazdn modern sirkéfaragok
magasabb dimenzids abrakkal is dolgoznak, 6k a matematikusok, s6t, mara mar
a fizikusok, kozgazdédszok, és a biolégusok is.

1. dbra. Szabélyos
17-sz6g

Azt fogjuk koriiljarni, mennyire lehet egy d-dimenziés konvex testet egy po-
litéppal (a sokszog magasdimenzids megfeleléje) kozeliteni. Ehhez persze tisztdzni
kell, hogy mi az a d-dimenziés konvex test, mi az, hogy politép, és mit jelent az,
hogy egy politép kozel van egy konvex testhez.

1. Ha a négy dimenzié a térid6, akkor a hat dimenzié
az a ,térid6hémérsékletparatartalom”?

Lényegében igen. Kicsit pontosabban: megtanultuk, hogy a sikban, miutian
felvettiink egy koordinatarendszert, a pontok helyett beszélhetiink valés szampa-
rokrdl, (z;y). A koordindtdk nyelvén nem csak pontokrdl, hanem ponthalmazokrdl
is tudunk beszélni. Felirhatjuk példdul a (2;7) kézépponti, 3 sugari kor egyenletét:
(x—2)°+ (y—7)% =9, vagy egy egyenes egyenletét: 15z — 3y 4+ 8 = 0. Innen kis
1épés a tér pontjait valés szdmokbol 4116 harmasokkal, (z;y; z) azonositani. Aztdn
felirhatjuk bizonyos térbeli alakzatok egyenleteit is. Példaul a (2;7; —8) kézéppon-
td, 3 sugard gombhéj egyenlete (z — 2)2 + (y— 7)2 +(z+ 8)2 =9, vagy egy sik
egyenlete 15z — 3y + 152 + 8 = 0. Most egy nagyon bator 1épés koévetkezik: irjunk
egy zardjelen beliilre 6 szamot egymaéstol pontosvesszével gondosan elvalasztva:
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(z1; T2; T35 T4; T5;5 T6). Igy példaul (—2;—3;22,5;9;11;8) egy pont a hatdimenziés
térben, amelyet — mivel valés szamhatosok alkotjak — RS-tal jelsliink (és mondjuk
werr ad hat”nak olvashatunk).

De mi ennek az értelme? Amit hat valdés szdmmal lehet leirni, arrél beszél-
hetek tgy, mint RS egy pontjarél. Ha mondjuk megmérjiik egy hangya 6 labanak
a hosszat, akkor kapunk egy pontot (ry;s;...;x¢) € RS. Egy mdsik hangya ad
egy mésik pontot (zf;2h;...;24) € RS Hogyan fejezziik ki azt, hogy a két han-
gya mennyire hasonlé? Vegyiik a két RS-beli pont tdvolsdgdt, amelyet, a két- és
hiaromdimenzids eset kiterjesztéseként definidlhatunk igy:

(1) d((ml;xz;...;x6)7(mﬁ;xé;...;mé)) =

=/ (x1 — )+ (z2 — 2b)” + ... + (z6 — xp)”.

Hogyan lehet elképzelni a hatdimenziés teret? Erre nincs kanonikus vélasz,
én ugy képzelem el, mint a haromdimenziésat, persze tudva, hogy ez a kép vala-
mennyire pontatlan. Példaul az 5x1 — 3xs + 8xs — 1224 + 225 + 316 + 8 = 0 egyenlet
egy hipersikot ir le, amelyet ugyanigy lehet elképzelni, mint egy sikot a térben. Es
ez a kép jé is, példdul éppen gy két féltérre osztja Ré-ot, ahogyan egy sik is R3-at:
vannak olyan pontok RS-ban, melyekre 5z, — 325 + 823 — 1224 + 225 + 326 +8 > 0,
és vannak olyanok, melyekre 5x1 — 3z + 83 — 1224 + 225 + 326 + 8 < 0. De vigyédzni
kell ezzel a képpel, mert mig két altalanos helyzetii sik metszete egy egyenes, haro-
mé pedig egy pont R3-ban, addig RS-ban két dltaldnos helyzetii hipersik metszete
egy 4-dimenziés ponthalmaz, harom &ltaldnos helyzetli hipersik metszete pedig egy
3-dimenziés ponthalmaz RS-ban (most a dimenziét és az dltalanos helyzetet nem
definidlom).

2. R? geometrisja

Legyen mostantol d egy pozitiv egész szam. Az eddigiek alapjin a d koordina-
tabol allé pontok terét Re-vel jeloljiik, és elemeit hol vektoroknak, hol pontoknak
hivjuk. Megvan tehat a teriink ponthalmaza, kell még néhany mennyiség, struktira,
amelyekt6l ennek a térnek geometridja is lesz. Errél szdl ez a fejezet.

2.1. Tavolsag, szbg. A tavolsig és a szog definicidéjahoz is a skaldris szorza-
son keresztiil jutunk majd el, ez a kozponti fogalom. Két d-dimenzids vektornak,
u = (ug;ug;...;uq)-nak, illetve v = (vi;v9;...;v4)-nek a skaldris szorzatdt az

(2) (u,v) :=ujvy + ugve + ... + ugvy

képlettel definidljuk. Ennek segitségével definidlhatjuk egy wvektor hosszdt, |v| :=
=4/ (v, V). Vegyiik észre, hogy ez éppen a két- és hdromdimenziés definicié 4l-
talanositdsa: a koordinatak négyzetosszegének gyoke. Ebbdl kapjuk két pont td-
volsdgdt, d(u,v) := |u — v|, ami persze éppen az (1) egyenlet dtirva d koordina-
téra. Igy mér tudjuk, mi az origd kézéppontd p > 0 sugart (témor) gomb: azon
(w1;22;...;24) € R? pontok halmaza, melyekre teljesiil az 2% + 23 + ... + 22 < p?
egyenl6tlenség. Ezt B(p)-val fogjuk jelolni, és ha p = 1, akkor elhagyjuk, és egy-
szerien B-t frunk. Azt is meg tudjuk fogalmazni, hogy egy alakzat ,nem nytlik
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a végtelenbe™ a H C R? halmazt korldtosnak hivjuk, ha van olyan p > 0 valds
szdm, amelyre H benne van B(p)-ban.

A skaldris szorzatot kozépiskolaban a sik, illetve a tér két, o szoget beza-
r6 vektordra az (u,v) := |u||v|cosa képlettel szoktuk definidlni, aztdn beldtjuk
a (2) képletet. Most (2) a definicid, és beldthat6 (ezt nem tessziik meg), hogy a si-
kon, illetve a térben igaz a koszinuszos képlet. A szdget d-dimenzidban egyszeriien
a skaldris szorzasbdl definialjuk, amit egy kicsit el6 kell késziteni.

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség szerint barmely uq, . .., uq és
v1, - .., Uq valds szamokra teljesiil, hogy

i=1
(ezt most nem bizonyitjuk), ami masképp igy frhaté: |(u,v)| < |uf |v].

Definidljuk ezért az u és v vektorok szdgét gy, mint az az « € [0, 7| valés
szam, melyre

CoOSx =

Feladat: Lassuk be, hogy a tavolsagra teljesiil a hdromszdg-egyenldtlenség, azaz
tetsz6leges harom u, v,z € R? pontra igaz, hogy d(u, v) + d(v,z) > d(u,z).

Ez az allitas és sok hasonlé tobb-kevesebb szamoldst igényel, azonban mind hi-
hetébbé valnak, ha magunkéva tessziik azt a geometriai képet, hogy barmely 3 pont
egy (kétdimenzios) sikban van, és az R%-beli tavolsdg ebben a sikban pontosan a sik
szokasos geometridjat adja meg.

2.2. Konvex halmazok. Ahhoz, hogy konvex halmazokrdl beszélhessiink,
tudnunk kell, mi az a szakasz. Adott két vektor, u,v € R?. Hogy kapjuk meg
a szakaszuk felezdpontjat? Az %u+ %v képlettel. Es az u-hoz kozelebbi harma-
dolépontjat? A %u + %v képlettel (ezt gondoljuk végig a sfkon vagy a térben). Igy
nem meglepo, hogy éaltaldban a szakasz tetszoleges pontjat Ayu + \ov alakban kap-
juk meg, ahol A1, Ay nemnegativ valés szdmok, melyek Gsszege 1. A szakaszra egy
jelolést is bevezetiink: [u,v] := {A\u+ Aav: A1, A2 20, A\ + Ao =1}

Egy K C R? halmazt akkor hivunk konvexnek, ha tetszéleges u,v € K pon-
tokra [u,v] C K fenndll.

Hogyan ,egészitiink ki” egy halmazt konvex halmazza? Azt mondjuk, hogy
az R%beli H halmaznak a K halmaz a konvex burka, ha K konvex, tartalmazza H-t,
és a legkisebb ilyen halmaz, azaz barmely L konvex halmazra, amely tartalmazza
H-t igaz, hogy K C L. Belathat6, hogy minden halmaznak pontosan egy konvex
burka van.

T6bbszor hasznaljuk majd a fenti definicié egy kovetkezményét: ha az A C R?
véges halmaz benne van az L konvex halmazban, akkor A konvex burka is benne
van L-ben.

Egy kétpontd halmaz konvex burka a szakaszuk. Harom pontra mi a hely-
zet? A konvex burkuk nyilvan a haromszoglemez, melynek 6k a cstcsai. Hogyan
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kapjuk meg a sikon egy u, v, w csicsi haromszoglemez pontjait? A silypontjat
példaul az (u + v + w)/3 képlettel (14ssuk be). Kicsit dltaldnosabban: ha vesziink
A1, A2, A3 > 0 sulyokat, melyek Osszege 1, akkor a Aju+ Aav + A3w helyvektord
pont a hdromszoglemez egy pontja (ezt prébédljuk ki, és lassuk is be).

Mindezt ennél kicsit altaldnosabban is elmondhatjuk: adott véges sok R%beli
vektor, ui, us, ..., u;. Ekkor egy

Atug + dgug + ..+ Aguy

alaku kifejezést, ahol Ay, Ag,..., Ag = 08s A1 + o +...+ A\ =1, konvex kombind-
cionak hivunk. Az eddigiek szerint, ha rogzitiink két pontot a térben, és vessziik
az Osszes konvex kombindcidjukat, akkor pontosan a szakaszuk pontjait kapjuk.
Ha pedig rogzitiink harom nem egy egyenesre es6 pontot, és vessziik az Osszes
konvex kombinacidjukat, akkor pontosan annak a haromszoglemeznek a pontjait
kapjuk, melynek 6k a csiicsai.

Igazolhatd, hogy ha egy H C R? halmaz 6sszes véges részhalmazéanak vessziik
az Osszes konvex kombinacidjat, akkor éppen H konvex burkat kapjuk.

Feladat: Mutassuk meg, hogy H pontosan akkor konvex, ha tetszélegesen
valasztva véges sok pontot H-bol, az 6 konvex burkuk H részhalmaza.

2.3. Konvex politépok. Emlékezziink vissza arra, hogy mi is egy hipersik
R%ben: Adottak az a1, as,...,aq szdmok, melyek koziil legaldbb egy nem nulla,
és még egy ag4+1 szam. Ekkor az ajx; 4+ asxe + ... + agrqg + ag+1 = 0 egyenletet
kielégitd (z1;...;xq) pontok halmaza egy hipersik.

Konvez testnek neveziink egy olyan korlatos konvex halmazt, amely nem része
semmilyen hipersiknak (azaz nem ,lapos”).

Definialjuk a sikbeli konvex sokszog és a térbeli konvex poliéder altalanositasat,
a d-dimenzids konvex politdpot gy, mint véges sok R?beli pont konvex burka.
Ez a definicié nem tokéletes: a térben, R3-ban, példaul megengedi, hogy vegyiik
hiarom nem egy egyenesre es6 pont konvex burkat, azaz egy haromszoget. Ezt nem
szeretnénk 3-dimenziés politopnak hivni, ezért a definiciot kiegészitjiik: véges sok,
nem egy hipersikba esé R%-beli pont konvex burkat d-dimenzids konvex politépnak
hivjuk. fgy minden konvex politép egy konvex test (ehhez ldssuk be, hogy valéban
korldtos halmaz).

A csics fogalmat nem definidlom, mert hosszadalmas lenne, szemléletesen meg
ugyis érthetd. De haszndlni fogom azt a tényt, hogy, ha egy konvex politop el6all
n pont konvex burkaként, akkor csicsainak halmaza ezen n pont részhalmaza, és igy
persze legfeljebb n csicsa van. Miért nem mondom, hogy mind az n pont csics?
Vegyiik példdul egy kocka 8 csiicsat és a kozéppontjat. A kocka ezen 9 pontnak
a konvex burka, mégse szeretném a kodzéppontot is egy csicsnak hivni.

A sikban két pont mindig egy egyenesre esik. Ha vesziink harom, nem egy
egyenesre es pontot, a konvex burkuk egy haromszog. A térben harom pont min-
dig egy sikba esik. Ha vesziink négy, nem egy sikba es6 pontot, a konvex burkuk
egy tetraéder. Belathaté, hogy d dimenzidban tetszoleges d pont egy hipersikba
esik (ez a hipersik nem feltétleniil egyértelmii). Aki meg tud oldani sokismeretle-
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nes linearis egyenletrendszereket, akkor ezt lassa is be. Ha nem, akkor elhihetjiik
a térbeli eset alapjan.

Gondolkodnivalé: R%-ben d + 1 nem egy hipersikra esé pont konvex burkanak
a neve szimplex, ez talan a legegyszerlibb d-dimenzids konvex politép. A szimp-
lexnek persze d + 1 cstcsa, tehat 0-dimenzids lapja van, és d + 1 hiperlapja, tehat
(d — 1)-dimenzids lapja. Ha 0 < k < d, akkor hény k-dimenziés lapja van? Ehhez
a kérdéshez az lenne tisztességes, ha definidlndm egy konvex politép k-dimenzids
lapjait, de nem leszek tisztességes, és a lap értelmezését az Olvasé képzeletére bi-
zom.

2.4. Térfogat. Szinte minden készen all arra, hogy R?-ben geometriaval fog-
lalkozzunk, kivéve egy mennyiséget, amelyet a geométerek nagyon kedvelnek, a tér-
fogatot. A teriiletet kozépiskolaban valahogy igy vezetik be: egy a oldalhosszi négy-
zet teriilete a?. Ha adott egy korlatos konvex sikidom, K, akkor vehetiink véges sok
atfedés nélkiili, a koordindtatengelyekkel parhuzamos oldalii négyzetet K-ban, és
kiszamolhatjuk az Osszteriiletiiket. Az igy megkaphaté Osszteriiletek szuprémuma
K teriilete. A szuprémum majdnem ugyanazt jelenti, mint a maximum. Pontosab-
ban: K teriilete 5, ha nem tudok K-ba tugy véges sok atfedés nélkiili, a koordinata-
tengelyekkel parhuzamos oldali négyzetet rajzolni, hogy az Gsszteriiletitk nagyobb
legyen, mint 5, de barmilyen 5-nél kisebb ¢ szamhoz tudok olyan négyzeteket raj-
zolni, amelyek Osszteriilete legalabb t.

A haromdimenziés térben hasonléan definidljuk egy konvex test térfogatdt,
igy a kovetkez6 definicié nem meglepd. Legyenek adottak az aq,as,...,aq és
a by, by, ..., by valéds szdmok, melyekre teljesiil, hogy a; < b; minden i-re. Ekkor az

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [ad,bd] = {(1'1;1'2; C ;(Ed) € Rd X € [a“bl]}
R%beli halmazt tengely-parhuzamos téglanak hivjuk, melynek térfogata

(b1 —a1)(bz —az) -+ (ba — aa),

ami éppen a két- és haromdimenziés eset dltaldnositasa. Legyen adott R%ben egy
korldtos konvex halmaz, K. Vegyiink véges sok atfedés nélkiili, tengely-parhuzamos
téglat K -ban, és szamoljuk ki az 6ssztérfogatukat. Az igy megkaphaté Ossztérfoga-
tok szuprémuma K térfogata, amelyet vol (K )-val jeloliink.

Feladat: Az R%beli K konvex testet nagyitsuk, vagy kicsinyitsiik az origébél
A > 0 ardnnyal: AK := {\v: v € K}. Igazoljuk, hogy térfogata igy valtozik:

(3) vol (AK) = X vol (K).

Ez éppen a sikban, illetve a térben ismert képlet altaldnositdsa. A térfogatnak még
sok szép tulajdonsiaga van, de azokat nem hasznédlom, igy most nem sorolom fel.

Tandcs: Mindenhez, amirdl eddig szd volt, illetve ezutan szé esik, batran
készitsiink sikbeli dbrét, esetleg préobaljuk meg elképzelni harom dimenziéban, ez
hasznos lesz, és az igy kapott kép alig csal.
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3. Elekes tétele: gobmbo6t a legnehezebb kozeliteni

Tegyiik fel, hogy a K konvex test tartalmazza a P konvex politépot. Hogyan
mérjiik, hogy P mennyire van kozel K-hoz? Egy természetes valasz az, hogy nézziik
meg a kiilonbségiik térfogatat. Bizonyitas nélkiil kimondom Macbeath 1951-ben
belatott tételét: Legyen K egy R-beli konvex test, amelynek a térfogata egyenld
az 1 sugari gomb, B térfogatdval. Ekkor tetszdleges n > d + 1 természetes szamra
K tartalmaz olyan n-csucsi konvex politopot, melynek a térfogata legaldbb akkora,
mint a B-ben tartalmazott legnagyobb térfogati n-csicsi konvex politép térfogata.
Gondoljuk meg, hogy ez éppen azt jelenti, hogy nincs a gémbnél nehezebben
kozelitheto konvex K test.

Mennyire rosszul kozelitheté a gomb? Elekes kovetkezd tétele szerint igen
rosszul.

3.1. tétel (Elekes, 1986). Legyen P egy n csicsi konvex politép a B gombben.
Ekkor vol (P) < 54 vol (B).

A tétel d nagy értékére érdekes. Azt mondja, hogy, ha olyan politépot kere-
sek a gombben, amelynek térfogata a gomb térfogatdnak mondjuk fele, akkor sok,
legaldbb 2971 csiicsra van sziikségem. Példdul egy hatdimenzids gomb fél térfogata-
nak a ,korbekeritéséhez” legalabb 32 cstics kell. Azt nem éllitja a tétel, hogy ennyi
elég is.

Miel6tt d dimenzidéban targyalnank Elekes csodalatosan egyszerii, elemi bizo-
nyitdsat, bizonyitsuk be a kovetkezo sik-, illetve térbeli allitast, aminek d-dimenzids
altalanositdsa bizonyitasdnak lényege:

Feladat: Adott egy vq,..., Vv, konvex poligon a sikon, ahol jeldlje o az origét.
Mutassuk meg, hogy az [o,v;] szakaszok mint atmérdk {61é rajzolt korsk teljesen
lefedik a poligont.

Ugyanez térben: adott egy P konvex poliéder a haromdimenziés térben, mely-
nek csicsai vy, . .., vy,. Igazoljuk, hogy az [o, v;] szakaszok mint atmérdk folé rajzolt
gombok teljesen lefedik a poliédert.

Ha ezt a két feladatot megoldottuk, akkor nyilvan meg tudjuk fogalmazni, és
talan be is tudjuk bizonyitani a d dimenzids megfelel6jét. Abbdl pedig Elekes tétele
mar konnyen kijon. Most ezt vessziik végig.

Elekes gyonyori igazolasa a kovetkezo. Jelolje P csucsait vy, . . ., v,. Tekintsiik
minden egyes v; csicsra azt a B; gombot, melynek az [0, v;] szakasz egy dtméréje,
ahol o jeloli az origét. A kulcséllitas az, hogy ezen gombok fedik P-t, azaz

(4) rc|)s.

Tegyiik fel, hogy egy w pont nincs benne a gémbok unidjaban. Ekkor, a Thalesz-
tétel megforditasat haszndlva az <owv; szogre kapjuk, hogy

(5) <owv; < /2
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minden i-re. (Itt csondben felhasznaltuk, hogy két vektor sikjdban az &ltalunk
skalaris szorzas segitségével definidlt sz6g megegyezik az iskoldban tanult szogfo-
galommal.) Tekintsiik azt a H hipersikot, mely illeszkedik w-re és merdleges a w
vektorra, azaz H := {x € R?: (x,w) = |W|2} (érdemes meggondolni, hogy valéban
ez H egyenlete). A H hipersik két félteret hatdrol, jelolje H~ azt a nyilt (tehdt
H-t nem tartalmazd) félteret, amely az origdt tartalmazza, azaz H~ := {x € R :
(x,w) < |w|*}. Nyilvanvaléan H~ egy konvex halmaz (ez is belatandd). Noha H~
tdmaszkodik a w pontra, w ¢ H~.

Feladat: Mutassuk meg, hogy (5) kovetkezményeként megkapjuk, hogy
v; € H™ minden i-re.

fgy viszont P benne van a H~ konvex halmazban, mert H ~-beli pontok konvex
burka. Ebbél kovetkezéen w ¢ P. Ezzel a (4) képletet belattuk.

Azt, hogy v; € H™, szamoldssal is igazolhatjuk, amit le is irok; ebbél latszik
majd, hogy a Thalesz-tétel megforditasara sem kell hivatkozni a gondolatmenetben.
Mivel w nincs benne a gombok uniéjdban, azért minden i-re |v;/2 — w| > |v;|/2,
amibdl négyzetreemeléssel kapjuk, hogy

(vi)2 —w,vi /2 —w) = [vi|* /4 + [w|* = (vi,w) > |vi[>/4.

Igy (vi,w) < |w|?, azaz v; € H™.

Végiil mivel B; sugara legfeljebb 1/2, igy (3) szerint vol (B;) < vol (B)/24.
Ugyanakkor (4) szerint vol (P) < Y_i_, vol (B;), amivel Elekes tételét beldttuk.

Feladat: Bizonyitsuk be Thalész tételét d dimenziéban, a kovetkezd formaban:
adottak az u # v pontok R%ben. Ekkor pontosan azon w pontokra lesz az <uwv
sz6g derékszog, amelyeknek az (u+v)/2 ponttdl vett tavolsdga [u — v|/2. Amelyek
tavolsiga kisebb, azokra az <uwv szdg nagyobb, mint derékszog, amelyek tavolsdga
nagyobb, azokra a szog kisebb, mint derékszog.

4. Gomb kézelitése maximalis pakolassal

Végiil térjiink vissza a sirkofaragdk bevezetoben emlitett igazsdgahoz: belatjuk,
hogy egy elegendden sok csticesal rendelkez6 politép tudja a gombot jol kozeliteni.
Ezuattal gomb és politép kozelségét nem a kiilonbség térfogatdval mérjiik, hanem
egy masik, szintén természetes médon. Ha a P konvex politépra teljesiil, hogy

(6) B(p) C P C B,

ahol 0 < p < 1 egy 1-hez kozeli szam, akkor jogosan mondhatjuk, hogy P kozel van
a gbmbhoz.

4.1. tétel. Tetszdleges d dimenzidra és 0 < p < 1 szamra van olyan n csticsi
P politép, melyre (6) teljesiil, ahol
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Tételiink belatasahoz sziikségiink lesz egy alapvet6 allitasra a konvexitas terii-
letérdl, amely szemléletesen egyaltaldn nem meglepd, de pontos bizonyitdsa mégis
meglepden hosszadalmas, ezért mell6zziik.

Rogzitsiink egy 0 < p < 1 szdmot. Tetsz6leges w pontra a B(p) gomb hatéran,
azaz olyan pontra, melyre |w| = p, jelolje Hy azt a hipersikot, mely w-ben érinti
B(p)-t, azaz amelynek pontosan egy kozos pontja van B(p)-val. Beldthatd, hogy
ennek egyenlete H = {u € R?: (w,u) = p?}. Jeldlje tovabbd Fy, azt a Hy altal
hatdrolt félteret (H-t is beleértve), amely nem tartalmazza az origét.

4.2. allitas. Legyen P a vy,...,v, pontok konver burka. Ekkor P akkor és
csak akkor fedi az origo kozépponti p sugard gombét, ha a gomb hatdrdnak barmely
w pontjdban hiuzott érinté hipersiknak az origéval dtellenes oldaldn is van legaldbb
egy v;. Formdlisan: B(p) C P akkor, és csak akkor, ha minden w pontra, amelyre
|[w| = p, van olyan i € {1,...,n}, amelyre v; € Fy.

Illusztracioként érdemes belatni az allitast a sikon.

Ezutan bebizonyitjuk a 4.1. tételt. Egy olyan politépot akarunk talalni, amely
n pont konvex burkaként all el6, ahol ezek a pontok egyméashoz nincsenek til ko-
zel, igy ,egyenletesen oszlanak el” a gémbben. Rogzitiink ezért egy 6 > 0 szamot,
amelyet majd késébb vélasztunk meg, és keresiink a B gémbben egy olyan ponthal-
mazt, amelyben barmely két pont tavolsaga legaldbb d, vagy mésképpen, a pontok
koriili 6/2 sugart gombok atfedés nélkiiliek. Igy persze a §/2 sugard gombok uni-
6ja benne van a B(1 + 6/2) gémbben. Ezt gy hivjdk, hogy 6/2 sugard gémbok
pakoldsa B(1 + 0/2)-ben.

Akérhdny goémbot nem vehetiink, mivel egy §/2 sugartd gomb térfogata
(6/2)% vol (B), mig az 8ket tartalmazé B(1+ 6/2)-¢ (1+6/2)% vol (B), lasd (3).
Ezért

®) n < (1+68/2)7/(5/2)".

Szeretnénk, ha ezek a kis gombok, amennyire lehet, , kitcltenék” B-t, ezért egy
mazimdlis pakoldst vesziink, azaz olyan vy, ..., v, ponthalmazt B-ben, amelyhez
mar nem vehet6é hozza wjabb pont Ugy, hogy az mindegyik v;-tél legalabb § tavol
legyen. Azaz a v;-k koriili § sugari gémbok fedik B-t.

Most belatjuk, hogy 6 =1 — p valasz-

tassal minden w pontra, amelyre |w| = p, Py | FL
van olyan ¢ € {1,...,n}, amelyre v; € F,.
Ez, a 4.2. allitds szerint elegend ahhoz, 0
hogy a vi,...,Vv, pontok konvex burka tar-
talmazza B(p)-t. 5
w/|wl

Tekintsiink egy w vektort, melynek
hossza p, és tegyiik fel, hogy az F,, féltér-
ben nincs v;. Ez esetben a § sugaru gom-
bok mindegyikének a kozéppontja az Fi,
féltér komplementer félterében van. Tol-
juk el az Fy, félteret gy, hogy a hatarold 2. dbra. B(p) kiils6 érint6féltere Fiy,
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hipersik § tdvolsdggal ,,beljebb” keriil a féltérbe, és jeloljiik az {gy kapott félteret F -
vel (2. dbra). Ekkor a § sugart gombok unidja az F), féltér komplementerében van,
és {gy nem tartalmazza a w/|w| € B pontot. Tehdt w/|w| minden v;-t6l legalabb §
tavol van, ami ellentmond annak, hogy a pakoldasunk maximélis. Megkaptuk tehat,
hogy a vy,...,v, pontok konvex burka tartalmazza a B(p) gdmbot.

Végiil (8) garantdlja a (7) képlet helyességét, mert 6 = 1 — p, amivel a 4.1. tételt
belattuk.

Zarasul egy kis szamolas, amely Gsszehasonlitja a két tételt. Tiz dimenzidban
milyen nagy n-nel garantalja a 4.1. tétel olyan B-beli legfeljebb n-csticsi konvex po-
litép, P létezését, amelynek térfogata legaldbb vol (B)/2? Abbdl, hogy B(p) C P,
csak annyi kovetkezik, hogy p?vol (B) < vol (P). Tehat a p = {/1/2 =~ 0,933 su-
gari gémbot kell tartalmaznia P-nek, amit kb. n = 7,8 - 10 csticesal tud elérni
a tétel. Mindekozben a 3.1. tétel szerint n legaldbb 512. A két korlat kozott van né-
mi hézag. Szerencsére a bemutatottaknal erdsebb tételek is ismertek, de az iziiket
ez a ketto is remekiil visszaadja.

Az érdeklédd Olvasénak a magasdimenzids geometridrol a [2] remek konyveket
javaslom.

A cikk megirasaban, a gondolatmenetek tisztazasaban sokat segitett Surdnyi
Laszlé és Lakos Gyula. Koszénom nekik!

A cikk az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma UNKP-17-4 kédszamu Ijj Nem-
zeti Kivalosag Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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Naszd6di Marton

Gyakorlé feladatsor
' ' emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazéin a kovetkezd egyenletet:

logye 1 (2771 +5) =2. (6 pont)

b) A LOTTO (90 szambdl 5 hiizdsa) megvaltoztatésara késziilnek. Két javaslat
van. Az egyik 90-bol 4 szam huzasat javasolva a régi médon, a masik meg 45 szambol
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