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portre-2016-12/365-farago-andorrol-ket-tetelben-i-felkeszules-a-tanari-

palyara-a-xix-szazad-vegen.

[3] Radnai Gyula: Faragó Andorról – két tételben II. Tanár és lapszerkesztő a XX. szá-
zadban, Érintő (2017. március), http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-
2017-03/405-farago-andorrol-ket-tetelben-2-tanar-es-lapszerkeszto-a-xx-

szazadban.

[4] Oláh Vera: Arckép helyett, Érintő (2017. december), http://ematlap.hu/
index.php/interju-portre-2017-12/627-arckep-helyett.

Politópok és a gömb d-dimenzióban

1. ábra. Szabályos

17-szög

Gauss tizenkilenc éves korában igazolta, hogy a sza-
bályos 17-szög (magyarul heptadekagon) megszerkeszthe-
tő körző és vonalzó használatával [1]. Eredményére annyi-
ra büszke volt, hogy úgy rendelkezett, hogy a śırkövé-
re véssenek egy szabályos 17-szöget. A śırkőfaragók erre
nem voltak hajlandók, mert a szabályos 17-szög lénye-
gében egy kör. Ebben a cikkben nem Gauss munkájával
foglalkozunk, hanem a śırkőfaragók fenti igazságával.

A modern śırkőfaragók már nemcsak śıkbeli ábrák-
kal dolgoznak, hanem térbeliekkel is, ők a szobrászok és
a hologram-késźıtők. És az igazán modern śırkőfaragók

magasabb dimenziós ábrákkal is dolgoznak, ők a matematikusok, sőt, mára már
a fizikusok, közgazdászok, és a biológusok is.

Azt fogjuk körüljárni, mennyire lehet egy d-dimenziós konvex testet egy po-
litóppal (a sokszög magasdimenziós megfelelője) közeĺıteni. Ehhez persze tisztázni
kell, hogy mi az a d-dimenziós konvex test, mi az, hogy politóp, és mit jelent az,
hogy egy politóp közel van egy konvex testhez.

1. Ha a négy dimenzió a téridő, akkor a hat dimenzió
az a

”
téridőhőmérsékletpáratartalom”?

Lényegében igen. Kicsit pontosabban: megtanultuk, hogy a śıkban, miután
felvettünk egy koordinátarendszert, a pontok helyett beszélhetünk valós számpá-
rokról, (x; y). A koordináták nyelvén nem csak pontokról, hanem ponthalmazokról
is tudunk beszélni. Feĺırhatjuk például a (2; 7) középpontú, 3 sugarú kör egyenletét:

(x− 2)
2
+ (y − 7)

2
= 9, vagy egy egyenes egyenletét: 15x− 3y + 8 = 0. Innen kis

lépés a tér pontjait valós számokból álló hármasokkal, (x; y; z) azonośıtani. Aztán
feĺırhatjuk bizonyos térbeli alakzatok egyenleteit is. Például a (2; 7;−8) középpon-

tú, 3 sugarú gömbhéj egyenlete (x− 2)
2
+ (y − 7)

2
+ (z + 8)

2
= 9, vagy egy śık

egyenlete 15x− 3y + 15z + 8 = 0. Most egy nagyon bátor lépés következik: ı́rjunk
egy zárójelen belülre 6 számot egymástól pontosvesszővel gondosan elválasztva:
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(x1;x2;x3;x4;x5;x6). Így például (−2;−3; 22, 5; 9; 11; 8) egy pont a hatdimenziós
térben, amelyet – mivel valós számhatosok alkotják – R6-tal jelölünk (és mondjuk

”
err ad hat”-nak olvashatunk).

De mi ennek az értelme? Amit hat valós számmal lehet léırni, arról beszél-
hetek úgy, mint R6 egy pontjáról. Ha mondjuk megmérjük egy hangya 6 lábának
a hosszát, akkor kapunk egy pontot (x1;x2; . . . ;x6) ∈ R6. Egy másik hangya ad
egy másik pontot (x′1;x

′
2; . . . ;x

′
6) ∈ R6. Hogyan fejezzük ki azt, hogy a két han-

gya mennyire hasonló? Vegyük a két R6-beli pont távolságát, amelyet, a két- és
háromdimenziós eset kiterjesztéseként definiálhatunk ı́gy:

d
(
(x1;x2; . . . ;x6), (x

′
1;x

′
2; . . . ;x

′
6)
)
:=(1)

:=

√
(x1 − x′1)

2
+ (x2 − x′2)

2
+ . . .+ (x6 − x′6)

2
.

Hogyan lehet elképzelni a hatdimenziós teret? Erre nincs kanonikus válasz,
én úgy képzelem el, mint a háromdimenziósat, persze tudva, hogy ez a kép vala-
mennyire pontatlan. Például az 5x1−3x2+8x3−12x4+2x5+3x6+8 = 0 egyenlet
egy hiperśıkot ı́r le, amelyet ugyanúgy lehet elképzelni, mint egy śıkot a térben. És
ez a kép jó is, például éppen úgy két féltérre osztja R6-ot, ahogyan egy śık is R3-at:
vannak olyan pontok R6-ban, melyekre 5x1− 3x2+8x3− 12x4+2x5+3x6+8 > 0,
és vannak olyanok, melyekre 5x1−3x2+8x3−12x4+2x5+3x6+8 6 0. De vigyázni
kell ezzel a képpel, mert mı́g két általános helyzetű śık metszete egy egyenes, háro-
mé pedig egy pont R3-ban, addig R6-ban két általános helyzetű hiperśık metszete
egy 4-dimenziós ponthalmaz, három általános helyzetű hiperśık metszete pedig egy
3-dimenziós ponthalmaz R6-ban (most a dimenziót és az általános helyzetet nem
definiálom).

2. Rd geometriája

Legyen mostantól d egy pozit́ıv egész szám. Az eddigiek alapján a d koordiná-
tából álló pontok terét Rd-vel jelöljük, és elemeit hol vektoroknak, hol pontoknak
h́ıvjuk. Megvan tehát a terünk ponthalmaza, kell még néhány mennyiség, struktúra,
amelyektől ennek a térnek geometriája is lesz. Erről szól ez a fejezet.

2.1. Távolság, szög. A távolság és a szög defińıciójához is a skaláris szorzá-
son keresztül jutunk majd el, ez a központi fogalom. Két d-dimenziós vektornak,
u = (u1;u2; . . . ;ud)-nak, illetve v = (v1; v2; . . . ; vd)-nek a skaláris szorzatát az

(2) 〈u,v〉 := u1v1 + u2v2 + . . .+ udvd

képlettel definiáljuk. Ennek seǵıtségével definiálhatjuk egy vektor hosszát, |v| :=
:=
√〈v,v〉. Vegyük észre, hogy ez éppen a két- és háromdimenziós defińıció ál-

talánośıtása: a koordináták négyzetösszegének gyöke. Ebből kapjuk két pont tá-
volságát, d(u,v) := |u− v|, ami persze éppen az (1) egyenlet át́ırva d koordiná-

tára. Így már tudjuk, mi az origó középpontú ρ > 0 sugarú (tömör) gömb: azon
(x1;x2; . . . ;xd) ∈ Rd pontok halmaza, melyekre teljesül az x21 + x22 + . . .+ x2d 6 ρ2

egyenlőtlenség. Ezt B(ρ)-val fogjuk jelölni, és ha ρ = 1, akkor elhagyjuk, és egy-
szerűen B-t ı́runk. Azt is meg tudjuk fogalmazni, hogy egy alakzat

”
nem nyúlik
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a végtelenbe”: a H ⊆ Rd halmazt korlátosnak h́ıvjuk, ha van olyan ρ > 0 valós
szám, amelyre H benne van B(ρ)-ban.

A skaláris szorzatot középiskolában a śık, illetve a tér két, α szöget bezá-
ró vektorára az 〈u,v〉 := |u| |v| cosα képlettel szoktuk definiálni, aztán belátjuk
a (2) képletet. Most (2) a defińıció, és belátható (ezt nem tesszük meg), hogy a śı-
kon, illetve a térben igaz a koszinuszos képlet. A szöget d-dimenzióban egyszerűen
a skaláris szorzásból definiáljuk, amit egy kicsit elő kell késźıteni.

A Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenség szerint bármely u1, . . . , ud és
v1, . . . , vd valós számokra teljesül, hogy∣∣∣∣ d∑

i=1

uivi

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ d∑
i=1

u2i

∣∣∣∣1/2 ∣∣∣∣ d∑
i=1

v2i

∣∣∣∣1/2,
(ezt most nem bizonýıtjuk), ami másképp ı́gy ı́rható:

∣∣〈u,v〉∣∣ 6 |u| |v|.
Definiáljuk ezért az u és v vektorok szögét úgy, mint az az α ∈ [0, π] valós

szám, melyre

cosα =
〈u,v〉
|u| |u| .

Feladat: Lássuk be, hogy a távolságra teljesül a háromszög-egyenlőtlenség, azaz
tetszőleges három u,v, z ∈ Rd pontra igaz, hogy d(u,v) + d(v, z) > d(u, z).

Ez az álĺıtás és sok hasonló több-kevesebb számolást igényel, azonban mind hi-
hetőbbé válnak, ha magunkévá tesszük azt a geometriai képet, hogy bármely 3 pont
egy (kétdimenziós) śıkban van, és az Rd-beli távolság ebben a śıkban pontosan a śık
szokásos geometriáját adja meg.

2.2. Konvex halmazok. Ahhoz, hogy konvex halmazokról beszélhessünk,
tudnunk kell, mi az a szakasz. Adott két vektor, u,v ∈ Rd. Hogy kapjuk meg
a szakaszuk felezőpontját? Az 1

2
u+ 1

2
v képlettel. És az u-hoz közelebbi harma-

dolópontját? A 2
3
u+ 1

3
v képlettel (ezt gondoljuk végig a śıkon vagy a térben). Így

nem meglepő, hogy általában a szakasz tetszőleges pontját λ1u+ λ2v alakban kap-
juk meg, ahol λ1, λ2 nemnegat́ıv valós számok, melyek összege 1. A szakaszra egy
jelölést is bevezetünk: [u,v] := {λ1u+ λ2v : λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1}.

Egy K ⊆ Rd halmazt akkor h́ıvunk konvexnek, ha tetszőleges u,v ∈ K pon-
tokra [u,v] ⊆ K fennáll.

Hogyan
”
egésźıtünk ki” egy halmazt konvex halmazzá? Azt mondjuk, hogy

az Rd-beliH halmaznak aK halmaz a konvex burka, haK konvex, tartalmazzaH-t,
és a legkisebb ilyen halmaz, azaz bármely L konvex halmazra, amely tartalmazza
H-t igaz, hogy K ⊆ L. Belátható, hogy minden halmaznak pontosan egy konvex
burka van.

Többször használjuk majd a fenti defińıció egy következményét: ha az A ⊂ Rd

véges halmaz benne van az L konvex halmazban, akkor A konvex burka is benne
van L-ben.

Egy kétpontú halmaz konvex burka a szakaszuk. Három pontra mi a hely-
zet? A konvex burkuk nyilván a háromszöglemez, melynek ők a csúcsai. Hogyan
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kapjuk meg a śıkon egy u, v, w csúcsú háromszöglemez pontjait? A súlypontját
például az (u+ v +w)/3 képlettel (lássuk be). Kicsit általánosabban: ha veszünk
λ1, λ2, λ3 > 0 súlyokat, melyek összege 1, akkor a λ1u+ λ2v + λ3w helyvektorú
pont a háromszöglemez egy pontja (ezt próbáljuk ki, és lássuk is be).

Mindezt ennél kicsit általánosabban is elmondhatjuk: adott véges sok Rd-beli
vektor, u1,u2, . . . ,uk. Ekkor egy

λ1u1 + λ2u2 + . . .+ λkuk

alakú kifejezést, ahol λ1, λ2, . . . , λk > 0 és λ1 + λ2 + . . .+ λk = 1, konvex kombiná-
ciónak h́ıvunk. Az eddigiek szerint, ha rögźıtünk két pontot a térben, és vesszük
az összes konvex kombinációjukat, akkor pontosan a szakaszuk pontjait kapjuk.
Ha pedig rögźıtünk három nem egy egyenesre eső pontot, és vesszük az összes
konvex kombinációjukat, akkor pontosan annak a háromszöglemeznek a pontjait
kapjuk, melynek ők a csúcsai.

Igazolható, hogy ha egy H ⊆ Rd halmaz összes véges részhalmazának vesszük
az összes konvex kombinációját, akkor éppen H konvex burkát kapjuk.

Feladat: Mutassuk meg, hogy H pontosan akkor konvex, ha tetszőlegesen
választva véges sok pontot H-ból, az ő konvex burkuk H részhalmaza.

2.3. Konvex politópok. Emlékezzünk vissza arra, hogy mi is egy hiperśık
Rd-ben: Adottak az a1, a2, . . . , ad számok, melyek közül legalább egy nem nulla,
és még egy ad+1 szám. Ekkor az a1x1 + a2x2 + . . .+ adxd + ad+1 = 0 egyenletet
kieléǵıtő (x1; . . . ;xd) pontok halmaza egy hiperśık.

Konvex testnek nevezünk egy olyan korlátos konvex halmazt, amely nem része
semmilyen hiperśıknak (azaz nem

”
lapos”).

Definiáljuk a śıkbeli konvex sokszög és a térbeli konvex poliéder általánośıtását,
a d-dimenziós konvex politópot úgy, mint véges sok Rd-beli pont konvex burka.
Ez a defińıció nem tökéletes: a térben, R3-ban, például megengedi, hogy vegyük
három nem egy egyenesre eső pont konvex burkát, azaz egy háromszöget. Ezt nem
szeretnénk 3-dimenziós politópnak h́ıvni, ezért a defińıciót kiegésźıtjük: véges sok,
nem egy hiperśıkba eső Rd-beli pont konvex burkát d-dimenziós konvex politópnak
h́ıvjuk. Így minden konvex politóp egy konvex test (ehhez lássuk be, hogy valóban
korlátos halmaz).

A csúcs fogalmát nem definiálom, mert hosszadalmas lenne, szemléletesen meg
úgyis érthető. De használni fogom azt a tényt, hogy, ha egy konvex politóp előáll
n pont konvex burkaként, akkor csúcsainak halmaza ezen n pont részhalmaza, és ı́gy
persze legfeljebb n csúcsa van. Miért nem mondom, hogy mind az n pont csúcs?
Vegyük például egy kocka 8 csúcsát és a középpontját. A kocka ezen 9 pontnak
a konvex burka, mégse szeretném a középpontot is egy csúcsnak h́ıvni.

A śıkban két pont mindig egy egyenesre esik. Ha veszünk három, nem egy
egyenesre eső pontot, a konvex burkuk egy háromszög. A térben három pont min-
dig egy śıkba esik. Ha veszünk négy, nem egy śıkba eső pontot, a konvex burkuk
egy tetraéder. Belátható, hogy d dimenzióban tetszőleges d pont egy hiperśıkba
esik (ez a hiperśık nem feltétlenül egyértelmű). Aki meg tud oldani sokismeretle-
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nes lineáris egyenletrendszereket, akkor ezt lássa is be. Ha nem, akkor elhihetjük
a térbeli eset alapján.

Gondolkodnivaló: Rd-ben d+ 1 nem egy hiperśıkra eső pont konvex burkának
a neve szimplex, ez talán a legegyszerűbb d-dimenziós konvex politóp. A szimp-
lexnek persze d+ 1 csúcsa, tehát 0-dimenziós lapja van, és d+ 1 hiperlapja, tehát
(d− 1)-dimenziós lapja. Ha 0 6 k 6 d, akkor hány k-dimenziós lapja van? Ehhez
a kérdéshez az lenne tisztességes, ha definiálnám egy konvex politóp k-dimenziós
lapjait, de nem leszek tisztességes, és a lap értelmezését az Olvasó képzeletére b́ı-
zom.

2.4. Térfogat. Szinte minden készen áll arra, hogy Rd-ben geometriával fog-
lalkozzunk, kivéve egy mennyiséget, amelyet a geométerek nagyon kedvelnek, a tér-
fogatot. A területet középiskolában valahogy ı́gy vezetik be: egy a oldalhosszú négy-
zet területe a2. Ha adott egy korlátos konvex śıkidom, K, akkor vehetünk véges sok
átfedés nélküli, a koordinátatengelyekkel párhuzamos oldalú négyzetet K-ban, és
kiszámolhatjuk az összterületüket. Az ı́gy megkapható összterületek szuprémuma
K területe. A szuprémum majdnem ugyanazt jelenti, mint a maximum. Pontosab-
ban: K területe 5, ha nem tudok K-ba úgy véges sok átfedés nélküli, a koordináta-
tengelyekkel párhuzamos oldalú négyzetet rajzolni, hogy az összterületük nagyobb
legyen, mint 5, de bármilyen 5-nél kisebb t számhoz tudok olyan négyzeteket raj-
zolni, amelyek összterülete legalább t.

A háromdimenziós térben hasonlóan definiáljuk egy konvex test térfogatát,
ı́gy a következő defińıció nem meglepő. Legyenek adottak az a1, a2, . . . , ad és
a b1, b2, . . . , bd valós számok, melyekre teljesül, hogy ai < bi minden i-re. Ekkor az

[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [ad, bd] :=
{
(x1;x2; . . . ;xd) ∈ Rd : xi ∈ [ai, bi]

}
Rd-beli halmazt tengely-párhuzamos téglának h́ıvjuk, melynek térfogata

(b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bd − ad),

ami éppen a két- és háromdimenziós eset általánośıtása. Legyen adott Rd-ben egy
korlátos konvex halmaz, K. Vegyünk véges sok átfedés nélküli, tengely-párhuzamos
téglát K-ban, és számoljuk ki az össztérfogatukat. Az ı́gy megkapható össztérfoga-
tok szuprémuma K térfogata, amelyet vol (K)-val jelölünk.

Feladat: Az Rd-beli K konvex testet nagýıtsuk, vagy kicsinýıtsük az origóból
λ > 0 aránnyal: λK := {λv : v ∈ K}. Igazoljuk, hogy térfogata ı́gy változik:

(3) vol (λK) = λd vol (K).

Ez éppen a śıkban, illetve a térben ismert képlet általánośıtása. A térfogatnak még
sok szép tulajdonsága van, de azokat nem használom, ı́gy most nem sorolom fel.

Tanács: Mindenhez, amiről eddig szó volt, illetve ezután szó esik, bátran
késźıtsünk śıkbeli ábrát, esetleg próbáljuk meg elképzelni három dimenzióban, ez
hasznos lesz, és az ı́gy kapott kép alig csal.
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3. Elekes tétele: gömböt a legnehezebb közeĺıteni

Tegyük fel, hogy a K konvex test tartalmazza a P konvex politópot. Hogyan
mérjük, hogy P mennyire van közel K-hoz? Egy természetes válasz az, hogy nézzük
meg a különbségük térfogatát. Bizonýıtás nélkül kimondom Macbeath 1951-ben
belátott tételét: Legyen K egy Rd-beli konvex test, amelynek a térfogata egyenlő
az 1 sugarú gömb, B térfogatával. Ekkor tetszőleges n > d+ 1 természetes számra
K tartalmaz olyan n-csúcsú konvex politópot, melynek a térfogata legalább akkora,
mint a B-ben tartalmazott legnagyobb térfogatú n-csúcsú konvex politóp térfogata.
Gondoljuk meg, hogy ez éppen azt jelenti, hogy nincs a gömbnél nehezebben
közeĺıthető konvex K test.

Mennyire rosszul közeĺıthető a gömb? Elekes következő tétele szerint igen
rosszul.

3.1. tétel (Elekes, 1986). Legyen P egy n csúcsú konvex politóp a B gömbben.
Ekkor vol (P ) 6 n

2d
vol (B).

A tétel d nagy értékére érdekes. Azt mondja, hogy, ha olyan politópot kere-
sek a gömbben, amelynek térfogata a gömb térfogatának mondjuk fele, akkor sok,
legalább 2d−1 csúcsra van szükségem. Például egy hatdimenziós gömb fél térfogatá-
nak a

”
körbekeŕıtéséhez” legalább 32 csúcs kell. Azt nem álĺıtja a tétel, hogy ennyi

elég is.

Mielőtt d dimenzióban tárgyalnánk Elekes csodálatosan egyszerű, elemi bizo-
nýıtását, bizonýıtsuk be a következő śık-, illetve térbeli álĺıtást, aminek d-dimenziós
általánośıtása bizonýıtásának lényege:

Feladat: Adott egy v1, . . . ,vn konvex poligon a śıkon, ahol jelölje o az origót.
Mutassuk meg, hogy az [o,vi] szakaszok mint átmérők fölé rajzolt körök teljesen
lefedik a poligont.

Ugyanez térben: adott egy P konvex poliéder a háromdimenziós térben, mely-
nek csúcsai v1, . . . ,vn. Igazoljuk, hogy az [o,vi] szakaszok mint átmérők fölé rajzolt
gömbök teljesen lefedik a poliédert.

Ha ezt a két feladatot megoldottuk, akkor nyilván meg tudjuk fogalmazni, és
talán be is tudjuk bizonýıtani a d dimenziós megfelelőjét. Abból pedig Elekes tétele
már könnyen kijön. Most ezt vesszük végig.

Elekes gyönyörű igazolása a következő. Jelölje P csúcsait v1, . . . ,vn. Tekintsük
minden egyes vi csúcsra azt a Bi gömböt, melynek az [o,vi] szakasz egy átmérője,
ahol o jelöli az origót. A kulcsálĺıtás az, hogy ezen gömbök fedik P -t, azaz

(4) P ⊆
n⋃

i=1

Bi.

Tegyük fel, hogy egy w pont nincs benne a gömbök uniójában. Ekkor, a Thalesz-
tétel megford́ıtását használva az ^owvi szögre kapjuk, hogy

(5) ^owvi < π/2
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i

i
i

i
i

minden i-re. (Itt csöndben felhasználtuk, hogy két vektor śıkjában az általunk
skaláris szorzás seǵıtségével definiált szög megegyezik az iskolában tanult szögfo-
galommal.) Tekintsük azt a H hiperśıkot, mely illeszkedik w-re és merőleges a w

vektorra, azaz H :=
{
x ∈ Rd : 〈x,w〉 = |w|2} (érdemes meggondolni, hogy valóban

ez H egyenlete). A H hiperśık két félteret határol, jelölje H− azt a nýılt (tehát
H-t nem tartalmazó) félteret, amely az origót tartalmazza, azaz H− := {x ∈ Rd :

〈x,w〉 < |w|2}. Nyilvánvalóan H− egy konvex halmaz (ez is belátandó). Noha H−

támaszkodik a w pontra, w /∈ H−.
Feladat: Mutassuk meg, hogy (5) következményeként megkapjuk, hogy

vi ∈ H− minden i-re.

Így viszont P benne van aH− konvex halmazban, mertH−-beli pontok konvex
burka. Ebből következően w /∈ P . Ezzel a (4) képletet beláttuk.

Azt, hogy vi ∈ H−, számolással is igazolhatjuk, amit le is ı́rok; ebből látszik
majd, hogy a Thálesz-tétel megford́ıtására sem kell hivatkozni a gondolatmenetben.
Mivel w nincs benne a gömbök uniójában, azért minden i-re |vi/2−w| > |vi|/2,
amiből négyzetreemeléssel kapjuk, hogy

〈vi/2−w,vi/2−w〉 = |vi|2/4 + |w|2 − 〈vi,w〉 > |vi|2/4.

Így 〈vi,w〉 < |w|2, azaz vi ∈ H−.
Végül mivel Bi sugara legfeljebb 1/2, ı́gy (3) szerint vol (Bi) 6 vol (B)/2d.

Ugyanakkor (4) szerint vol (P ) 6
∑n

i=1 vol (Bi), amivel Elekes tételét beláttuk.

Feladat: Bizonýıtsuk be Thalész tételét d dimenzióban, a következő formában:
adottak az u 6= v pontok Rd-ben. Ekkor pontosan azon w pontokra lesz az ^uwv
szög derékszög, amelyeknek az (u+v)/2 ponttól vett távolsága |u−v|/2. Amelyek
távolsága kisebb, azokra az ^uwv szög nagyobb, mint derékszög, amelyek távolsága
nagyobb, azokra a szög kisebb, mint derékszög.

4. Gömb közeĺıtése maximális pakolással

Végül térjünk vissza a śırkőfaragók bevezetőben emĺıtett igazságához: belátjuk,
hogy egy elegendően sok csúccsal rendelkező politóp tudja a gömböt jól közeĺıteni.
Ezúttal gömb és politóp közelségét nem a különbség térfogatával mérjük, hanem
egy másik, szintén természetes módon. Ha a P konvex politópra teljesül, hogy

(6) B(ρ) ⊆ P ⊆ B,

ahol 0 < ρ < 1 egy 1-hez közeli szám, akkor jogosan mondhatjuk, hogy P közel van
a gömbhöz.

4.1. tétel. Tetszőleges d dimenzióra és 0 < ρ < 1 számra van olyan n csúcsú
P politóp, melyre (6) teljesül, ahol

(7) n 6
(
3− ρ

1− ρ

)d
.
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Tételünk belátásához szükségünk lesz egy alapvető álĺıtásra a konvexitás terü-
letéről, amely szemléletesen egyáltalán nem meglepő, de pontos bizonýıtása mégis
meglepően hosszadalmas, ezért mellőzzük.

Rögźıtsünk egy 0 < ρ < 1 számot. Tetszőleges w pontra a B(ρ) gömb határán,
azaz olyan pontra, melyre |w| = ρ, jelölje Hw azt a hiperśıkot, mely w-ben érinti
B(ρ)-t, azaz amelynek pontosan egy közös pontja van B(ρ)-val. Belátható, hogy
ennek egyenlete H =

{
u ∈ Rd : 〈w,u〉 = ρ2

}
. Jelölje továbbá Fw azt a Hw által

határolt félteret (H-t is beleértve), amely nem tartalmazza az origót.

4.2. álĺıtás. Legyen P a v1, . . . ,vn pontok konvex burka. Ekkor P akkor és
csak akkor fedi az origó középpontú ρ sugarú gömböt, ha a gömb határának bármely
w pontjában húzott érintő hiperśıknak az origóval átellenes oldalán is van legalább
egy vi. Formálisan: B(ρ) ⊂ P akkor, és csak akkor, ha minden w pontra, amelyre
|w| = ρ, van olyan i ∈ {1, . . . , n}, amelyre vi ∈ Fw.

Illusztrációként érdemes belátni az álĺıtást a śıkon.

Ezután bebizonýıtjuk a 4.1. tételt. Egy olyan politópot akarunk találni, amely
n pont konvex burkaként áll elő, ahol ezek a pontok egymáshoz nincsenek túl kö-
zel, ı́gy

”
egyenletesen oszlanak el” a gömbben. Rögźıtünk ezért egy δ > 0 számot,

amelyet majd később választunk meg, és keresünk a B gömbben egy olyan ponthal-
mazt, amelyben bármely két pont távolsága legalább δ, vagy másképpen, a pontok
körüli δ/2 sugarú gömbök átfedés nélküliek. Így persze a δ/2 sugarú gömbök uni-
ója benne van a B(1 + δ/2) gömbben. Ezt úgy h́ıvják, hogy δ/2 sugarú gömbök
pakolása B(1 + δ/2)-ben.

Akárhány gömböt nem vehetünk, mivel egy δ/2 sugarú gömb térfogata

(δ/2)
d
vol (B), mı́g az őket tartalmazó B(1 + δ/2)-é (1 + δ/2)

d
vol (B), lásd (3).

Ezért

(8) n 6 (1 + δ/2)
d
/(δ/2)

d
.

Szeretnénk, ha ezek a kis gömbök, amennyire lehet,
”
kitöltenék”B-t, ezért egy

maximális pakolást veszünk, azaz olyan v1, . . . ,vn ponthalmazt B-ben, amelyhez
már nem vehető hozzá újabb pont úgy, hogy az mindegyik vi-től legalább δ távol
legyen. Azaz a vi-k körüli δ sugarú gömbök fedik B-t.

Most belátjuk, hogy δ = 1− ρ válasz-
tással minden w pontra, amelyre |w| = ρ,
van olyan i ∈ {1, . . . , n}, amelyre vi ∈ Fw.
Ez, a 4.2. álĺıtás szerint elegendő ahhoz,
hogy a v1, . . . ,vn pontok konvex burka tar-
talmazza B(ρ)-t.

Tekintsünk egy w vektort, melynek
hossza ρ, és tegyük fel, hogy az Fw féltér-
ben nincs vi. Ez esetben a δ sugarú göm-
bök mindegyikének a középpontja az Fw

féltér komplementer félterében van. Tol-
juk el az Fw félteret úgy, hogy a határoló 2. ábra. B(ρ) külső érintőféltere Fw
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hiperśık δ távolsággal
”
beljebb”kerül a féltérbe, és jelöljük az ı́gy kapott félteret F ′

w-
vel (2. ábra). Ekkor a δ sugarú gömbök uniója az F ′

w féltér komplementerében van,
és ı́gy nem tartalmazza a w/|w| ∈ B pontot. Tehát w/|w| minden vi-től legalább δ
távol van, ami ellentmond annak, hogy a pakolásunk maximális. Megkaptuk tehát,
hogy a v1, . . . ,vn pontok konvex burka tartalmazza a B(ρ) gömböt.

Végül (8) garantálja a (7) képlet helyességét, mert δ = 1−ρ, amivel a 4.1. tételt
beláttuk.

Zárásul egy kis számolás, amely összehasonĺıtja a két tételt. T́ız dimenzióban
milyen nagy n-nel garantálja a 4.1. tétel olyan B-beli legfeljebb n-csúcsú konvex po-
litóp, P létezését, amelynek térfogata legalább vol (B)/2? Abból, hogy B(ρ) ⊆ P ,
csak annyi következik, hogy ρd vol (B) 6 vol (P ). Tehát a ρ = 10

√
1/2 ≈ 0,933 su-

garú gömböt kell tartalmaznia P -nek, amit kb. n = 7,8 · 1014 csúccsal tud elérni
a tétel. Mindeközben a 3.1. tétel szerint n legalább 512. A két korlát között van né-
mi hézag. Szerencsére a bemutatottaknál erősebb tételek is ismertek, de az ı́züket
ez a kettő is remekül visszaadja.

Az érdeklődő Olvasónak a magasdimenziós geometriáról a [2] remek könyveket
javaslom.

A cikk meǵırásában, a gondolatmenetek tisztázásában sokat seǵıtett Surányi
László és Lakos Gyula. Köszönöm nekik!

A cikk az Emberi Erőforrások Minisztériuma ÚNKP-17-4 kódszámú Új Nem-
zeti Kiválóság Programjának támogatásával készült.
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on Discrete Geometry (Springer); G. Horváth Á. – Lángi Zs.: Kombinatorikus
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Gyakorló feladatsor
emelt szintű matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valós számok halmazán a következő egyenletet:

log2x+1

(
2x+1 + 5

)
= 2. (6 pont)

b) A LOTTÓ (90 számból 5 húzása) megváltoztatására készülnek. Két javaslat
van. Az egyik 90-ből 4 szám húzását javasolva a régi módon, a másik meg 45 számból
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