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.". 125 éves a KoMalL 1.*

Az elindulds (1894-1914)

125 éve, 1893 decemberében jelent meg az els6, dgynevezett mutatvanyszam
Arany Ddniel (1863-1945) gy6ri dllami féredliskolai tandr szerkesztésében. A lap
céljat a kovetkezokben jelolte meg: Tartalomban gazdag példatarat adni tanarok
és tanuldk kezébe.

A lapnak 4 rovata szolgalta ezt a célt. Az els és a negyedik a kitiizott felada-
tok szovegét, illetve megoldasait tartalmazta. A megoldasok a tanuldk altal bekiil-
dott legjobb dolgozatokbdl keriiltek ki. A mésodik rovat a tananyaghoz csatlakozd
matematikai tételeket, s azok szép, egyszeri, a szokasostdl eltérd bizonyitasait tar-
talmazta. A harmadik rovat kiilonb6z6 iskolak érettségi feladatsorait mutatta be.

Abban az idében a szerkeszt6 egyben kiaddja is volt a lapnak, s az el6allitas
koltségeit az elofizetésekbol fedezte.

Arany Ddniel alkoté matematikus volt. Ifjukoraban a determinanselmélet te-
rén ért el eredményeket. KésObb haromszog-geometriai és valdszinliségszamitasi
kérdésekkel foglalkozott. Ezekrél cikkei is jelentek meg. Az egyik valdszinliségsza-
mitasi feladat, amivel foglalkozott, Pélya Gyorgytdl szarmazott. A probléma egy
egyszerii esetben igy hangzott: ,Valaki bizonyos sebességgel elindul egy tutveszto-
ben, ahol minden utirany egyenlGen jogosult. Mi a valdsziniisége, hogy t id6 miilva
k tavolsigra lesz a kindulé ponttdl?”

Arany Déniel jél beszélt németiil, angolul és francidul, tobb matematikai folyé-
irattal allt levelezésben. Ha érdekes cikket talalt, rogton irt a szerzéjének. Kozvetlen
stilusa révén konnyen tudott kapcsolatot teremteni.

Munkakérébe vago értékes szakkonyvtarat gyiijtott, amelyet 1944-ben (hely-
hidny miatt) az Eétvos Lordnd Matematikai és Fizikai Tarsulatnak adoményozott.
Ma a Miegyetem 1. sz. matematika tanszékének birtokaban van, kiilon kezelésben.

1896-t6]1 Rdtz Ldszlo budapesti f6gimnaziumi tanar vette 4t a lapszerkesztés
feladatat. Arany tovabbra is tdmogatta a munkat. 1907-t61 Antal Mdrk felsOkeres-
kedelmi iskolai tandr tarsszerkesztoként csatlakozott hozzajuk. A lap 21 évfolyamot
ért meg, 1914-ben a haboru miatt megsziint.

Rdtz Laszlé (1863-1930) féiskolai tanulményait Budapesten kezdte, majd Ber-
linben és Strassburgban egészitette ki. 1890-ben a budapesti Agostai Hitvallasu
Evangélikus Fogimnazium tanara lett, és itt mikodott 35 éven at.

Kivalé pedagdgiai érzékil és nagy tudomanyos felkésziiltségii tandr volt. Arra
torekedett, hogy minden didkja megértse és megszeresse a matematikat. Tanita-
sanak érdekességével, lenyligozo el6adasmodjaval ezt el is érte. JOl megvalasztott
feladatokkal a matematikai gondolkodast is fejlesztette.

*Az itt megjelent cikk lényegében az 1993. évi decemberi szdmban megjelent irds
ismétlése.
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A tandri hivatdst mindennél fontosabbnak tartotta. 1909-tél 1914-ig a gim-
nazium igazgatdja is volt, de az igazgatassal jaré sok adminisztracié pedagogiai
munkdjat akadalyozta, ezért lemondott, és visszatért a katedrahoz.

A tehetséges didkokkal kiilon is foglalkozott, ellatta 6ket feladatokkal, ttba-
igazitasokkal, megfelel6 konyvekkel. A Kozépiskolai Matematikai Lapok els6 tiz
évfolyamanak érdekes feladataibdl kétkotetes gyakorlokonyvet szerkesztett. Fontos
szerepe volt a korabeli matematikai tantervreform elékészitésében is. Ratz Lészld
megérte a habord miatt megsziint lap Gjraéledését, s ez nagy orommel toltotte el;
melegen érdeklédott a lap irdnt, és novendékeit is buzditotta a munkara.

Az djrakezdés (1925-1939)

A két vildghdbort kozott 1925 februdrjatél 1939 juniusdig Faragd Andor [2,
3, 4], a budapesti magyar kirdlyi dllami Zrinyi Miklés redlgimndzium tandra szer-
kesztésében ujra megjelent a lap, amelynek cime: Kozépiskolai Mathematikai és
Fizikai Lapok. A lap céljat az eldd hagyoményait kovetve a kovetkezEkben jelolte
meg: , A folydirat célja a mathematikai gondolkodds fejlesztése, a természettani is-
meretek gyarapitasa. A mathematikai rész fel fogja 6lelni mindazokat a fejezeteket,
amelyek a kozépiskolak részére kiszabott anyagba felvétettek. A fizika rész — az isko-
lai anyagban betanult torvényeknek szamitasban valé alkalmazasa mellett — ki fog
terjeszkedni elméleti kérdések és kisérleti mddszerek, mérések ismertetésére is.”

A negyedik szdmtél (1925. méjus) a lap dbrdzolé geometria résszel boviilt,
amelynek rovatvezetéje Kresznerics Kdroly, majd 1931-t6l Vigassy Lajos, aki ké-
s6bb, a haboru utan, szerkesztObizottsagi tag is volt.

Faragé Andor kezdte el a szorgalmas megolddk évi arcképes tabléjanak koz-
1ését, mellyel az addig elért eredményeket elismerte, és tovabbi munkara kivanta
0sztonozni a diakokat.

Farag6é Andor életérdl kevés frott anyag maradt. Tanitvanyai visszaemlékezé-
seibdl tudjuk, hogy kivalé pedagdgus, nagy tudéasi, széles 1atékorii tanar volt. Az
6 szerkesztésében élte a lap fénykorat. A feladatmegolddk kozott olvashato tobbek
kozott: Bakos Tibor, Bod6 Zalan, Budé Agoston, Erdés Pal, Hajés Gyorgy, Hodi
Endre, Hoffman Tibor, Kérteszi Ferenc, Klein Eszter, Nagy Elemér, Suranyi Ja-
nos, Szekeres Gyorgy, Turdn P&l, Wachsberger (Svéd) Marta, Weiszfeld (Vézsonyi)
Endre neve.

Farag6 Andor nemcsak szerkesztette a lapot, de kiadéja is volt. Sokszor anyagi
gondokkal is kiiszkddve, tdmogatdkat keresve és talalva biztositotta a lap megjele-
nését.

Szarmazasa miatt iildoztetést szenvedett, és a fasizmus dldozataként meghalt.
Halalanak sem koriillményei, sem id6pontja nem ismeretes szamunkra.

Tovabbi ajanlott olvasményok

[1] Kéntor Sandorné: A 125 éves KéMal-r6l, Erinté (2018. december), http://
ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2018-12/802-a-125-eves-komal-rol.

[2] Radnai Gyula: Faragé Andorrdl — két tételben 1. Felkésziilés a tanéri palydra a XIX.
szézad végén, Erintd (2016. december), http://ematlap.hu/index.php/interju-
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portre-2016-12/365-farago-andorrol-ket-tetelben-i-felkeszules-a-tanari-
palyara-a-xix-szazad-vegen.

[3] Radnai Gyula: Faragé Andorrdl — két tételben II. Tandr és lapszerkeszté a XX. szd-
zadban, Erinté (2017. mércius), http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-
2017-03/405-farago-andorrol-ket-tetelben-2-tanar-es-lapszerkeszto-a-xx-
szazadban.

[4] Olah Vera: Arckép helyett, Erinté (2017. december), http://ematlap.hu/
index.php/interju-portre-2017-12/627-arckep-helyett.

Politépok és a gobmb d-dimenziéban

Gauss tizenkilenc éves koraban igazolta, hogy a sza-
balyos 17-sz6g (magyarul heptadekagon) megszerkeszthe-
t6 korzd és vonalzé hasznélatdval [1]. Eredményére annyi-
ra biiszke volt, hogy ugy rendelkezett, hogy a sirkové-
re véssenek egy szabdlyos 17-szoget. A sirkéfaragék erre
nem voltak hajlanddk, mert a szabdlyos 17-sz6g lénye-
gében egy kor. Ebben a cikkben nem Gauss munkéjival
foglalkozunk, hanem a sirkéfaragék fenti igazsdgaval.

A modern sirkéfaragék mar nemcsak sikbeli dbrak-
kal dolgoznak, hanem térbeliekkel is, 6k a szobraszok és
a hologram-késziték. Es az igazdn modern sirkéfaragok
magasabb dimenzids abrakkal is dolgoznak, 6k a matematikusok, s6t, mara mar
a fizikusok, kozgazdédszok, és a biolégusok is.

1. dbra. Szabélyos
17-sz6g

Azt fogjuk koriiljarni, mennyire lehet egy d-dimenziés konvex testet egy po-
litéppal (a sokszog magasdimenzids megfeleléje) kozeliteni. Ehhez persze tisztdzni
kell, hogy mi az a d-dimenziés konvex test, mi az, hogy politép, és mit jelent az,
hogy egy politép kozel van egy konvex testhez.

1. Ha a négy dimenzié a térid6, akkor a hat dimenzié
az a ,térid6hémérsékletparatartalom”?

Lényegében igen. Kicsit pontosabban: megtanultuk, hogy a sikban, miutian
felvettiink egy koordinatarendszert, a pontok helyett beszélhetiink valés szampa-
rokrdl, (z;y). A koordindtdk nyelvén nem csak pontokrdl, hanem ponthalmazokrdl
is tudunk beszélni. Felirhatjuk példdul a (2;7) kézépponti, 3 sugari kor egyenletét:
(x—2)°+ (y—7)% =9, vagy egy egyenes egyenletét: 15z — 3y 4+ 8 = 0. Innen kis
1épés a tér pontjait valés szdmokbol 4116 harmasokkal, (z;y; z) azonositani. Aztdn
felirhatjuk bizonyos térbeli alakzatok egyenleteit is. Példaul a (2;7; —8) kézéppon-
td, 3 sugard gombhéj egyenlete (z — 2)2 + (y— 7)2 +(z+ 8)2 =9, vagy egy sik
egyenlete 15z — 3y + 152 + 8 = 0. Most egy nagyon bator 1épés koévetkezik: irjunk
egy zardjelen beliilre 6 szamot egymaéstol pontosvesszével gondosan elvalasztva:
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(z1; T2; T35 T4; T5;5 T6). Igy példaul (—2;—3;22,5;9;11;8) egy pont a hatdimenziés
térben, amelyet — mivel valés szamhatosok alkotjak — RS-tal jelsliink (és mondjuk
werr ad hat”nak olvashatunk).

De mi ennek az értelme? Amit hat valdés szdmmal lehet leirni, arrél beszél-
hetek tgy, mint RS egy pontjarél. Ha mondjuk megmérjiik egy hangya 6 labanak
a hosszat, akkor kapunk egy pontot (ry;s;...;x¢) € RS. Egy mdsik hangya ad
egy mésik pontot (zf;2h;...;24) € RS Hogyan fejezziik ki azt, hogy a két han-
gya mennyire hasonlé? Vegyiik a két RS-beli pont tdvolsdgdt, amelyet, a két- és
hiaromdimenzids eset kiterjesztéseként definidlhatunk igy:

(1) d((ml;xz;...;x6)7(mﬁ;xé;...;mé)) =

=/ (x1 — )+ (z2 — 2b)” + ... + (z6 — xp)”.

Hogyan lehet elképzelni a hatdimenziés teret? Erre nincs kanonikus vélasz,
én ugy képzelem el, mint a haromdimenziésat, persze tudva, hogy ez a kép vala-
mennyire pontatlan. Példaul az 5x1 — 3xs + 8xs — 1224 + 225 + 316 + 8 = 0 egyenlet
egy hipersikot ir le, amelyet ugyanigy lehet elképzelni, mint egy sikot a térben. Es
ez a kép jé is, példdul éppen gy két féltérre osztja Ré-ot, ahogyan egy sik is R3-at:
vannak olyan pontok RS-ban, melyekre 5z, — 325 + 823 — 1224 + 225 + 326 +8 > 0,
és vannak olyanok, melyekre 5x1 — 3z + 83 — 1224 + 225 + 326 + 8 < 0. De vigyédzni
kell ezzel a képpel, mert mig két altalanos helyzetii sik metszete egy egyenes, haro-
mé pedig egy pont R3-ban, addig RS-ban két dltaldnos helyzetii hipersik metszete
egy 4-dimenziés ponthalmaz, harom &ltaldnos helyzetli hipersik metszete pedig egy
3-dimenziés ponthalmaz RS-ban (most a dimenziét és az dltalanos helyzetet nem
definidlom).

2. R? geometrisja

Legyen mostantol d egy pozitiv egész szam. Az eddigiek alapjin a d koordina-
tabol allé pontok terét Re-vel jeloljiik, és elemeit hol vektoroknak, hol pontoknak
hivjuk. Megvan tehat a teriink ponthalmaza, kell még néhany mennyiség, struktira,
amelyekt6l ennek a térnek geometridja is lesz. Errél szdl ez a fejezet.

2.1. Tavolsag, szbg. A tavolsig és a szog definicidéjahoz is a skaldris szorza-
son keresztiil jutunk majd el, ez a kozponti fogalom. Két d-dimenzids vektornak,
u = (ug;ug;...;uq)-nak, illetve v = (vi;v9;...;v4)-nek a skaldris szorzatdt az

(2) (u,v) :=ujvy + ugve + ... + ugvy

képlettel definidljuk. Ennek segitségével definidlhatjuk egy wvektor hosszdt, |v| :=
=4/ (v, V). Vegyiik észre, hogy ez éppen a két- és hdromdimenziés definicié 4l-
talanositdsa: a koordinatak négyzetosszegének gyoke. Ebbdl kapjuk két pont td-
volsdgdt, d(u,v) := |u — v|, ami persze éppen az (1) egyenlet dtirva d koordina-
téra. Igy mér tudjuk, mi az origd kézéppontd p > 0 sugart (témor) gomb: azon
(w1;22;...;24) € R? pontok halmaza, melyekre teljesiil az 2% + 23 + ... + 22 < p?
egyenl6tlenség. Ezt B(p)-val fogjuk jelolni, és ha p = 1, akkor elhagyjuk, és egy-
szerien B-t frunk. Azt is meg tudjuk fogalmazni, hogy egy alakzat ,nem nytlik
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a végtelenbe™ a H C R? halmazt korldtosnak hivjuk, ha van olyan p > 0 valds
szdm, amelyre H benne van B(p)-ban.

A skaldris szorzatot kozépiskolaban a sik, illetve a tér két, o szoget beza-
r6 vektordra az (u,v) := |u||v|cosa képlettel szoktuk definidlni, aztdn beldtjuk
a (2) képletet. Most (2) a definicid, és beldthat6 (ezt nem tessziik meg), hogy a si-
kon, illetve a térben igaz a koszinuszos képlet. A szdget d-dimenzidban egyszeriien
a skaldris szorzasbdl definialjuk, amit egy kicsit el6 kell késziteni.

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség szerint barmely uq, . .., uq és
v1, - .., Uq valds szamokra teljesiil, hogy

i=1
(ezt most nem bizonyitjuk), ami masképp igy frhaté: |(u,v)| < |uf |v].

Definidljuk ezért az u és v vektorok szdgét gy, mint az az « € [0, 7| valés
szam, melyre

CoOSx =

Feladat: Lassuk be, hogy a tavolsagra teljesiil a hdromszdg-egyenldtlenség, azaz
tetsz6leges harom u, v,z € R? pontra igaz, hogy d(u, v) + d(v,z) > d(u,z).

Ez az allitas és sok hasonlé tobb-kevesebb szamoldst igényel, azonban mind hi-
hetébbé valnak, ha magunkéva tessziik azt a geometriai képet, hogy barmely 3 pont
egy (kétdimenzios) sikban van, és az R%-beli tavolsdg ebben a sikban pontosan a sik
szokasos geometridjat adja meg.

2.2. Konvex halmazok. Ahhoz, hogy konvex halmazokrdl beszélhessiink,
tudnunk kell, mi az a szakasz. Adott két vektor, u,v € R?. Hogy kapjuk meg
a szakaszuk felezdpontjat? Az %u+ %v képlettel. Es az u-hoz kozelebbi harma-
dolépontjat? A %u + %v képlettel (ezt gondoljuk végig a sfkon vagy a térben). Igy
nem meglepo, hogy éaltaldban a szakasz tetszoleges pontjat Ayu + \ov alakban kap-
juk meg, ahol A1, Ay nemnegativ valés szdmok, melyek Gsszege 1. A szakaszra egy
jelolést is bevezetiink: [u,v] := {A\u+ Aav: A1, A2 20, A\ + Ao =1}

Egy K C R? halmazt akkor hivunk konvexnek, ha tetszéleges u,v € K pon-
tokra [u,v] C K fenndll.

Hogyan ,egészitiink ki” egy halmazt konvex halmazza? Azt mondjuk, hogy
az R%beli H halmaznak a K halmaz a konvex burka, ha K konvex, tartalmazza H-t,
és a legkisebb ilyen halmaz, azaz barmely L konvex halmazra, amely tartalmazza
H-t igaz, hogy K C L. Belathat6, hogy minden halmaznak pontosan egy konvex
burka van.

T6bbszor hasznaljuk majd a fenti definicié egy kovetkezményét: ha az A C R?
véges halmaz benne van az L konvex halmazban, akkor A konvex burka is benne
van L-ben.

Egy kétpontd halmaz konvex burka a szakaszuk. Harom pontra mi a hely-
zet? A konvex burkuk nyilvan a haromszoglemez, melynek 6k a cstcsai. Hogyan
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kapjuk meg a sikon egy u, v, w csicsi haromszoglemez pontjait? A silypontjat
példaul az (u + v + w)/3 képlettel (14ssuk be). Kicsit dltaldnosabban: ha vesziink
A1, A2, A3 > 0 sulyokat, melyek Osszege 1, akkor a Aju+ Aav + A3w helyvektord
pont a hdromszoglemez egy pontja (ezt prébédljuk ki, és lassuk is be).

Mindezt ennél kicsit altaldnosabban is elmondhatjuk: adott véges sok R%beli
vektor, ui, us, ..., u;. Ekkor egy

Atug + dgug + ..+ Aguy

alaku kifejezést, ahol Ay, Ag,..., Ag = 08s A1 + o +...+ A\ =1, konvex kombind-
cionak hivunk. Az eddigiek szerint, ha rogzitiink két pontot a térben, és vessziik
az Osszes konvex kombindcidjukat, akkor pontosan a szakaszuk pontjait kapjuk.
Ha pedig rogzitiink harom nem egy egyenesre es6 pontot, és vessziik az Osszes
konvex kombinacidjukat, akkor pontosan annak a haromszoglemeznek a pontjait
kapjuk, melynek 6k a csiicsai.

Igazolhatd, hogy ha egy H C R? halmaz 6sszes véges részhalmazéanak vessziik
az Osszes konvex kombinacidjat, akkor éppen H konvex burkat kapjuk.

Feladat: Mutassuk meg, hogy H pontosan akkor konvex, ha tetszélegesen
valasztva véges sok pontot H-bol, az 6 konvex burkuk H részhalmaza.

2.3. Konvex politépok. Emlékezziink vissza arra, hogy mi is egy hipersik
R%ben: Adottak az a1, as,...,aq szdmok, melyek koziil legaldbb egy nem nulla,
és még egy ag4+1 szam. Ekkor az ajx; 4+ asxe + ... + agrqg + ag+1 = 0 egyenletet
kielégitd (z1;...;xq) pontok halmaza egy hipersik.

Konvez testnek neveziink egy olyan korlatos konvex halmazt, amely nem része
semmilyen hipersiknak (azaz nem ,lapos”).

Definialjuk a sikbeli konvex sokszog és a térbeli konvex poliéder altalanositasat,
a d-dimenzids konvex politdpot gy, mint véges sok R?beli pont konvex burka.
Ez a definicié nem tokéletes: a térben, R3-ban, példaul megengedi, hogy vegyiik
hiarom nem egy egyenesre es6 pont konvex burkat, azaz egy haromszoget. Ezt nem
szeretnénk 3-dimenziés politopnak hivni, ezért a definiciot kiegészitjiik: véges sok,
nem egy hipersikba esé R%-beli pont konvex burkat d-dimenzids konvex politépnak
hivjuk. fgy minden konvex politép egy konvex test (ehhez ldssuk be, hogy valéban
korldtos halmaz).

A csics fogalmat nem definidlom, mert hosszadalmas lenne, szemléletesen meg
ugyis érthetd. De haszndlni fogom azt a tényt, hogy, ha egy konvex politop el6all
n pont konvex burkaként, akkor csicsainak halmaza ezen n pont részhalmaza, és igy
persze legfeljebb n csicsa van. Miért nem mondom, hogy mind az n pont csics?
Vegyiik példdul egy kocka 8 csiicsat és a kozéppontjat. A kocka ezen 9 pontnak
a konvex burka, mégse szeretném a kodzéppontot is egy csicsnak hivni.

A sikban két pont mindig egy egyenesre esik. Ha vesziink harom, nem egy
egyenesre es pontot, a konvex burkuk egy haromszog. A térben harom pont min-
dig egy sikba esik. Ha vesziink négy, nem egy sikba es6 pontot, a konvex burkuk
egy tetraéder. Belathaté, hogy d dimenzidban tetszoleges d pont egy hipersikba
esik (ez a hipersik nem feltétleniil egyértelmii). Aki meg tud oldani sokismeretle-
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nes linearis egyenletrendszereket, akkor ezt lassa is be. Ha nem, akkor elhihetjiik
a térbeli eset alapjan.

Gondolkodnivalé: R%-ben d + 1 nem egy hipersikra esé pont konvex burkanak
a neve szimplex, ez talan a legegyszerlibb d-dimenzids konvex politép. A szimp-
lexnek persze d + 1 cstcsa, tehat 0-dimenzids lapja van, és d + 1 hiperlapja, tehat
(d — 1)-dimenzids lapja. Ha 0 < k < d, akkor hény k-dimenziés lapja van? Ehhez
a kérdéshez az lenne tisztességes, ha definidlndm egy konvex politép k-dimenzids
lapjait, de nem leszek tisztességes, és a lap értelmezését az Olvasé képzeletére bi-
zom.

2.4. Térfogat. Szinte minden készen all arra, hogy R?-ben geometriaval fog-
lalkozzunk, kivéve egy mennyiséget, amelyet a geométerek nagyon kedvelnek, a tér-
fogatot. A teriiletet kozépiskolaban valahogy igy vezetik be: egy a oldalhosszi négy-
zet teriilete a?. Ha adott egy korlatos konvex sikidom, K, akkor vehetiink véges sok
atfedés nélkiili, a koordindtatengelyekkel parhuzamos oldalii négyzetet K-ban, és
kiszamolhatjuk az Osszteriiletiiket. Az igy megkaphaté Osszteriiletek szuprémuma
K teriilete. A szuprémum majdnem ugyanazt jelenti, mint a maximum. Pontosab-
ban: K teriilete 5, ha nem tudok K-ba tugy véges sok atfedés nélkiili, a koordinata-
tengelyekkel parhuzamos oldali négyzetet rajzolni, hogy az Gsszteriiletitk nagyobb
legyen, mint 5, de barmilyen 5-nél kisebb ¢ szamhoz tudok olyan négyzeteket raj-
zolni, amelyek Osszteriilete legalabb t.

A haromdimenziés térben hasonléan definidljuk egy konvex test térfogatdt,
igy a kovetkez6 definicié nem meglepd. Legyenek adottak az aq,as,...,aq és
a by, by, ..., by valéds szdmok, melyekre teljesiil, hogy a; < b; minden i-re. Ekkor az

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [ad,bd] = {(1'1;1'2; C ;(Ed) € Rd X € [a“bl]}
R%beli halmazt tengely-parhuzamos téglanak hivjuk, melynek térfogata

(b1 —a1)(bz —az) -+ (ba — aa),

ami éppen a két- és haromdimenziés eset dltaldnositasa. Legyen adott R%ben egy
korldtos konvex halmaz, K. Vegyiink véges sok atfedés nélkiili, tengely-parhuzamos
téglat K -ban, és szamoljuk ki az 6ssztérfogatukat. Az igy megkaphaté Ossztérfoga-
tok szuprémuma K térfogata, amelyet vol (K )-val jeloliink.

Feladat: Az R%beli K konvex testet nagyitsuk, vagy kicsinyitsiik az origébél
A > 0 ardnnyal: AK := {\v: v € K}. Igazoljuk, hogy térfogata igy valtozik:

(3) vol (AK) = X vol (K).

Ez éppen a sikban, illetve a térben ismert képlet altaldnositdsa. A térfogatnak még
sok szép tulajdonsiaga van, de azokat nem hasznédlom, igy most nem sorolom fel.

Tandcs: Mindenhez, amirdl eddig szd volt, illetve ezutan szé esik, batran
készitsiink sikbeli dbrét, esetleg préobaljuk meg elképzelni harom dimenziéban, ez
hasznos lesz, és az igy kapott kép alig csal.
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3. Elekes tétele: gobmbo6t a legnehezebb kozeliteni

Tegyiik fel, hogy a K konvex test tartalmazza a P konvex politépot. Hogyan
mérjiik, hogy P mennyire van kozel K-hoz? Egy természetes valasz az, hogy nézziik
meg a kiilonbségiik térfogatat. Bizonyitas nélkiil kimondom Macbeath 1951-ben
belatott tételét: Legyen K egy R-beli konvex test, amelynek a térfogata egyenld
az 1 sugari gomb, B térfogatdval. Ekkor tetszdleges n > d + 1 természetes szamra
K tartalmaz olyan n-csucsi konvex politopot, melynek a térfogata legaldbb akkora,
mint a B-ben tartalmazott legnagyobb térfogati n-csicsi konvex politép térfogata.
Gondoljuk meg, hogy ez éppen azt jelenti, hogy nincs a gémbnél nehezebben
kozelitheto konvex K test.

Mennyire rosszul kozelitheté a gomb? Elekes kovetkezd tétele szerint igen
rosszul.

3.1. tétel (Elekes, 1986). Legyen P egy n csicsi konvex politép a B gombben.
Ekkor vol (P) < 54 vol (B).

A tétel d nagy értékére érdekes. Azt mondja, hogy, ha olyan politépot kere-
sek a gombben, amelynek térfogata a gomb térfogatdnak mondjuk fele, akkor sok,
legaldbb 2971 csiicsra van sziikségem. Példdul egy hatdimenzids gomb fél térfogata-
nak a ,korbekeritéséhez” legalabb 32 cstics kell. Azt nem éllitja a tétel, hogy ennyi
elég is.

Miel6tt d dimenzidéban targyalnank Elekes csodalatosan egyszerii, elemi bizo-
nyitdsat, bizonyitsuk be a kovetkezo sik-, illetve térbeli allitast, aminek d-dimenzids
altalanositdsa bizonyitasdnak lényege:

Feladat: Adott egy vq,..., Vv, konvex poligon a sikon, ahol jeldlje o az origét.
Mutassuk meg, hogy az [o,v;] szakaszok mint atmérdk {61é rajzolt korsk teljesen
lefedik a poligont.

Ugyanez térben: adott egy P konvex poliéder a haromdimenziés térben, mely-
nek csicsai vy, . .., vy,. Igazoljuk, hogy az [o, v;] szakaszok mint atmérdk folé rajzolt
gombok teljesen lefedik a poliédert.

Ha ezt a két feladatot megoldottuk, akkor nyilvan meg tudjuk fogalmazni, és
talan be is tudjuk bizonyitani a d dimenzids megfelel6jét. Abbdl pedig Elekes tétele
mar konnyen kijon. Most ezt vessziik végig.

Elekes gyonyori igazolasa a kovetkezo. Jelolje P csucsait vy, . . ., v,. Tekintsiik
minden egyes v; csicsra azt a B; gombot, melynek az [0, v;] szakasz egy dtméréje,
ahol o jeloli az origét. A kulcséllitas az, hogy ezen gombok fedik P-t, azaz

(4) rc|)s.

Tegyiik fel, hogy egy w pont nincs benne a gémbok unidjaban. Ekkor, a Thalesz-
tétel megforditasat haszndlva az <owv; szogre kapjuk, hogy

(5) <owv; < /2
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minden i-re. (Itt csondben felhasznaltuk, hogy két vektor sikjdban az &ltalunk
skalaris szorzas segitségével definidlt sz6g megegyezik az iskoldban tanult szogfo-
galommal.) Tekintsiik azt a H hipersikot, mely illeszkedik w-re és merdleges a w
vektorra, azaz H := {x € R?: (x,w) = |W|2} (érdemes meggondolni, hogy valéban
ez H egyenlete). A H hipersik két félteret hatdrol, jelolje H~ azt a nyilt (tehdt
H-t nem tartalmazd) félteret, amely az origdt tartalmazza, azaz H~ := {x € R :
(x,w) < |w|*}. Nyilvanvaléan H~ egy konvex halmaz (ez is belatandd). Noha H~
tdmaszkodik a w pontra, w ¢ H~.

Feladat: Mutassuk meg, hogy (5) kovetkezményeként megkapjuk, hogy
v; € H™ minden i-re.

fgy viszont P benne van a H~ konvex halmazban, mert H ~-beli pontok konvex
burka. Ebbél kovetkezéen w ¢ P. Ezzel a (4) képletet belattuk.

Azt, hogy v; € H™, szamoldssal is igazolhatjuk, amit le is irok; ebbél latszik
majd, hogy a Thalesz-tétel megforditasara sem kell hivatkozni a gondolatmenetben.
Mivel w nincs benne a gombok uniéjdban, azért minden i-re |v;/2 — w| > |v;|/2,
amibdl négyzetreemeléssel kapjuk, hogy

(vi)2 —w,vi /2 —w) = [vi|* /4 + [w|* = (vi,w) > |vi[>/4.

Igy (vi,w) < |w|?, azaz v; € H™.

Végiil mivel B; sugara legfeljebb 1/2, igy (3) szerint vol (B;) < vol (B)/24.
Ugyanakkor (4) szerint vol (P) < Y_i_, vol (B;), amivel Elekes tételét beldttuk.

Feladat: Bizonyitsuk be Thalész tételét d dimenziéban, a kovetkezd formaban:
adottak az u # v pontok R%ben. Ekkor pontosan azon w pontokra lesz az <uwv
sz6g derékszog, amelyeknek az (u+v)/2 ponttdl vett tavolsdga [u — v|/2. Amelyek
tavolsiga kisebb, azokra az <uwv szdg nagyobb, mint derékszog, amelyek tavolsdga
nagyobb, azokra a szog kisebb, mint derékszog.

4. Gomb kézelitése maximalis pakolassal

Végiil térjiink vissza a sirkofaragdk bevezetoben emlitett igazsdgahoz: belatjuk,
hogy egy elegendden sok csticesal rendelkez6 politép tudja a gombot jol kozeliteni.
Ezuattal gomb és politép kozelségét nem a kiilonbség térfogatdval mérjiik, hanem
egy masik, szintén természetes médon. Ha a P konvex politépra teljesiil, hogy

(6) B(p) C P C B,

ahol 0 < p < 1 egy 1-hez kozeli szam, akkor jogosan mondhatjuk, hogy P kozel van
a gbmbhoz.

4.1. tétel. Tetszdleges d dimenzidra és 0 < p < 1 szamra van olyan n csticsi
P politép, melyre (6) teljesiil, ahol
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Tételiink belatasahoz sziikségiink lesz egy alapvet6 allitasra a konvexitas terii-
letérdl, amely szemléletesen egyaltaldn nem meglepd, de pontos bizonyitdsa mégis
meglepden hosszadalmas, ezért mell6zziik.

Rogzitsiink egy 0 < p < 1 szdmot. Tetsz6leges w pontra a B(p) gomb hatéran,
azaz olyan pontra, melyre |w| = p, jelolje Hy azt a hipersikot, mely w-ben érinti
B(p)-t, azaz amelynek pontosan egy kozos pontja van B(p)-val. Beldthatd, hogy
ennek egyenlete H = {u € R?: (w,u) = p?}. Jeldlje tovabbd Fy, azt a Hy altal
hatdrolt félteret (H-t is beleértve), amely nem tartalmazza az origét.

4.2. allitas. Legyen P a vy,...,v, pontok konver burka. Ekkor P akkor és
csak akkor fedi az origo kozépponti p sugard gombét, ha a gomb hatdrdnak barmely
w pontjdban hiuzott érinté hipersiknak az origéval dtellenes oldaldn is van legaldbb
egy v;. Formdlisan: B(p) C P akkor, és csak akkor, ha minden w pontra, amelyre
|[w| = p, van olyan i € {1,...,n}, amelyre v; € Fy.

Illusztracioként érdemes belatni az allitast a sikon.

Ezutan bebizonyitjuk a 4.1. tételt. Egy olyan politépot akarunk talalni, amely
n pont konvex burkaként all el6, ahol ezek a pontok egyméashoz nincsenek til ko-
zel, igy ,egyenletesen oszlanak el” a gémbben. Rogzitiink ezért egy 6 > 0 szamot,
amelyet majd késébb vélasztunk meg, és keresiink a B gémbben egy olyan ponthal-
mazt, amelyben barmely két pont tavolsaga legaldbb d, vagy mésképpen, a pontok
koriili 6/2 sugart gombok atfedés nélkiiliek. Igy persze a §/2 sugard gombok uni-
6ja benne van a B(1 + 6/2) gémbben. Ezt gy hivjdk, hogy 6/2 sugard gémbok
pakoldsa B(1 + 0/2)-ben.

Akérhdny goémbot nem vehetiink, mivel egy §/2 sugartd gomb térfogata
(6/2)% vol (B), mig az 8ket tartalmazé B(1+ 6/2)-¢ (1+6/2)% vol (B), lasd (3).
Ezért

®) n < (1+68/2)7/(5/2)".

Szeretnénk, ha ezek a kis gombok, amennyire lehet, , kitcltenék” B-t, ezért egy
mazimdlis pakoldst vesziink, azaz olyan vy, ..., v, ponthalmazt B-ben, amelyhez
mar nem vehet6é hozza wjabb pont Ugy, hogy az mindegyik v;-tél legalabb § tavol
legyen. Azaz a v;-k koriili § sugari gémbok fedik B-t.

Most belatjuk, hogy 6 =1 — p valasz-

tassal minden w pontra, amelyre |w| = p, Py | FL
van olyan ¢ € {1,...,n}, amelyre v; € F,.
Ez, a 4.2. allitds szerint elegend ahhoz, 0
hogy a vi,...,Vv, pontok konvex burka tar-
talmazza B(p)-t. 5
w/|wl

Tekintsiink egy w vektort, melynek
hossza p, és tegyiik fel, hogy az F,, féltér-
ben nincs v;. Ez esetben a § sugaru gom-
bok mindegyikének a kozéppontja az Fi,
féltér komplementer félterében van. Tol-
juk el az Fy, félteret gy, hogy a hatarold 2. dbra. B(p) kiils6 érint6féltere Fiy,
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hipersik § tdvolsdggal ,,beljebb” keriil a féltérbe, és jeloljiik az {gy kapott félteret F -
vel (2. dbra). Ekkor a § sugart gombok unidja az F), féltér komplementerében van,
és {gy nem tartalmazza a w/|w| € B pontot. Tehdt w/|w| minden v;-t6l legalabb §
tavol van, ami ellentmond annak, hogy a pakoldasunk maximélis. Megkaptuk tehat,
hogy a vy,...,v, pontok konvex burka tartalmazza a B(p) gdmbot.

Végiil (8) garantdlja a (7) képlet helyességét, mert 6 = 1 — p, amivel a 4.1. tételt
belattuk.

Zarasul egy kis szamolas, amely Gsszehasonlitja a két tételt. Tiz dimenzidban
milyen nagy n-nel garantalja a 4.1. tétel olyan B-beli legfeljebb n-csticsi konvex po-
litép, P létezését, amelynek térfogata legaldbb vol (B)/2? Abbdl, hogy B(p) C P,
csak annyi kovetkezik, hogy p?vol (B) < vol (P). Tehat a p = {/1/2 =~ 0,933 su-
gari gémbot kell tartalmaznia P-nek, amit kb. n = 7,8 - 10 csticesal tud elérni
a tétel. Mindekozben a 3.1. tétel szerint n legaldbb 512. A két korlat kozott van né-
mi hézag. Szerencsére a bemutatottaknal erdsebb tételek is ismertek, de az iziiket
ez a ketto is remekiil visszaadja.

Az érdeklédd Olvasénak a magasdimenzids geometridrol a [2] remek konyveket
javaslom.

A cikk megirasaban, a gondolatmenetek tisztazasaban sokat segitett Surdnyi
Laszlé és Lakos Gyula. Koszénom nekik!

A cikk az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma UNKP-17-4 kédszamu Ijj Nem-
zeti Kivalosag Programjanak tdmogatasaval késziilt.
Hivatkozasok

[1] Borsényi Akos: Miért lehet a Fermat-prim oldald szabalyos sokszogeket meg-
szerkeszteni? KoMaL 1994 /janudr: 1. rész; KoMaL 1994/mércius: 2. rész.

[2] J. Pach—P. Agarwal: Combinatorial Geometry (Wiley); J. Matousek: Lectures
on Discrete Geometry (Springer); G. Horvath A.—Langi Zs.: Kombinatorikus
Geometria (Polygon).

Naszd6di Marton

Gyakorlé feladatsor
' ' emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazéin a kovetkezd egyenletet:

logye 1 (2771 +5) =2. (6 pont)

b) A LOTTO (90 szambdl 5 hiizdsa) megvaltoztatésara késziilnek. Két javaslat
van. Az egyik 90-bol 4 szam huzasat javasolva a régi médon, a masik meg 45 szambol
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4 huzésat javasolja a sorrend figyelembe vételével, de ez lehetévé tenné, hogy
ugyanazt a szamot tobbszor is ki lehessen htizni, azaz a méar hizott szamot ismét
visszatennék. Azt akarndk elfogadni, amelyik jaték esetében kevesebb az esély
a telitaldlatra. Zsebszamolgép nélkiil (1) hatdrozzuk meg, hogy melyiket vélasszdk.

(6 pont)

2. a) Oldjuk meg a valés szdmok halmazén a kévetkezd egyenletet, ahol p valds
paraméter:

3z + 2p = 5,/px. (7 pont)

b) Egy négyszognek, mely egyidejiileg érinté és hirnégyszog is, az egyik oldala

5 cm és valamelyik oldaltol kezdve pozitiv korbejards szerint véve az oldalakat

mértani sorozat elemeit kapjuk. Mekkora a masik harom oldal és milyen négyszogrél
van sz6? (6 pont)

3. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletrendszert:

T 4, ¥

y v (6 pont)

28 4+ 2y5 = 26 4+ 2,8,
b) Adjuk meg az dsszes p pozitiv primszamot, melyre a
4a? —4(2p+ D + (4p* —p) =0
egyenlet gyokeinek kiilonbsége egész szam. (7 pont)

4. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet:

sinz + /3 -cosz =4-sinz - cosz. (7 pont)

b) Mekkora teriiletet zarnak be az y = x egyenes és a y = 2° — 92 + 9z gorbe?
(6 pont)

II. rész

5. Az y = 23 — 622 + 152 + c fiiggvény egyik érintéjének egyenlete y = 6z — 5.
Mekkora a ¢ értéke? (16 pont)

6. A rajz szerint egy 10 m sugard kor kozepén allunk O
puskaval a kézben, amit 8 darab, 1 m sugaru tolgyfa vesz T
korbe nem egyenletesen elhelyezkedve (a rajz nem a valds O 10 m O
elhelyezkedést mutatja). Véletlenszertien 5 16vést leadva O O

mekkora annak a valdszinlisége, hogy legaldbb 3 16vés
kijut a ,fa ketrecbdl”? (16 pont)

o
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7. Kugli jatékhoz kénnyen borul6 babut terveztiink. A rajz a kereszt-
metszeti képét abrazolja. Vesziink egy R = 30 cm sugard géombot, amibél
kivagunk egy a gomb koézéppontjabol indulé kupot tgy, hogy a gomb felii-
letén egy 2257 cm? feliiletdarabot vagunk ki. Ezutan egy » = 5 cm sugari
gdmbot tesziink a csicsra gy, hogy a kis giimb kézéppontja pont a csics-
ra illeszkedjék (persze, el6tte a sziikséges lyukat kivagjuk). Mekkora az igy
kapott test térfogata? (16 pont)

8. Egy nyaklancra medalt terveztiink, melyet a rajz
mutat, ahol a medélt a vastag vonalak hatdaroljak. A nagy
kor sugara R = 4 cm, a kicsi kor beliilrdl érinti a nagy kort
és sugara r = 2 cm, amit kivdgunk. Hogy ne legyen hegyes
a medal, ezért a nagy kor kézéppontjabdl szimmetrikusan
60° szbg szogtartomanydban levo részeket is levagjuk.
Mekkora a keletkezett medal keriilete, teriilete?

(16 pont)

9. Az dbra egy foldteriilet rajzat adja, amelyen 4 tulajdonos osztozik. A nyil-
vantartdsban a kozépso két teriilet nagysaga olvashatatlan. Mekkora a hidnyzo két
teriilet nagysaga?

75 m
75 m

75 m
75 m

1,2 ha 1,35 ha

120 m 120 m 120 m 120 m

(16 pont)

Szoldatics Jozsef
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/8. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet:

Vr=6-—z. (5 pont)
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b) Oldjuk meg a [— %; 0] intervallumon az aldbbi egyenletet:

sin?z + cosz = —1. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A négyzetgyok fiiggvény értelmezési tartomanya
miatt « > 0, értékkészlete miatt = < 6, ezért az egyenlet gyokei csak a [0;6] hal-
maz elemei lehetnek. Az egyenlet mindkét oldalit négyzetre emelve és rendezve:
2% — 13z + 36 = 0, melynek gyckei x1 =4 és 2o = 9. Utébbi nem eleme a [0; 6]
intervallumnak, ezért nem lehet az eredeti egyenlet gyske. A [0;6] intervallumon
ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy csak x1 = 4 gyoke az eredeti egyenletnek.

1I. megoldas. Tekintsiik az egyenlet Yy q
két oldalat, mint fiiggvények hozzarende- 4t
1ési szabalyat. A bal és jobb oldal fiiggvé-
nyei: f(z) = V/Z és g(z) = 6 — . Abrézol- i
juk a fiiggvényeket ugyanabban a derék- 24
szogli koordinata-rendszerben. Nl
A grafikonoknak egy kozos pontja /
van, annak elsé koordindtdjat leolvas- 0 T 2 3 4 F N7 2
va: 1 = 4. Mivel f(4) = g(4) = 2, ezért 4l \

1 = 4 valéban megoldés.

b) A sin®z + cos? z = 1 azonossag alapjan 1 — cos® z + cosz = 1, melyet ren-
dezve és szorzattd alakitva cosx(cosz — 1) = 0.

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez&je 0, ezért az el6bbi egyen-
let a megadott intervallumon akkor teljesiil, ha 1 = 0 vagy x5 = —%, melyet behe-
lyettesitéssel torténd ellendrzés, vagy ekvivalens atalakitasokra torténd hivatkozas
igazol.

2. A majusban megirt emelt szintd matematika érettségi dolgozatok 1. felada-
tanak eredményessége ldathatd az aldbbi tabldazatban:

A vizsgdlt év 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
Eredményesség (%) 84 88 79 86 83

a) Hatdrozzuk meg az eredményességek terjedelmét, dtlagdt és szdrdsdt.
(4 pont)

Csaba érettségi bizonyitvdnydban az aldbbi osztdlyzatok szerepelnek: 3; 4; 5; 4;
3; 4.

b) Legkevesebb hdny osztdlyzatot kellene torslni a bizonyitvdnydbdl, hogy az 0sz-
talyzatok medidnja megudltozzon? (4 pont)

Csaba 12. osztdlyos év végi bizonyitvanydban 7 db 4-es és 5 db 5-ds osztdlyzat
szerepel, melyek kozil véletlenszeriien kivdlasztunk 3 osztalyzatot.

¢) Igazoljuk, hogy ha az osztdlyzatokat visszatevés nélkiil vdlasztjuk ki, akkor
annak a valosziniisége, hogy 2 db 4-est és 1 db 5-dst vdlasztottunk % (4 pont)
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Megoldas. a) A keresett terjedelem (88 —79 =)9, az atlag (% = )84, a szoras
pedig

2 42 1524921 12
\/0 +42 452422412 63 ~ 3.03.
5
b) Az osztalyzatok medidnja 4.

Ha a jegyek koziil egyet torliink ki (1 db 3-ast vagy 1 db 4-est vagy 1 db 5-6st),
akkor a medidn ugyantgy 4 marad.

Ha a jegyek koziil kett6t torliink ki, akkor a median csak ugy valtozhat meg,
ha a két kozéps6 osztdlyzat dtlaga nem 4 lesz, ami 2 esetben is teljesiil (3; 3; 4; 5
vagy 3; 3; 4; 4).

Ezért legkevesebb 2 osztédlyzatot kell kitorolni, hogy a medidn megvaltozzon.

12)(: 220)-féleképpen véalaszthatunk ki.

¢) A 12 osztalyzat koziil harmat (3

Ez az 0sszes eset szama.

A 7 db 4-esb8l 26t és az 5 db 5-6sb6l L-et () - (7) (= 105)-féleképpen valaszt-

hatunk ki. Ez a kedvez§ esetek szdma. A keresett valoszintiség:

() () 2t
(5)

3. Egy paralelogrammadban az dtlohosszak négyzetének Osszege 74,45, az dtlo-
hosszak négyzetének kiilonbsége 32,13.

a) Szamitsuk ki a paralelogramma dtléinak hosszdt. (4 pont)

b) Igaz-e, hogy a paralelogramma dtldinak felezépontjin dtmend, annak hosz-
szabbik oldaldval pdrhuzamos egyenes két eqyenld teriiletid részre osztja a paralelog-
rammdt? (4 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a paralelogramma szomszédos oldalhosszainak négyzet-
dsszegét. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jellje a paralelogramma 4tléit e és f, ekkor
a feladat szovege alapjan megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

€2 + f2 = 74,45,
€2 — f2 =32.13.

A két egyenletet 6sszeadva: 2¢? = 106,58. Ebbdl e = 7,3, majd f = 4,6.

II. megoldds. Jelolje a paralelogramma atléit e és f, ekkor a feladat szovege
alapjan megoldandé az alabbi egyenletrendszer:

€2 + f2 = 74,45,
€2 — f2 =32.13.

Az elsé egyenletbdl f2 = 74,45 — €2, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve: 2¢? =
= 106,58. Ebb6l e = 7,3, majd f = 4,6.
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b) A paralelogramma &tléi felezik egymadst, ezért a BDT haromszog a BMQ
haromszognek B kozépponti, 2-szeres nagyitasi képe. Ezért az ABFE paralelog-
ramma magassiga ugyanakkora, mint az EFC D paralelogramma magassdga. Mivel
AB = EF, fgy igaz, hogy TABEF = TEFCD-

D C D C
M / b € f
/ /
AT Q B A a B

b) c)

¢) Az dbra jeloléseit hasznalva frjuk fel az ABD és ABC héromszogekre
a koszinusztételt:
az ABD haromszogben: e? = a? 4+ b?> — 2abcos a,
az ABC hiromszogben: f2 = a? + b> — 2abcos f5.

Mivel ABCD paralelogramma, ezért cos 8 = cos(180° — a) = — cos . Ezért
. 2 2
f2 =a?+b?+2abcosa. Igy €2+ f2 = 2a% 4 2b?, ahonnan a? +b? = % = 37,225.

4. Egy konyhai papirtorld tekercs 80 darab
0,5 mm wvastag téglalap alaku lapbol dll. Egy papir-
lap 240 mm hosszi és 230 mm széles téglalap, me-
lyek a szélességiiknél perfordcids (tépést megkonnyits)
résszel kapcsolodnak egymdshoz. A tekercs kdzepén lé-
v0 tires henger dtmérdje 40 mm.

a) Hdny teljes fordulatot tesz meg az iires henger,
ha az egész papirtekercset korbe letekerjik? (A perfo-
rdcios részek méretétdl tekintsink el.) (9 pont)

Az egyik ismert mdrkdju papirtorld tekercs lapjaira mintdkat is nyomtatnak.
A gydrtésoron 8 kiilonbozd mintdbdl csak 3-féle mintdt haszndalnak fel egy lapra.
A gydrtésoron az 0sszes lehetséges mintahdrmast bedllitjak a gépeken, amelyeket
egymds utdn folyamatosan nyomtatnak a papirtorld lapjaira.

b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy egy adott tekercs egy lapjdt kivdlasztva
a tekercsen van még egy ugyanilyen mintdzati mdsik lap? (5 pont)

Megoldas. a) A 80 téglalap alaku papirlap sszesen 80 - 240 = 19200 mm =
= 19,2 m hosszi. Az els6 réteg hossza az iires hengeren 2 - 20 - w(=~ 125,66) mm.
A maésodik réteg hossza az iires hengeren: 2 - 20,5 - w(~ 128,81) mm.

Eszrevehetd, hogy az egyes rétegek hosszanak Gsszege az iires hengeren:

27[20+ 20,5+ 21+ ... + (20 + (n — 1) - 0,5)],
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ahol n a teljes fordulatok szama. A szogletes zardjelben egy szamtani sorozat elsé
n tagjanak osszege van (a1 = 20, d = 0,5).

40+ (n—1)-0,5

Sp 5

-n = 0,25n% + 19,75n,

igy megoldandé a 0,57 - n? + 39,57 - n — 19200 = 0 egyenlet. Az egyenlet gyokei
ny & 77,9 és no &~ —156,9, melyek koziil utébbi nyilvan nem lehet a feladat megol-
dasa.

Tehat az iires henger 77 teljes fordulatot tesz meg, ha az egész papirtekercset
korbe letekerjiik.

b) A gyartésoron (g) (= 56)-féle kiilonboz6 mintat hasznélnak fel, ez az Gsszes
eset szdma. A 80 lapbdl 4ll6 papirtorls tekercsen (80 — 56 =)24 minta két papirlapon
is szerepel, igy a kedvezd esetek szama, 48.

Az ismétlédés fiiggetlen attol, ho%y egy adott tekercsen melyik mintaval kezd
a gép. Tehat a keresett valdsziniiség % = 0,6.

II. rész

5. A térképrészleten egy hdromszég alaki te-
lek lathato, melynek Toldi iti oldala 50 m, Petd-
fi uti oldala 65 m és Mikszdth ti oldala 75 m
hossziu. A telket Csaba, Ldszlé és Levente orikli,
akik megdllapodnak, hogy a Toldi uttal pdrhuzamos
« keritésekkel hdarom egyenld teriileti részre osztjdk

fel a telket gy, hogy mindenkinek legyen kijdrata
a Mikszdth vtra, o féutra.

"
Tolds U

aupe

&)
s
L
%

. a) Milyen hosszi drétkeritést kell venniik

a telkek szétvdlasztdsahoz? (6 pont)

A helyi épitési szabdlyzat nem engedélyezi olyan épiilet épitését, amelynek két
szomszédos fala dltal bezdrt szog 60°-ndl kisebb.

b) Kiadhatd-e épitési engedély arra az épiiletre, amelyet gy terveznek, hogy

a Toldi és a Mikszdth utca sarkdn fog dllni, és kiilsé falai ezzel a két utcdval

pdrhuzamosak lesznek? (4 pont)

Csaba, Laszlo és Levente megdllapodtak abban, hogy a telek felosztdsa utdn koc-
kadobdssal dontik el, hogy milyen sorrendben vdlasztanak a telkek kozil. Mindenki
dob egyet eqy szabdlyos dobokockdval, és ha nincs azonos dobds, akkor a legna-
gyobbat dobo wvdlaszt eldszor, majd a mdsodik legnagyobbat dobo mdsodszor, végiil
a legkisebb szimot dobd kapja a maradék telekrészt. Ha van egyenld a dobott szd-
mok kozott, akkor a dobds érvénytelen és addig dobnak ujra, amig nem lesz hdrom
kiilonbozd eredmény.

¢) Mekkora valdszindséggel vdlaszt eldszér Levente telket? (6 pont)
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Megoldas. a) Tekintsiik a feladat szovege alap- A
jan az dbradt.

Mivel a fiuk egyenld teriiletti részekre osztjak a tel- D
ket, ezért TABED = TDEGF = TFGC = %TABC- Az AB
oldallal parhuzamos felosztés és a megfeleld szogek pa-
ronkénti egyenlésége miatt az ABCA ~ FGCA, igy
a hasonlé sikidomok teriiletének ardnyéara vonatkozo
tétel miatt

FG = \/g - AB(~ 28,9 m).

Hasonléan az AB oldallal parhuzamos felosztas és a megfelelo szogek paronkénti
egyenldsége miatt az ABC/A ~ DEC/A, igy a hasonlé sikidomok teriiletének ara-
nyara vonatkozd tétel miatt

2
DE = \/g AB(~ 40,8 m).

A telkek szétvalasztasahoz a fitknak kb. 69,7 m hosszi drétkeritést kell venniiik.

b) Akkor nem adhaté ki épitési engedély az épitendd épiiletre, ha az ABC
haromszog A csicsandl 1év6 a szbge 60°-ndal kisebb. Az « sz6g meghatarozasahoz
az ABC haromszogben a koszinusztételt alkalmazva:

1
652 =50 + 752 —2.50-75-cos, ahonnan cosa = %
Mivel 1 13
cos 60° = 3 < cosa = 25

ezért a < 60°, tehat az épitési engedély nem adhaté ki.

¢) A keresett val6szintiség a kedvezd esetek szdmdanak és az Osszes eset szdma-
nak hédnyadosaként szdmithaté ki. Az 6sszes esetet azok a dobédsok alkotjak, amikor
mindhérom dobés kiilonb6z6. Ezek szdma 6-5 -4 = 120. Vizsgéljuk a kedvezd esetek
szamat Levente dobasa szerint:

Ha Levente 1-est vagy 2-est dob, akkor a kedvezd esetek szama 0.
Ha Levente 3-ast dob, akkor a kedvezo esetek szama 2 -1 = 2.
Ha Levente 4-est dob, akkor a kedvez6 esetek szama 3 - 2 = 6.

Ha Levente 5-6st dob, akkor a kedvezo esetek szama 4 -3 = 12.
Ha Levente 6-ost dob, akkor a kedvezo esetek szama 5 -4 = 20.

Igy a kedvezd esetek szdma 40.
40 1

Ezért a keresett valészinfiség: 155 = 3.

6. Adott a valés szdmok halmazdn értelmezett f és g fiiggvény:

x> 2?

fa) =% -+

T 7 és g(x) = —2® 4 2.

|8
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a) Adjuk meg az [ figguény lokdlis szélséértékhelyeit. (5 pont)
b) Igazoljuk, hogy az f és g fiigguények grafikonjdnak hdarom kizds pontja van.

(5 pont)
c) Szdmitsuk ki az f és g figguények grafikonja dltal kézbezdrt teriilet nagysdgdt
az x1 =0 €és xo = 2 hatdrok kézitt. (6 pont)

Megoldas. a) Az f fiiggvénynek csak ott lehet lok4lis szélséértéke, ahol f'-nek
zérushelye van.

ORI PR
igy megoldand¢ a
gxg —x+ % 0
egyenlet.
A derivaltfiiggvény zérushelyei: x, = % és xo = 2. Mivel a derivaltfiiggvény
T < % 6s at > 2 esetén pozitiv, 5 < x < 2 esetén pedig negativ, ezért az f fliggvény-

nek scl ——ban lokélis maximumbhelye, x5 = 2-ben pedig lokalis minimumhelye van.

b) A metszespontok meghatarozasdhoz megoldandé az

3 2
%—%—&— =—2®+22

o8

egyenlet. Az el6bbi egyenletrendezés és szorzattd alakitds utan: x(x? +4x —12) = 0.
Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez6je 0, ezért az egyenlet gyokei:
1 =0; 29 = —6 és x3 = 2.

Tehat az f és g fiiggvények grafikonjanak valéban harom ko6zos pontja van.

¢) Mivel a felvett fiiggvényértékek a megadott hatdrok kozott pozitivak és a g
fliggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonja folott helyezkedik el, ezért a keresett
T teriiletre fennall:

7. a) Hdny kilonbiézd 124 jegyti tizes szamrendszerbeli természetes szam képez-
hetd 62 db nulla és 62 db egyes szdmjegybdl? (Elegendd csak a kiszdmitds mddjdt

megadni.) (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy a 62 db nulldbdl és 62 db egyesbdl dllé 124-jegyd tizes
szamrendszerbeli természetes szamok egyike sem lehet négyzetszam. (5 pont)

¢) Hatdrozzuk meg annak a szamrendszernek az alapszamdt, amelyben a 124
felirhato olyan 3 jegyti szamként, melynek minden szdmjegye azonos. (8 pont)
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Megoldas. a) Mivel a képzett szdm 124 jegyi, ezért elsd jegye csak 1-es lehet.
Annyi ilyen szam képezhetd, ahanyféleképpen a maradék 62 db nulldt és 61 db
1-est sorba lehet rendezni.

123!
62!-61! "
b) Egy természetes szdm 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot adhat.

A keresett sorrendek (és egyben képezhet6 szdmok) szdma:

3-mal oszthaté szam négyzete biztosan oszthatéd 3-mal, mert (3k;)2 = 9k2.
3-mal osztva 1 maradékot add szam négyzete 3-mal osztva biztosan 1 maradé-
kot ad, mert (3k 4+ 1)° = 9k% + 6k + 1.

3-mal osztva 2 maradékot add szam négyzete 3-mal osztva biztosan 1 maradé-
kot ad, mert

(Bk+2)° =9k + 12k +4=3-(3k> +4k + 1) + 1.

Mivel barmely képzett szimban a szamjegyek Osszege 62, mely 3-mal osztva
2 maradékot ad, ezért biztos, hogy a képzett szdm nem lehet négyzetszam.

¢) Jelolje a keresett szdmrendszer alapszdmdt x, a szdm alakjit ebben a szdm-
rendszerben AAA. Az AAA alaki értékil szam valédi értéke az x alapu szdmrend-
szerben: Ar? + Az + A = A(2% + z + 1), tehét a szdm oszthaté A-val.

A 124 primtényez6s felbontdsa 22 - 31, igy az A szadm lehetséges értékei 124

pozitiv osztéi: 1; 2; 4; 31; 62; 124. Mivel egy szamrendszer alapszama legalabb 2,
22+ x4+ 1> 7, ezért A legfeljebb [%] = 17 lehet.

Ha A =1, akkor az 2 + = + 1 = 124 mésodfokd egyenletnek nincs egész meg-
oldésa.

Ha A = 2, akkor az 2 + = + 1 = 62 masodfokt egyenletnek nincs egész meg-
oldésa.

Ha A = 4, akkor az z? + = + 1 = 31 mésodfoki egyenlet megolddsai: x; = —6
és 1o = 5.

Negativ szam nem lehet a szdmrendszer alapszama, ezért a keresett alapszam 5.

Ebben a szamrendszerben valéban 1étezik a 4445 szam.

8. Az egyetemi felvételi eljardsban julius kozepéig lehet mddositani azoknak
a szakoknak a sorrendjét, amelyekre felvételizni szeretnénk. Mdrta 5 kilonbiozd
dllamilag tdmogatott képzésre jelentkezett, és kozilik hdrom szak esetén beadta
a jelentkezést az onkoltséges képzésre is.

a) Hdny killonbozé sorrendben adhatja be a mddositasndl ezeket a szakokat, ha
az nem fordulhat eld, hogy eqy bizonyos szakbdl elékeldbb helyen dll az onkiltséges
képzés, mint az dllamilag finanszirozott? (5 pont)

Mdrta a modositds utdn sajnos csak az onkoltséges képzésre jutott be, amelynek
dija félévenként 250000 Ft. Szilei az elmult 5 évben havi 20000 Ft-ot tettek félre
erre a célra. A megtakaritds 5 évig egy olyan szdmldn volt, amely havonta 1%-ot
kamatozott, és az dsszeget havonta tékésitették.

b) Legfeljebb hdny félévnyi tandijra elegendd a teljes lekitott dsszeg? (5 pont)
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Madrta ugy dontitt, hogy a lekotott 6sszegbol 500 000 Ft-ot rogton berak a bank-
ba, majd a kiovetkezd év elején még ujabb 500000 Ft-ot hozzdtesz. Ebben a konst-
rukcioban a kamatot évente tékésitették, azaz minden év végén adtdk hozzd a bent
lévd dsszeghez a kamatot.

¢) Hdny szdzalék volt az éves kamat, ha Mdrta a mdsodik év végén csak a ka-
matokbdl 76 250 Ft-ot tudott felvenni? (7 pont)

Megoldas. a) Jelolje a kiilonboz6 llamilag tdmogatott képzéseket A, B, C,
D, E, és a megfelel6 onkoltséges képzéseket a, b, c. A beadott 8ikiilonbz6 szak-
nak osszesen 8!(= 40320)-féle sorrendje lehet. Minden olyan lehetséges sorrendhez,
amelyben A megelézi a-t (a szimmetria miatt) pontosan egy olyan sorrend tarto-
zik, amely csak annyiban kiilonbozik, hogy A-t és a-t felcseréljiik, ezért a lehetséges
sorrendek szamat osztanunk kell 2-vel.

Hasonléan osztanunk kell 2-vel B és b, valamint C és ¢ sorrendjei miatt is,
ezért a keresett sorrendek szdma 28—;, —1(=17"—-1)=5039.

b) A bankba havonta betett sszegek egy 1,01 hdnyadosi mértani sorozat
egymdst kovetd tagjai, ahol a sorozat elsé tagja (20000 - 1,01 =) 20200. Az 5 év

alatt Osszegylijtott Osszeg a mértani sorozat elsé 60 tagjanak Osszege, ezért ezt
az Osszeget kell kiszamolni. A mértani sorozat dsszegképletébe behelyettesitve:

1,0160 — 1

=202 .
S0 = 20200 - =0

~ 1649727 (Ft).

Ez az 6sszeg 6 félévre elegendo.

c¢) Jelolje a befizetett 6sszeg éves novekedését p. Ekkor az elsé év elején be-
fizetett Gsszeg p’-szeresére, a mésodik év végén befizetett Gsszeg p-szeresére né.
Ezért megoldand6 az 500000 - 22 + 500 000 - x = 1076 250 egyenlet. Az egyenletet
rendezve és egyszeriisitve:

400 - 22 + 400 - x — 861 = 0.

Az el6bbi masodfoku egyenlet megoldasai: 1 = 1,05 és x5 = —2,05, melyek koziil
utébbi nyilvan nem lehet a feladat megolddsa. Tehéat az éves kamat 5% volt.

9. Az Oroszorszagban rendezett labdarigd vildgbajnoksdgra nagy létszami hor-
vat bardti tarsasdg utazott ki. Az elsé hdrom horvdt mérkézést a tarsasdg 90-90-
90%-a tekintette meg.

a) Legaldbb, illetve legfeljebb a szurkolok hdny szdzaléka lathatta mindhdrom
mérkézést? (4 pont)

Horvdtorszdg az elsé mérkdzését Nigéria ellen vivta a kalinyingrddi (régi porosz
Konigsberg) stadionban. Egy sorban 12 horvdt szurkold ilt, akik kézil néhdnyan
kézfogassal kdszontotték egymdst.

b) Lehetséges-e, hogy az egyes szurkolok 11, 10, 11, 6, 9, 11, 7, 4, 8, 11, 5, 11
mdsik szurkoldval fogtak kezet? (3 pont)

Egy szabadrigds alkalmdval az L pontban lévé labda éppen 16,5 m-re van
az alapvonaltol. Az alapvonalnak a labddhoz legkozelebb levd V' pontja ugyancsak
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16,5 m-re van az alapvonalon elhelyezkedd 7,32 m széles és 2,44 m magas kapu
labddhoz kézelebbi fiiggdleges kapufdjanak B talppontjdatol.

Dy rC

pélyarészlet feliilrol
kapu szembdl L m

alapvonal

¢) Mekkora szégben ldtja a L pontban dllé focista a BD szakaszt, ha szem-
magassdga 174 cm-en van? (9 pont)

Megoldas. a) Ha a ,legaldbb mennyien ldthattdk mindhdrom mérkézést” kér-
désre szeretnénk valaszt kapni, akkor a lehetd legtobb szurkolot kell kijuttatni
a mérkézésekre. A hdrom mérkdzésre 3-0,9 = 2,7, azaz a tdrsasag létszamanak
270%-4nak megfeleld mennyiségli jegy kelt el. Lathatd, hogy a 270%-nyi jegy-
mennyiség 2 mérkézés megtekintését mindenki szamara lehetévé teszi, a maradék
pedig biztositja, hogy a csoport legaldbb 70%-a ldtja mindharom mérkdézést. A tar-
sasdg legfeljebb 90%-a 1dtja mindhdrom mérkdzést, ha 10%-uk egyaltaldn nem megy
ki arra.

b) A kézfogdsok szdmabdl lathaté, hogy 5 szurkolé 11 maésikkal fogott kezet,
azaz Oten mindenkivel kezet fogtak. Az el6bbi megdallapitds miatt biztosan nem
lehet olyan szurkold, akinek 5-nél kevesebb kézfogdsa volt. Mivel az adatok szerint
van olyan szurkold, aki 4 tarsdval fogott kezet, ezért a kézfogasok szama igy nem
lehetséges.

¢) Jelolje az L pontban 4ll6 focista szemmagassagat S.

, D
Igy a DSB< = a szoget kell meghatarozni. T

A kapu BD &atlojanak hossza a Pitagorasz-tétellel:
BD = /7,322 + 2,442 ~ 7,72 m. B
SB meghatdrozasihoz sziikségiink van LB tavolsagéra.

A Pitagorasz-tételt az LV B majd az LSB haromszogekre
alkalmazva:

S
SB = +/16,52 + 16,52 + 1,742 ~ 23,4 m. L

SD meghatarozdsihoz az AD szakasz ,szemmagassagi” pontja legyen T'. Ek-
kor TD = 2,44 — 1,74 = 0,7 m lesz. Felhasznélva, hogy az AV L és ST D héaromszo-

gek is derékszogliek, valamint ST = LA = \/16,52 + (16,5 + 7,32)2, az SD szakasz

hosszéra SD = \/16,52 + (16,5 + 7,32)2 + 0,72 ~ 28,99 m addédik. Az oldalhosszak
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ismeretében a BDS haromszogre a koszinusz-tételt alkalmazva:
BD? = BS*+ SD* -2-BS-SD - cosa.

cos a =~ 0,9791, ahonnan « ~ 11,7°.
Tehat a keresett 1atoszog kb. 11,7°.
Varga Péter
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1466. Egy bizottsdg az év folyamdn tizenkét alkalommal tilésezett. A tagok
kozil minden ilésen 10-en vettek részt, és bdrmelyik két tag legfeljebb egyszer volt
egyiitt jelen. Legaldbb hdny tagbdl dll a bizottsag?

Megoldéas. Elészor megmutatjuk, hogy 58 ember elegendd. Ehhez el6szor
olyan konstrukciét mutatunk, amely 66 embert haszndl, viszont minden hénapban
11-en vesznek részt az iilésen; utdna ezt fogjuk alkalmasan médositani.

Tekintsiik az {1,2,...,12} halmaz &sszes 2 elem{i részhalmazat és mindegyiket

feleltessitk meg a bizottsdg egy tagjdnak: az {i,j} pdrnak megfeleltetett ember

az i-edik és a j-edik hénapban menjen el az iilésre. Ekkor Gsszesen (122) = 66 embert

hasznédltunk és minden hénapban 1l-en vannak jelen az iilésen (hiszen minden
1 <1< 12 esetén 11 olyan pér van, ami -t tartalmazza). Tovdbbd bérmely két
ember legfoljebb egyszer taldlkozik: ha az {i,j} és {k, ¢} parok diszjunktak, akkor
a megfeleld két ember egyaltaldn nem taldlkozik, ha pedig {i,7} N{k, £} = {m},
akkor pontosan az m-edik hénapban taldlkoznak.

Helyettesitsiik most az {1,2}, {1,3} és {2,3} paroknak megfelel§ bizottsdgi
tagokat egyetlen emberrel; 6t tekinthetjitk gy, hogy az {1,2,3} részhalmaznak
felel meg. Hasonléan, keletkezzen a {4,5}, {4,6}, {5,6} parokbdl a {4,5,6} har-
mas, a {7,8}, {7,9}, {8,9} pdrokbdl a {7,8,9} harmas, végiil a {10,11}, {10, 12}
és {11,12} pérokbdl a {10, 11,12} hérmas. Ezzel az emberek szdmat 4 - 2 = 8-cal
csOkkentettiik, vagyis 58 embert haszndlunk. Minden hénapban 1-gyel csckkentet-
titk a megjelend tagok szdmat (hiszen minden 1 < ¢ < 12 esetén két, i-t tartalmazd
parbdl egyetlen i-t tartalmazé harmast csindltunk), igy mostmar minden hénapban
10-en jelennek meg az tilésen. Végiil pedig tovabbra is igaz, hogy barmely két ember
legfoljebb egyszer taldlkozik: mivel a harom elemii részhalmazok paronként disz-
junktak, ezért az ezeknek megfelel6 emberek egyéltalan nem taldlkoznak; tovabba
mivel egy két és egy harom elemi részhalmaznak is legfoljebb csak egy kozos eleme
lehet (mert a hdrom elemt részhalmazok két elemi részhalmazait megsziintettiik),
ezért az ilyeneknek megfelelé emberek is legfoljebb egyszer taldlkoznak.

Most megmutatjuk, hogy legaldbb 58 emberre van sziikség. El6szor tegyiik fel,
hogy van olyan ember, aki legaldbb 4 bizottsagi iilésen jelen van: példaul Kovacs
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ur az els6 4 honapban elmegy. Ekkor Kovéacs tron kiviil az els6 4 bizottsagi iilés
koziil mar semelyik kettonek nem lehet kozos résztvevéje, vagyis eddig 1 +4-9 = 37
embert hasznaltunk. Az 6t6dik hénapban legaldbb 6 1j emberre van sziikség, hiszen
az els6é négy honapbdl csak egyet-egyet vehetiink. Hasonléan, minden 5 < ¢ < 10
esetén igaz, hogy az i-edik honapban legalabb 11 — ¢ 1ij emberre van sziikség, hiszen
az els6 i — 1 hénap mindegyikébol csak egyet-egyet vehetiink. Ezzel 6sszesen valéban
legalabb 1 +4-9+6+5+---+ 1 =37+ 21 = 58 embert hasznaltunk.

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy minden bizottsagi tag legfoljebb 3
iilésen jelenik meg. Jelolje z1, 29, illetve z3 azon tagok szdmét, akik (pontosan) 1,
2, illetve 3 iilésre mennek el. Célunk tehat megmutatni, hogy z1 + 22 + 23 > 58.

Mivel a 12 honapban 6sszesen 12 - 10 = 120 ember jelenik meg, ezért
(%) 21 4 229 + 323 = 120.

Barhogyan valasztunk ki két honapot, ezekben egyiittesen legalabb 19 ember jelenik
meg (hiszen a két iilésnek csak egy kozos résztvevije lehet). Adjuk most 6ssze
az Osszes hénapparra az azokban megjelen6 bizottsagi tagok egyiittes szamat; mivel
a 12 hénapbdl (') = 66 par készithetd és minden par esetében az egyiittes 6tszdm
legalabb 19, ezért ez az Osszeg legalabb 66 - 19 = 1254. Hanyszor szdmoltunk meg
ezzel egy-egy embert? Ha valaki Osszesen csak 1 bizottsagi iilésre ment el, akkor
11-szer: ennyi hénappér tartalmazza azt az egy hénapot, amikor elment. Ha valaki
pontosan 2 hénapban ment el, akkor 21-szer szamoltuk meg: valéban, ha az i-edik
és j-edik honapokban volt ott, akkor i-t és j-t is 11 hénappar tartalmazza, de az igy
kapott 2 - 11-b6l egyet le kell vonni, mert az {4, j} hénappért dupldn szdmoltuk. Ha
pedig valaki pontosan 3 iilésen volt ott, akkor 30-szor szamoltuk meg: ha az i-edik,
j-edik és k-adik hénapokban volt ott, akkor 3 - 11 — 3 hénappér tartalmaz ¢, j és k
koziil legaldbb egyet (és azért 3-at vontunk le, mert a 3 - 11-ben az {i,5}, {i,k} és
{Jj, k} pérokat is dupldn szdmoltuk). Mindebbdl tehét az aldbbi kovetkezik:

() 1121 + 2125 + 3023 > 1254.

Vonjuk most le az (xx) egyenlétlenség egyharmaddbdl az (x) egyenlet hdromszo-
rosét: %zl + 29 + z3 > 58. Ebbél pedig (z; > 0 miatt) z1 + 22 + 23 > 58 val6ban
kovetkezik.

Megjegyzés. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy z1 + z2 + 23 = 58 csak gy valésulhat
meg, ha z1 = 0 — vagyis 58 emberrel csak gy készitheté helyes konstrukcid, ha mindenki
legalabb 2-szer elmegy. A fenti bizonyitds nem zdarja ki olyan, 58 embert hasznalé konst-
rukcio 1étezését, amelyben van olyan tag, aki legalabb 4-szer elmegy; val6jadban azonban ez
is lehetetlen. El6szor is, a gondolatmenet apré médositasaval kénnyli megmutatni, hogy
ha van olyan bizottsagi tag, aki legaldbb 5-szor elmegy, akkor mar legaldbb 61 emberre
van sziikség. Ha pedig a bizonyitast kiegészitjiik azzal, hogy bevezetjiik a pontosan 4-szer
megjelend emberek szdmdara a z4 jelolést is és ezt is bevessziik a (x) egyenletbe és a ()
egyenlGtlenségbe, akkor végiil a %21 + 22 + 23 + §z4 > 58 egyenlétlenséget kapjuk. Ebbdl
pedig valoban kovetkezik, hogy z1 + z2 + 23 + 24 = 58 csak a z; = z4 = 0 esetben lehet-
séges. Tovabba, mivel a z2 + z3 = 58 és 222 + 323 = 120 egyenletekbdl zo = 54 és z3 = 4
adddik, ezért 58 emberrel csak gy lehet helyes megoldast kapni, ha pontosan 4 ember
megy el haromszor és a maradék 54 kétszer. Ennek végiggondolasa utdn a megoldas elején
leirt konstrukcié mar sokkal kénnyebben megtaldlhato.

Szeszlér Ddvid, BME
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Megjegyzések. 1. A feladat sajnos tdl nehéz volt. A megoldék koziil sokan csak
egy adott konstrukciét adtak a becslésiikre, &m abbdl nem kovetkezett, hogy nincs jobb
konstrukcié. Egyetlen 5 pontos megoldés sziiletett, a fentitdl kiilonbozik, és a honlapon
olvashaté. A 2 pontos megoldéds adott egy jé konstrukciét 58 fére, de nem létta be, hogy
kevesebb nem elég. 1 pontot kaptak, akik 60 fére, vagy 55-57 fére adtak egy jé konstrukciot.
Nem kaptak pontot a tobbiek, illetve akik rossz konstrukciét adtak (ezekben gyakran nem
teljesiilt az a feltétel, hogy barmely két tag legfeljebb egyszer volt jelen azonos iilésen).

2. Sokan kovették az aldbbi gondolatmenetet, &m nem jutott esziikbe, hogy meg-
prébéljanak 34 fére megadni egy példat, igy — mivel a bizonyitds ugyan helyes, de maga
a becslés nagyon alatta van a valédi értéknek — 6k is 0 pontot kaptak: ,Egy iilésen 10-en

vettek részt. 10 emberbol (120> = 45 péar alakithaté ki. Ezek a parok mar mésik iilésen nem
ismétlédhetnek és ez igaz a tobbi iilésre is. Ezért annyi tagnak kell lenni a bizottsagban,
n(n—1)

akikbé] legaldbb 12 - 45 = 540 killonboz8 par alakithaté ki: () = "= > 540, vagyis

n? —n — 1080 > 0. A mésodfoki egyenlet pozitiv megoldésa n ~ 33,37, igy az egyenl6t-
lenségé, figyelembe véve, hogy n pozitiv egész szdm, n > 34. Tehét legalabb 34 tagbdl &all
a bizottsag.”

3. Sokan érveltek a kovetkez6képpen: ,,Az elsé alkalommal 10 emberrel szdmolhatunk.
A maésodik alkalommal a legkedvezdbb, ha egy ember eljon az elsé gytilésrél (igy tobben
onnan mar nem johetnek), azaz a mésodik gytilésen 9 1j ember jelenik meg. A harmadik
gylilésen 2 olyan ember tud megjelenni, aki még nem voltak azonos alkalommal (egyik
az els0, méasik a masodik gyiilésrol; aki mindketton részt vett, az a harmadikon mar
nem vehet részt) — igy 8 1j ember jelenik majd meg. Es igy tovabb: a negyediken 7,
az 6todiken 6, a hatodikon 5, a hetediken 4, a nyolcadikon 3, a kilencediken 2, a tizediken
1, 4j ember lesz jelen, a tizenegyedik iilésre pedig minden €l6z6 iilésrél pontosan 1 olyan
embert valasztunk, akik még csak egy gytilésen voltak, igy azon egy 1j ember sem lesz.
A tizenkettedik gytilésre béarki jon el, aki mar volt gyfilésen, az két gylilés 6sszes tagjanak
teszi lehetetlenné a részvételt, igy Osszesen maximum 5 olyan ember tud a tizenkettedik
gylilésen részt venni, akik még nem voltak ugyanazon a gytilésen — ez 5 1ij embert jelent.
Ez 6sszesen 60 £6.” Ezzel az érveléssel az a probléma, hogy nem biztos, hogy a legkevesebb
embert ilyen médon taldlhatjuk meg.

130 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Marké Gébor. 2 pontos 1, 1 pontos 54, 0 pontos
74 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4937. A sikon kivdlasztunk rdacsnégyszégeket igy, hogy igaz rdjuk a kévet-
kezd: akdrhogy szinezziik a rdcspontokat véges sok szinnel, mindig van olyan kivd-
lasztott négyszog, amelynek minden csiucsa ugyanolyan szint. Bizonyitsuk be, hogy
van végtelen sok olyan kivdlasztott négyszog, amelyek kozil semelyik kettdnek nincs
kéz0s csiucsa.

(6 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)
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Megoldas. Szinezziik ki a stk racspontjait k szinnel. A feladat feltétele szerint
van olyan racsnégyszog, amelynek a csucsai egyforma szintiek. Ez legyen az A négy-
sz0g. Ezutan készitlink egy 1j szinezést gy, hogy az A négyszog csucsainak szi-
nezését lecseréljik a k+ 1, k+ 2, k4 3 és k + 4 szinre. A feladat feltétele alapjan
ennél a szinezésnél is létezik olyan négyszog, amelynek a cstcsai egyforma szini-
ek, legyen ez a B négyszog. Ennek a négyszognek egyik csiicsa sem fog egybeesni
az A négyszog csucsaival, mert k + 1-t6l k 4 4-ig a szinekbdl csak egy-egy darab
csucs van, viszont a B négyszog mind a négy csucsanak ugyanolyan szintinek kell
lennie. Tehat a B négyszognek biztosan nincs kozos csicsa az A négyszoggel. Most
a B négyszog csucsait festjitkk at k + 5, k+ 6, k + 7, k + 8 szintire. Ekkor is 1étezik
olyan négyszog amelynek cstcsai egyforma szintiek (legyen ez a négyszog C'), ami-
nek nem lehet k6z6s csticsa sem A-val, sem B-vel, mert C' olyan négyszog, amelynek
mindegyik csicsa egyszint, viszont az A és B csicsainak szinei csak pontosan egy-
szer fordulnak el6 az Gjabb szinezésben. Az eljarast folytatva, tegyiik fel, hogy mar
n darab paronként diszjunkt rdcsnégyszoget kivdlasztottunk. Akkor az el6z6 elja-
rassal kivalaszthatunk egy tovabbi olyat, amely az eddigiektol teljesen kiilonb6zo.
Végtelen sok olyan négyszoget fogunk kapni, amelyeknek nincs kozos csticsa.

Biczd Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 44 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 37, 3 pontot 1 tanulé. 2 pontos 2,
0 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4941. A hegyesszigli ABC hdromszdg korilirt korének O kézéppontjat
tikrozzik a magassdgok talppontjaira. Igazoljuk, hogy e hdrom pont dltal meg-
hatdrozott kor ugyanakkora sugari, mint az ABC hdromszdg korilirt kore.

(4 pont)

Megoldaés. Az dbra jelolései szerint
legyenek a magassagok talppontjai T,
Tg, Tc. Az O kozéppont Ty, Tg és To
pontokra vonatkozd tiikorképei rendre
D, E és F, tovabba a magassiagpont ol-
dalakra (és igy a magassdgok talppont-
jaira) vonatkozé tiikorképei pedig My,
MB és Mc.

Ismert, hogy a haromszog magas-
sagpontjat az oldalakra tiikrozve a ka-
pott M4, Mp, Mc pontok rajta vannak
az ABC haromszog koriilirt korén.

Tekintsiik ezutdn a D és M pon-
tokat. A D pont az O pontnak, az M4 pont pedig M pontnak a T4 talppontra
vonatkozé tiikorképei, igy az MOM D négyszog kozéppontosan szimmetrikus,

. —_—
tehdat paralelogramma. Igy OM = M4 13 Most az O és M pontokat a Tz talppontra
— ﬁ
tiikrozve latjuk azt is, hogy OM = MpFE. Végiil a Te-re tiikkrozve O-t és M-et ismét
oMl — WP
a paralelogrammma tulajdonsiagabol OM = M¢cF.
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E harom vektor azt jelenti, hogy a DEF haromszog az Mo Mp Mo haromszog

——

eltoltja az OM vektorral. A két hiromszog egybevagd, a koriilirt koreik sugara

megegyezik, rdadasul a DEF haromszog koriilirt kérének koézéppontja az eredeti
ABC haromszog magassagpontja.

Csépdnyi Istvan (Egri Szilagyi Erzsébet Gimndzium, 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 83 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 78, 2 pontot 2 versenyzd. 1 pontos 2,

nem értékeliink 1 dolgozatot.

B. 4950. Jeloljik F,,-nel az n-edik Fibonacci-szdmot (Fy = Fo =1, F,40 =
= Foy1+ Fn), és definidljuk az ag,ar,az,... sorozatot a kivetkezd rekurzidval:
legyen ag = 2018, és minden k > 0-ra legyen ap+1 = ax + F,,, ahol F, a legnagyobb
ag-ndl kisebb Fibonacci-szdm. Eléfordul-e az (ag) sorozatban Fibonacci-szdm?

(4 pont)

Megoldas. El6szor vizsgaljuk meg, hogy a 2018 Fibonacci szam-e? A Fibo-
nacci-sorozat a masodik tagtdl kezdve szigoriian monoton névekedo, igy elegendd
a tagjait felsorolni amig el nem érjiitk a 2018-at:

1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...

A 2018 nem Fibonacci szam, a sorozat 17-edik és 18-adik tagja kozé esik.

A tovdbbiakban beldtjuk, hogy az (aj) sorozatban nem fordul el§ Fibonacci-
szam. Ezt teljes indukciéval bizonyitjuk. Az allitas k = O-ra igaz, mert Fj7 <
< ag < Fig. Tegyiik fel, hogy valamely m-re F, < a,, < Fy+1, ahol F;, a legna-
gyobb Fibonacci-szam, amely kisebb a,,-nél. Mivel a Fibonacci-sorozat a masodik
elemétdl kezdve szigorian monoton novekedd, ezért

Fn+1 :F7L+FTL—1 <2'Fn <a’m+Fn <Fn+1 +Fn :FTL+2'
Az indukcids feltevést és az a,, + F, = anm41 egyenléséget felhasznédlva ebbdl
Froyr < amyr < Frpo
kovetkezik.
Az (ay) sorozatban tehdt nem fordul el Fibonacci-szam.

Kupads Vendel Péter (Gyongyosi Berze Nagy Jénos Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan
Megjegyzés: Tobb versenyzo azt is megmutatta, hogy tetszéleges n természetes szam-

ra a, = F,+18 —566. Mivel mar az elsé tag esetén is nagyobb a megfelel6 Fibonacci-szamok
kiilénbsége, mint 566, nem lesz az (ax) sorozatban Fibonacci-szam.

Osszesen 92 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 52, 3 pontot 21 versenyzd. 2 pontos 10,

1 pontos 8, 0 pontos 1 tanulé dolgozata.

B. 4957. Egy pozitiv egészekbdl dllo halmazt nevezziink tyt-de-jonak, ha a szd-
mok kozott nincs ketts, melyek kilonbsége 2. Hdny tyil-de-jo részhalmaza van
az {1,2,3,...,10} halmaznak?

(3 pont) Javasolta: Rdéka Sandor (Nyiregyhdza)
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Megoldas. Tekintsiik kiilon-kiilon a paros (2, 4, 6, 8, 10) és paratlan (1, 3, 5,
7, 9) szédmokat.

Ha mindkét részhalmazra megadjuk a tyti-de-j6 rész-részhalmazok szamét (ami
egyébként megegyezik), akkor a két szam szorzata lesz a vdlasz, hiszen ha két
szém kiilonbsége 2, akkor vagy mindkettd paros, vagy mindkettd paratlan (azaz egy
paros tyl-de-jé rész-részhalmazhoz barmilyen paratlan tyi-de-jé rész-részhalmazt
tehetiink, a tyfi-de-jé tulajdonsdg tovébbra is megmarad).

Nézziik csak a paratlan szamokat.

Elbszor legyen a teljes halmaz az {1}. Ennek 2 részhalmaza van, egyikben
benne van az 1, a mésikban nincs.

Most legyen a teljes halmaz az {1,3}. Az {1} részhalmazai koziil a 3-at ah-
hoz tehetjiik csak hozza, amiben nincsen benne az 1. Ebb6l 1 darab van. De ennél
a részhalmazndl az is lehet, hogy nem tessziik hozza a 3-at. Szintén 1 olyan rész-
halmaz van, amiben benne van az 1, ehhez nem tehetjiikk hozzd a 3-at. Azaz 2
(1+1, azaz az {1} részhalmazainak szdma) olyan részhalmaz van, amihez nem
tettitk hozzd a 3-at, és 1 olyan van, amihez hozzatettiik (amiben az 1 nem volt).
Ezt a logikat folytatva lathatjuk, hogy a halmazt ijabb paratlan szémmal bévitve
a tyl-de-jo részhalmazok szdma a Fibonacci szamok szerint novekszik. Pl. a ko-
vetkezd paratlan szamra, az 5-re: ha az {1,3,5} esetében az 5 szerepel, akkor nem
szerepelhet a 3, csak a kisebbek, jelen esetben az 1. Ha az 5 nincs a kivélasztott rész-
részhalmazban, akkor a 3-ra kapott 3 esetet kapjuk. Azaz az {1,3,5,7,9} halmaz
tyli-de-j6 részhalmazainak szama a 3 utani harmadik Fibonacci szdm, a 13.

Szintén 13 darab ty(i-de-jé részhalmaza van a {2,4,6,8,10} halmaznak. Tehdt
az 1,2,3,...,10 halmaznak 13 - 13 = 169 ty{i-de-jé részhalmaza van.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Badr-Madas Reformatus Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés: Néhdny versenyzd azt is megmutatta, hogy ha a, jeloli az {1,2,,3,...,n}
halmaz ty(i-de-jo részhalmazainak szamat, akkor

An = Ap—2 + AQn—3 + An_4.

Osszesen 73 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 51, 2 pontot 15 versenyzd. 1 pontos 3,
0 pontos 4 tanulé dolgozata.

A K pontversenyben kitlizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(604-608.)

K. 604. Adjunk meg 6t kiillonbdz6 pozitiv egész szamot gy, hogy koziiliik
akarhanyat kivalasztva és Osszeadva a szamok Osszege minden vélasztas esetén
kiilonb6z6 legyen. Vélasszuk meg ezt az 6t szdmot gy, hogy az 6t szam koziil
a legnagyobb a lehet6 legkisebb legyen.
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K. 605. Kehelynek neveziink harom kiskockat, ha
péaroséval egy-egy kozos éliikk van (ldsd az dbrdt). Egység-
nyi élhosszusdgu kiskockakbol téglatesteket épitettiink.

a) Hany kehely taldlhat6 egy 4 x 4 x 2-es téglatest-
ben?

b) Hény kehely talalhat6 egy 4 x 4 x 3-as téglatest-
ben?

K. 606. Egy ABCDE 6tszog AB, BC, CD és DE oldala egységnyi hosszi-
sdgu, az ABC< és a CDFE< is 90°-0s. Mutassuk meg, hogy ilyen 6tszogekkel hé-
zagmentesen parkettazhaté a sik. Mutassuk meg konvex és konkéav esetre is.

K. 607. Egybevago egyenlo oldala
haromszogekbol szabdlyos hatszogeket
épitiink az abranak megfeleléen. Az elsé
hat, a méasodik huszonnégy haromszog-
bél 4ll.

a) Hény héromszogbdl épithetjiik
meg a hatodik ilyen hatszoget?

b) 2017 héromszogiink van. Ezekb6l megépitjiik a lehetd legnagyobb szabdlyos
hatszoget. Hany haromszogiink marad ki?

K. 608. a) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan egész szdm van, melynek
a négyzete harom 4-esre végzodik.

b) Van-e olyan egész szam, melynek a négyzete négy 4-esre végzddik?

U

Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

O
f A C pontversenyben kitilizott gyakorlatok
A (1511-1517.)
\

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1511. Az AD szakasz B és C bels6 pontjaira AB = C'D teljesiil. Bizonyit-
suk be, hogy ha P a sik egy tetsz6leges pontja, akkor PA+ PD > PB + PC.
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C. 1512. Piros, fehér és zold szinli gyurma haromféle keverékébdl 50 grammos
kockékat készitiink. A szinek ardnya az els6 fajta kockaban 3 : 2 : 0, a masodikban
1:3:1, a harmadikban pedig 0 : 1 : 4. Melyik fajtabdl hany kockat készitsiink, ha
mindegyik szinbdl 1 kg gyurmat szeretnénk felhasznalni?

Feladatok mindenkinek

C. 1513. Mutassuk meg, hogy barmely kobszam felirhaté két négyzetszam
kiilonbségeként.

C. 1514. Az egységnégyzetet négy egyenld szart haromszogre bontjuk tgy,
hogy a négyzet egy bels6 pontjat 6sszekotjitk a csicsokkal. Hatarozzuk meg a négy
haromszog teriilete szorzatanak minimalis és maximalis értékét.

C. 1515. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valés szamok halmazan, ha k
paratlan pozitiv egész szam:

(1= +a?) (1 =zt a? b a®) = (Lo =t b

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1516. Az O(4; —2) kozepti, r = 5v/3 sugarti kérhoz érintét hizunk a koor-
dindta-rendszer P(16;7) pontjabol. Az érintési pont merdleges vetiiletét az OP sza-
kaszon jelolje P’. Hatdrozzuk meg P’ koordindtait.

C. 1517. Egy sakktabla mez6it harom szinnel szi-

e ool BBY sakkiab L harom : 7/ /|
neztﬁlk laz af)rin latl;lato fnodon..dA tablzlm Ylelitlenszefu— -m -m -m
en elhelyeziink egy huszart, majd azzal véletlenszeriien m -m .m
w_m

(de szabdlyosan) egyet lépiink. Mekkora a valdszinf{isége

izflzil;,élrll(ig;ki huszar a kiindulé mezo6vel azonos szinil -m -m .7//%
o rkesi Vil
/R

W W W

U

Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

0
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4990-4997.)

B. 4990. Legyen n egynél nagyobb természetes szam. Jelolje n pozitiv oszté-
inak szdmét d(n), osszegét pedig o(n). Mutassuk meg, hogy

o(n) > d(n)vn.

(3 pont) Javasolta: Sdrosdi Zsombor (Veresegyhaz)

B. 4991. Artur és Blanka egy kocka éleit felvéltva pirosra festik tgy, hogy
minden lépésben olyan élt szineznek ki, amely kitéré az utolsé 1épésben kifestett
élhez. A szinezést Artur kezdi. Az veszit, aki nem tud lépni. Kinek van nyerd
stratégidja?

(3 pont)

B. 4992. Az 1,2,...,n szamok mindegyikét pirosra vagy kékre szinezziik. Egy
1épés azt jelenti, hogy kivalasztunk hdrom kiilonb6z6 szamot, amelyek szamtani
sorozatot alkotnak, és mindhdrom szam szinét a masik szinre valtoztatjuk. Mely
n-ekre lehet az 1,2,...,n szamok tetszoleges szinezésébdl kiindulva elérni, hogy
mindegyik szdm piros legyen?

(4 pont) Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 4993. Rajzoljunk az ABC derékszogii haromszog BC' és C'A befogdi folé
négyzeteket. A négyzetek C-vel dtellenes csiicsai legyenek D és E. Mutassuk meg,
hogy az ABC haromszog koré irt kor atmegy a DE szakasz felez6pontjan.

(4 pont)

B. 4994. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B és C olyan valds szamok, amelyekre
az 2% + Ax? + Bx + C = 0 paraméteres harmadfoki egyenletnek harom kiilonbozd
pozitiv gyoke van, akkor A? + B? + 18C > 0.

(4 pont) (Német feladat)

B. 4995. Legyenck az ABC hegyesszogii, nem egyenl$ szdru hdaromszog BC,
CA és AB oldalainak felezépontjai rendre D, FE és F', a haromszog koriilirt ko-
rének kozéppontja O, magassiagpontja M. Az ABC haromszog koriilirt koréhez
az A pontban huzott érint6 és az E'F egyenes metszéspontja P, a koriilirt korhoz
a B pontban huzott érint6 és F'D metszéspontja (). Mutassuk meg, hogy a PQ
egyenes meroleges az OM egyenesre.

(5 pont)

B. 4996. Adott egy szakasz és az egyik harmadolépontja. Szerkessziik meg
csak vonalzé segitségével a masik harmadolépontot.

(6 pont)
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B. 4997. Tekintsiik egész egyiitthatds polinomok kévetkez6 p,(x) sorozatit:
legyen po(z) =0, p1(x) =1, és minden n > 2 esetén

Pn(®) = pn-1(2) + - pp—2(x).
Bizonyitsuk be, hogy ha valamilyen n, m pozitiv egészekre egy f(z) polinom osztéja
a pp () és pp () polinomnak, akkor a p(,, »)(2) polinomnak is osztéja.

((n,m) jeldli az n és m legnagyobb kozos osztéjat. A P(z) polinom osztdja
a Q(z) polinomnak, ha van olyan R(x) valés egyiitthatés polinom, amelyre Q(x) =
= P(z)R(x).)

(6 pont)
Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

U

Az A pontversenyben kitilizétt
nehezebb feladatok
(737-739.)

A. 737. Adott 100 pont a térben gy, hogy koziiliikk semelyik négy nem esik
egy sikba. Tekintsiik azokat az 6t csicsi konvex poliédereket, amelyeknek minden
csucsa az adott halmazbdl valé. Igazoljuk, hogy az ilyen poliéderek szama paros.

Javasolta: Kdroly: Gyula (Budajend)

A. 738. Igazoljuk, hogy ha p(z) és ¢(z) valds egyiitthatds polinomok, amelyek
féegyiitthadja 1, és p(x)q(x) = p(a® — 2), akkor q(z) = p(—x).

A. 739. Legyen ay,as,. .. a0, 1] intervallumba es6 valds szamok egy sorozata.
Bizonyitsuk be, hogy van pozitiv egészeknek olyan 1 < nj; < ng < ... sorozata,
amelyre

A= lm an,4n,
1,]—00 7
i#j

létezik, azaz minden £ > 0 szdmhoz van olyan N, hogy |am+nj — A’ < ¢ teljesiil
béarmely, egyméastdl kiillonbozo ¢, 5 > N, indexek esetén.

CIIM 10, Kolumbia

O

Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Néhanyan a 2017—-2018-as tanév legszorgalmasabb megoldéi ko6ziil

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

546

8-9. évfolyam

Fekete Richdrd 8.o. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Cseke Baldzs 8.o.
(Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Papp Marcell Miklds 8. 0. (Miskolci
Herman Otté6 Gimn.), Toronyi Andrds 8.o. (Budapest, Baidr-Madas Reformdtus
Gimn., Alt. Isk. és Koll.), Nagy Levente 8.0. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.).

Varga Péter 8.0. (Hajdubdszorményi Bocskai Istvan Gimn.), Biré Addm 9.o.
(Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn.), Argay Zsolt 9.0. (Budapesti Fazekas Mihély
Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Horvdth Anikd 9.o. (Szegedi Radnéti Miklés Kis.
Gimn.), Kadem Aziz 9.0. (Veszprém, Lovassy Lészlé Gimn.).

Horesin Bdlint 9.0. (Budapest, Németh Lészlé6 Gimn.), Selmi Bdlint 9. 0. (Pécsi
Lebwey Kldra Gimn.), Balogh Domonkos 9. 0. (Budapest, Németh Lészlé Gimn.),
Szdnté Barnabds 9.0. (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.), Hervay Bence 9.o.
(Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Cserkuti Sdndor 9.0. (Pépa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll.), Firedi Erik Benjdmin
9.0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Tsk. és Gimn.), Fony: Mdté Sdndor
9. 0. (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn.), Fekete Andrds Albert 9. 0. (Pécsi LeSwey
Kléra Gimn.), Gyérffi Adém Gyérgy 9.0. (Miskolc, Féldes Ferenc Gimn.).

9-10. évfolyam

Williams Hagna 9.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Kovdcs Zita 9.o.
(Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Egyed Mdrton 9.o. (Keszthelyi Vajda Jdnos
Gimn.), Andé Lujza 9.0. (Budapest, Obudai Arpad Gimn.), Izsa Regina Mdria
9.0. (Budapest, Obudai Arpad Gimn.).

Acs Imre 10.0. (Petah Tikva, Darke Noam Yeshiva High School), Zempléni
Lilla 9.0. (Budapest, Szildgyi Erzsébet Gimn.), Tanner Norman 9.o. (Bonyhddi
Petéfi Sdndor Evangélikus Gimn. és Koll.), Shuborno Das 9.0. (Bangalore, Ryan
International School), Hordds Adél Zita 10.0. (Kecskeméti Reformdtus Gimn.).

Dedk Bence 10.0. (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Beke Csongor 10.o0.
(Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Kozdk Aron 10.0. (Budapest,
Békasmegyeri Veres Péter Gimn.), Fajszi Bulcsd 10. 0. (Budapesti Fazekas Mihély
Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Garamvolgyi Istvan Attila 10.0. (Kecskeméti Katona
Jozsef Gimn.).

Kis Kdroly 10. o. (Hajduszoboszl6, Hégyes Endre Gimn. és Szki.), Kovdcs Fruzsina
Déra 10.0. (Csongradi Batsanyi Jdnos Gimn., Szakgimn. és Koll.), Geretovszky
Anna 10. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Szakdll Lili 10. o. (Révkomérom,
Selye Jénos Gimn.), Viczidn Anna 10.0. (Budapest, Bair-Madas Reformétus
Gimn., Alt. Isk. és Koll.).
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1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

1. sor:

2. sor:

3. sor:

4. sor:

10-11. évfolyam

Marké Gdbor 10.0. (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll.), Molndr Bdlint 10.0.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Jdnosdedk Mdrk 10.0.
(Révkomarom, Selye Jdnos Gimn.), Nagy Ndndor 10.o. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Noszdly Aron 10. 0. (Debreceni Fazekas Mihdaly
Gimn.).

Pdcsonyi Péter 10.0. (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.), Békési Péter 10.o.
(Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimn.), Rusvai Miklds 10. o. (Jdszberény, Lehel Vezér
Gimn.), Téth Baldzs 10.0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.),
Sods Mdté 10.0. (Budapesti Fazekas Mihély Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Tubak Ddniel 10.0. (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Pituk Gdbor 11.o.
(Veszprém, Lovassy Laszl6 Gimn.), Olosz Adél 11.0. (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk.,
Gimn., Szakgimn. és Ovoda), Mdth Benedek 11.o. (Budapesti Fazekas Mihély
Gyak. Alt. Tsk. és Gimn.), Ajtai Bogldrka 11.0. (Miskole, Foldes Ferenc Gimn.).

Marké Anna Erzsébet 11.0. (Révkomarom, Selye Jdnos Gimn.), Matolcsi Ddvid
11.0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kiss Gergely 11.0.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Konddkor Mdrk 11.o.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Bukor Benedek 11.o.
(Révkomarom, Selye Janos Gimn.).

11-12. évfolyam

Morvai Orsolya 11.0. (Révkomérom, Selye Jdnos Gimn.), Vigh Mdrton 11.o.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Sadr Patrik 11.o.
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Molndr Istvdn 11.o.
(Békéscsabai Széchenyi Istvdn Két Tanitdsi Nyelvii Kozgazdasdgi Szki. és Koll.),
Szabd Kristéf 11.0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

Gdspar Attila 12. o. (Miskole, Féldes Ferenc Gimn.), Magyar Bogldrka 12.0. (Véc,
Boronkay Gyorgy Miiszaki Szki., Gimn. és Koll.), Csire Roland 12.0. (Debreceni
Reforméatus Koll. Déczy Gimn.), Surjin Anett 12.0. (Budapest, Kempelen Farkas
Gimn.), Barték Imre 12.0. (Debreceni Reformétus Koll. Déczy Gimn.).

Edes Lili 12. 0. (Révkomarom, Selye Janos Gimn.), Agdes Katinka 12. 0. (Szolnok,
Varga Katalin Gimn.), Débrontei Ddvid Bence 12. 0. (Pépa, Tiirr Istvdn Gimn. és
Koll.), Krasznai Anna 12.0. (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.), Porkoldb Mercédesz
12. 0. (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.).

Mamuzsics Gergd Bence 12. 0. (Kecskeméti Bolyai Jdnos Gimn.), Kolontdri Péter
12.0. (Pécsi LeSwey Kldra Gimn.), Shirsha Bose 12.0. (Kalkutta, South Point
High School), Daréczi Sdndor 12. 0. (Nyiregyhdzi Krudy Gyula Gimn.), Elek Péter
11. 0. (Debreceni Reformatus Koll. Déczy Gimn.).
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Informatikabdl kitlizott feladatok

AlBlCclID I. 469. A kovetkezd egyszemélyes jatékot jatsszuk. Egy ha-
ElFlcla rom sorbdl és négy oszlopbdl allé tablazatba az angol abécé els6

12 betiijét irjuk. Ha rdbokiink egy sorra, akkor minden karakter
I1J|K|L

jobbra mozdul, az utolsé karakter az els6 helyére keriil. Ha ra-
bokiink egy oszlopra, akkor minden karakter lefelé mozdul, az alsé
karakter pedig a felsé helyre kertil.

Készitsiink programot, amely megad egy lehetséges 1épéssorozatot, amellyel
egy adott allapotbdl a jobbra lathaté rendezett allapotba jutunk.

A program standard bemenetére hdrom sor keriil, soronként négy karakter sze-
repel egyméstol egy-egy székozzel elvalasztva, amely a kiindulasi dllapot. A minden
soraban két karakter szerepel: az elso jeloli, hogy sor vagy oszlop mozdul, a mésodik
pedig megadja a sor vagy oszlop szamét. Ha nem &llithaté el6 az eredeti allapot,
akkor a kimenet egyetlen sora -1 tartalmu legyen.

Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Példa kimenet
BFDH/EJGI/CKLA o4/s3/02/s1

Ertékelés: a tesztesetek felénél legfeljebb 5 lépésben elérheté a rendezett alla-
pot.

Bekiildend6 egy i469.zip tomoritett allomanyban a program forraskédja és
a mukodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabba a hozzéd kapcsolédé dokumentacié.
Utobbi a problémamegoldas lényeges elemeire vilagit rd, valamint tartalmazza,
hogy a forrasallomany melyik fejleszté kornyezetben fordithato.

I. 470 (E). A Forbes amerikai kiad6- és médiavallalat, melyet 1917-ben ala-
pitottak az Amerikai Egyesiilt Allamokban. A feladat nyolc orszag 50 leggazda-
gabb emberének 6sszehasonlitasa lesz kiilonb6z6 szempontok szerint a Forbes maga-
zin online listdjanak felhasznalasival. Forrds: https://www.forbes.com/worlds-
billionaires/ (utolsé letoltés: 2018. 11. 11.).

1. Toltsiik be a honlapunkrol elérhet6 leggazdagabbak.txt szovegfijlt a tabla-
zatkezel6 egy munkalapjara az Al-es cellatdl kezdodGen.

2. Munkankat 1470 néven mentsiik el a tablazatkezel alapértelmezett forméatu-
maban.

3. A tablazatban 6sszesen 400 ember adata szerepel. Tudjuk, hogy a legfiatalabb
33, a legid6sebb 98 éves; akir6l nincsen megadva, hogy hany éves, ott ,-”
szerepel. A H2-es cellaba keriiljon a ,-” jel, mellette pedig adjuk meg, hany
embernek nem ismerjiik az életkorat. A kovekez6 harom sorban adjunk meg
kozel azonos 1épésenkénti életkortartomanyhoz tartozé darabszamot.
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4. A listdban dolldr milliomosok (M) és millidr- Age
dosok (B) vannak megadva. Abrézoljuk kordi- - 39
agramon ezek aranyat a listan szereplok szé- 33-55 68
méahoz képest szdzalékban megadva. A diag- 56-78 223
ramnak legyen adatfelirata és cime, mely utal 79-98 70

a tartalomra.

5. Uj munkalapon jelenitsiik meg minden orszégbél az elsé 10 helyezett minden
adatat egymads alatt. Az adatok frissiilésére nem kell felkésziteni tdbldzatunkat.

6. A bevétel (Net Worth) oszlopban fiiggvény(ek) segitségével oldjuk meg, hogy
szamok szerepeljenek. Kihasznédlhato, hogy csak dollarmillidirdosok vannak
az oszlopban és a ,B” jelzés, valamint a dollarjel elhagyhaté.

7. ld-es cellatdl kezdve adjuk meg az 6t leggazdagabb személy helyezését, nevét,
vagyonat, életkorat és orszagat fiiggvények segitségével.

8. A fenti cellatartomanyt formazzuk beliil vékony, kiviil vastag szegéllyel. Ké-
szitsiink oszlopfeliratokat.

9. Soroljuk fel az el6z6 elkészitett tablazat alatt azt a nyolc orszagot, mely sze-
repel a listaban.

10. Jelenleg a vildg leggazdagabb embere Jeff Bezos (54 éves, amerikai) az Amazon
alapitdja, vagyona 160 milliard dolldr. Az egyes orszagok mellett adjuk meg,
hogy mennyivel tér el az els6 tiz ember 6sszvagyona az adott orszagban, mint
Jeff Bezosé. A feladat megoldésa soran hasznaljunk méasolhaté képletet.

& B c [} £ F G H ] [ L M N
% Rank Name Networth {B) Age Origin of Weaith Cauntry

2M RobertNuok 14,8 95 paim oil, shipping, property Malaysia Tops
3 M Quekieng Chan 72 77 banking praperty Malaysia “Rank_ | ame '?Tﬁéwwm.fs}] “age | country
4 B Ananda Krishnan 71 80 tedocoms, medsa, oil-services Malaysia 1| ka-shing | 38} 30|Hong Kong
S B4 TehHongPiow & &8 banking Malaysia I dfresmmse 2 Y :

& ¥ Lee Shin Chang 56 79 palm oil, progerty Malaysia 18

7 (% Lim Kok Thay 4,7 67 casiras Malaysia I (et e Tr

2 #7  Chenlip Keong 3,3 T1 casings, propeny, energy Maliysta 5|masayoshi son | 61 Japan

5 B8 ¥oanPoh Keong & Poh Ming 3. aluminum Malaysia

108 LauCho kun 26 52 palm oil, property Malaysia Malaysia 13,2

1 ®10  Xuan Kam Hon 15 71 synthetic gloves Malaysia lapan -5L1

12/M1  Masayoshi Son 19 6 sapan ndonesis 80,05
ar A & - By

it

Bekiildend6 egy tomoritett 1470.zip alloményban a megoldast adé tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhasznalt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.

I. 471. A Blender 3D modellezé és animéciés program segitségével készitsiink
egy rovid reklamfilmet a napokban 125. sziiletésnapjat tinneplé KoMal, népszerii-
sitésére. A filmben kockdk essenek le egy feliiletre uigy, hogy a kockdk egyméson
val6é bukdécsolasa, gurulasa utan a nyugalomban 1évé kockékrdl kiolvashato legyen
a 125-6s szam és a KoMalL felirat. A kockakat készitsiik el ugy, hogy azok oldalan
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szamok, matematikai jelek, matematikai abrak és a KoMal betiii szerepeljenek,
egy-egy kocka mindegyik lapjan ugyanaz. A kockdk legyenek egyforma méretiiek
és szinliek, csak a feliratukban kiilonb6zzenek. A film végén lathaté 125-6s szam
szamjegyeit és a KoMal betiiit emeljiik ki eltér szinnel a tobbi kocka feliratainak
szinei koziil.

Bekiildend6 a kész animaciét tartalmazé .blend dllomany és az abbdl készi-
tett film. A kész munkdkat megjelenitjiik a KoMaL weboldaldn a készité nevének
feltiintetésével. Kérjiik, hogy akik hozzdjarulnak ahhoz, hogy megolddsuk a hon-
lapon megjelenjen, azok a munkafiizetben a megoldas mellé megjegyzésként ezt egy
mondatban jelezzék.

I/S. 31. Egy véarosban a parkokat kétirdnyd utcdk kotik Ossze. Barmelyik
parkbdl barmelyik parkba pontosan egy tton juthatunk el az utcdkon sétalva. Két
park tdvolsdga legyen a kozottiik levo titvonal utcdinak szdma. Az 6sszes parkpérra
vett tavolsdgok maximuméat nevezzitk D-nek. Ha két park tavolsdga D, akkor
a kozottiik levd utat turistautnak tekintjiikk. Egy park koézponti, ha a varos Gsszes
turistautvonala athalad rajta. A varos onkorméanyzata az Osszes kozponti parkba
szuvenir boltot szeretne épiteni. Adjuk meg a kozponti parkok szamat és indexét.

Bemenet: az elsé sorban a parkok N szdma (a parkok 0-tél (N — 1)-ig van-
nak indexelve). A kévetkez§ N — 1 sor mindegyike két park indexét tartalmazza,
melyeket utca kot Ossze.

Kimenet: az els6 sorba irjuk ki a kozponti parkok szamaéat, a kévetkezo sorba
a kozponti parkok indexét novekvé sorrendben.

Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Példa kimenet

8 4
04/14/25/34/57/45 /36 3456

Korldtok: 2 < N < 108,
Idélimit: 0,5 mp, memorialimit: 100 MiB.
Ertékelés: a pontok 20%-a kaphatd, ha csak egy kozponti park van; tovab-

bi 20% kaphatd, ha N < 100; tovabbi 20% kaphatd, ha N < 1000; tovabbi 40%
kaphat6 az eredeti bemenetre.

Bekiildend6 egy is31.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentdlt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy melyik fejleszté kornyezetben futtathato.

S. 130. Az asztalon sorban elSttiink van N darab kértya, mindegyiken egy
egész szammal. Vélasszuk ki a lehetd legkevesebb egymads melletti szamkartyat,
amik koziil a legnagyobb és a legkisebb kiilonbsége legaldbb D (ilyen biztosan van).

Bemenet: az els6 sor a szamkartydk N szamat és a D szamot tartalmazza.
A kovetkez6 sor a szamkartydkon levé szdmokat tartalmazza sorban (a kértydkat
0-t4l indexeljiik). Tobb megoldds esetén a legkisebb kezdéindexii megoldast kell
megadni.

Kimenet: egy sorba irjunk ki két szdmot: az els6 és az utolsé kivalasztott
kartya indexét.
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Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Példa kimenet

8 4 2 4
32146347

Korldtok: 0 < N < 3-10%, —10° < szdmkértya szdmai < 10°.
Idélimit: 0,5 mp, memorialimit: 100 MiB.
Ertékelés: a pontok 20%-a kaphatd, hogyha N < 100; tovabbi 20% kaphatd,

ha N < 1000; tovabbi 20% kaphaté, ha N < 10°: tovabbi 40% kaphaté az eredeti
bemenetre.

Bekiildend6 egy s130.zip témoritett allomanyban a megfeleléen dokumentdlt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy melyik fejleszté kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utian a kovetkez6 cimen tolthetk fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.

O

Akik a nagy teljesitmény mogott allnak
Nyolc kivalé pedagogust ismertek el
Ratz Tanar Ur Eletmudijjal
Budapest, 2018. november 28.

Az FEricsson Magyarorszdg, a Graphisoft SE és a Richter Gedeon Nyrt. dltal
kozosen alapitott dijat idén 18. alkalommal adtédk at azon kivalé pedagogusainknak,
akik Magyarorszag szerte kiilontsen sokat tettek az oktatds tigyéért és kiemelked6-
en nagy hatéassal voltak didkjaik fejlédésére, kés6bbi szakmai karrierjére. A Fasori
Gimnézium legendas hirli matematika tandrardl elnevezett dijat eddig 136 peda-
gbgus kapta meg, akik 6sszesen tobb mint 162 millié forint értéki pénzjutalomban
részesiiltek. A Ratz Tanar Ur Eletmﬁdijat olyan, az iskoldk 5-12. évfolyamain ma-
tematikat, fizikat, biolégiat vagy kémiat tanité tandrok kapjdk, akik maradandét
alkottak tantdrgyaik népszeriisitésében és a tehetséggondozds teriiletén. Az iinne-
pélyes dijatadasra a Magyar Tudoméanyos Akadémia Disztermében keriilt sor.

A Rétz Tandr Ur Eletmﬁdij hérom, a természettudoményos oktatas tdmogata-
séban elkotelezett véllalatnak koszonhetd: az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft
SE és a Richter Gedeon Nyrt. 2000-ben hozta létre a dijat, mely Ratz Laszlonak,
a XX. szazad egyik legnagyobb tanaregyéniségének, a Fasori Evangélikus Gimné-
zium matematika-fizika tanardnak allit emléket. Ratz tanar dr szdmos vilaghiri
tuddst — tobbek kézott Neumann Janost és Wigner Jenot — inditott el a palyajan.

A dij célja, hogy hozzdjaruljon a tanari munka erkolesi és anyagi elismeréséhez,
egyben példat mutasson a gazdasagi szereploknek, hogy lehetdségeikhez mérten
tamogassak az oktatdst, hiszen az igazi befektetés a magyar gazdasig szamara
a tudasban rejlik.
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A dijazottak személyérol és arrdl az 1,5 milli6 forinttal jaré elismerésrol, melyet
minden évben két-két matematika-, fizika-, bioldgia- és kémiatanar kap, a hdrom
alapité véllalat altal 1étrehozott Alapitvany a Magyar Természettudomanyos Ok-
tatdasért kuratériuma dont.

LA hasznosithato tudds még soha nem volt olyan fontos, mint manapsdg, és
az ehhez sziikséges ismeretek megszerzése €s haszndlata is kulcsfontossdgu. Nyil-
vdnvaldan ezt az oktatds és a nevelés egyiitt adhatja, a csalddban €és az iskoldban
egyardnt. Az iskolaban ez a tandr feladata, mint oktatd, neveld és példakép a didkok
szamdra. Ezért nekiink az a feladatunk és a célunk, hogy megmutassuk a tdrsada-
lomnak és elismerjiik azokat, akik egész életiikben ezt tették”— mondta Kro6 Norbert
professzor, akadémikus, az Alapitvany a Magyar Természettudoméanyos Oktatasért
kuratériumanak elnoke.

LAmikor felhivtak, hogy megkaptam a Rdtz tandr ur dijat, elészor nem akartam
elhinni! Eletem eqyik legszebb napja wvolt, ami 87 évnek adott uj értelmet...” —
mondta Szantay Csabané, a budapesti Jdzsef Attila Gimnazium nyugalmazott
tanara, az idei Ratz Tanér Ur Eletmﬁdij egyik dijazottja.

A Rétz Tandr Ur Eletmiidijban részesiiltek az orszag barmely iskoldjabol érkez-
hetnek, az adott létesitmény adottsigaitdl és lehetoségeitol fliggetleniil. Hiszen a di-
jazott pedagdgusok életmiivében az a kozos, hogy a redltantargyak oktatasi szinvo-
naldnak emeléséért dolgoznak, didkjaik sikeresen szerepelnek orszagos tudomanyos
versenyeken, az oktatds mellett rendszeresen tovabbképzik magukat, tdjékozottak
az adott tudomany teriiletén elért eredményekrél, tovabba gyakran tankdnyvek és
szakmai folydiratok szerzéi. A tehetséggondozas mellett pedig torekednek a ter-
mészettudoményos tudast nemcsak a legjobbakkal, hanem valamennyi didkjukkal
elsajatittatni és egyben széles latékorrel rendelkezd felnétteket nevelni.

A Rétz Tanar Ur Eletmﬁdijban 2018-ban az alabbi tanarok részesiiltek:

Kémidbdl Szantay Csabané (Budapest) és Nagy Madria (Pécs);

Biolégiabdl Szaszné Heszlényi Judit (Budapest) és Kurtdn Ménika (Berettyd-
djfalu);

Matematikdbdl Taborné Vincze Marta (Budapest) és Csorba Ferenc (Gyér);
Fizikédbdl Zamborszky Ferenc (Miskolc) és Simon Péter (Pécs).

Bemutatjuk a matematika, illetve a fizika teriiletén dijazott tanarokat.

Matematika

Taborné Vincze Marta (Budapest): ,,...annyit mindenképp el kell érni,
hogy kolcsonds tisztelet €s tolerancia kialakuljon a gyerekek kozott ...”

1972-t61 a Fazekas Mihdly Fovarosi Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gimndzium
matematikatanara, 1977-tél vezetotanara volt. Tanitvanyai nemcsak matematikat
tanultak t6le, hanem vilagfelfogdst, onismeretet és tartast. Az Orszdagos Kozépis-
kolai Tanulmdanyi Versenyen és a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidn didkjai
kitinGen teljesitettek. 1977-t6l kezdve a tagozatos osztalyok szaméara matemati-
kai taborokat szervezett. 1986-t6l tovabbképzéseket tartott tanaroknak és fovarosi
tehetséggondozé szakkoroket vezetett. Evtizedeken keresztiil dolgozott a Kalmar
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Laszlé Orszégos Matematikai Tanuléverseny és az Arany Déaniel Matematikai Ta-
nuléverseny versenybizottsidgaiban. A tanarnérol szolé rovidfilm itt tekinthetd meg:
https://vimeo.com/302426833.

Csorba Ferenc (Gy6r): ... éppen tavalyelétt, vagy az eldtt kapott a wvolt
tandrom Rdtz tandr ur dijat ... sokat koszonhetek neki ...”

1974-ben kezdte tandri hivatasit, majd Gy&ér-Moson-Sopron megye meghata-
roz6 matematikatanarava valt. 2010-ben nyugalloményba vonult. Evtizedeken at
szervezte a Kenguru és Gordiusz megyei kozépiskolai versenyeket. Aktivan bekap-
csolédott a felvidéki magyar didkok matematikai tehetséggondozasaba. Az Erdos
P4l Matematikai Tehetséggondozé Iskola 2001-ben megalakulasatél a mai napig
el6addként részt vesz a tehetséggondozasban. A Bolyai Janos Matematikai Térsu-
lat gyori tagozatdnak sokdig elnoke, jelenleg vezetGségi tagja. Tobb, mint 30 évig
volt az OKTV Matematika I. Bizottsaganak tagja. Evtizedeken keresztiil 4llandé
feladatmegolddja volt A Matematika Tanitdsa folydiratnak, mely révén orszigos
szakmai elismertségre tett szert. A tandr rrdl sz6lé rovidfilm itt tekintheté meg:
https://vimeo.com/302423674.

Fizika

Zamborszky Ferenc (Miskolc): ,Az egy dridsi adomdny, hogy az ember
a sziirkedllomdnnyal a legaktivabb, legkreativabb iddében taldlkozik.”

1977-t6] nyugdijazasaig a miskolci Foldes Ferenc Gimnaziumban tanitott, ahol
a fizika tagozat egyik legmeghatdrozébb tandregyéniségének szamitott. A tanéré-
kon kiviil gyakran vallalt bemutaté érakat szaktanari tovabbképzéseken, ismerete-
it, tudasat, tapasztalatat kollégaival rendszeresen megosztotta, segitséget nyuijtott
mas iskolak tandrainak is. A hatévfolyamos gimnédziumi képzés tantervét kidolgo-
z6 munkacsoportot vezette. A regiondlis olimpiai szakkor vezet6je. Az iskolapad
utan is segiti tanitvanyainak tovdbbhaladasat a felsGoktatasban és a kutatdsban.
Tanitvanyai kozott sikeres mérnokok, fizikusok egész sora taldlhaté. Valédi iskola-
teremtd egyéniség, hatisa generacidokon ativeld, tilmutat a tantargyon, kihat te-
hetséggondozé tevékenységére. A tanar urrdl szélé rovidfilm itt tekintheté meg:
https://vimeo.com/302426460.

Simon Péter (Pécs): ... szeretek gyerekekkel foglalkozni, gyerekekkel egyiitt
gondolkodni ..., ... legjobb dolog az életemben, hogy tandr vagyok, ennél jobbat
nem tudok elképzelni ...”

1997 6ta tagja a Pécsi Lebwey Klara Gimnazium tantestiiletének, melynek
modszertani soksziniiségével, szakmai tudasaval, minéségi munkajaval meghatd-
roz6 egyénisége. Modern fizika szakkorének sikerét mutatja, hogy a Szildrd Led
Fizikaversenyen egymds utdn négyszer a Pécsi Le6wey Klara Gimnézium nyerte
el a legeredményesebb iskolanak jaré Marx Gyorgy Vandordijat. Tankonyvet irt
és rendszeresen publikal a kiilonféle szakmai folydiratokban. Szakmai munkajénak
elismeréseként 2012-t61 iskoldja rendezheti meg a Mikola Sandor Fizikaverseny or-
szagos forduléjat a 10. évfolyamos tanuldk szamara. 1999-ban kezdeményezije és
2016-ig szervez&je Pécsett az ., Fgy kis esti fizika” cimi el6addssorozatnak. A tanar
urrdél szélo6 rovidfilm itt tekinthetd meg: https://vimeo.com/302426686.
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Variacids elvek a klasszikus és
a kvantumfizikaban

A klasszikus fizika variacios elvei

Az irés 1. része a klasszikus mechanika legkisebb hatds (Hamilton-) elvét és
egyszerli alkalmazasat mutatta be.! Az elv idével a klasszikus fizika més teriilete-
in (az elektrodinamikdban, a relativisztikus mechanikdban, a térelméletekben) is
alkalmazésra talalt, az S hatasfiiggvényben szereplé Lagrange-fiiggvény természe-
tesen az adott témakornek megfelel dinamikai véltozékbdl (példdul elektromos és
mégneses térerésségekbdl) épiil fel. A hatdselvek erdssége, hogy a fizikai problé-
ma megoldasanak ttjat ,egyetlen sorban”, az S hatésfiiggvény felirdsaval kijelolik.
Az elmélet (varidciészamitast alkalmazd) részletes kifejtése ezutan megadja azokat
az Osszefiiggéseket az z; koordinatdk és a v; sebességek kozott, melyek biztositjdk az

S:/L(zl,vl...)dt

fiiggvény staciondrius értékét. Ezek az egyenletek (melyek a mechanikdban a new-
toni fizika egyenletei) mar meghatdrozzak a keresett x;(t) fiiggvényeket.

De legkisebb hatast, legrovidebb utat vagy id6t kéveteld intuitiv variacios elvek
mér Euler (1744) és Lagrange (1760) varidcidszdmitdsa el6tt is voltak. A siktiik-
ron valé visszaver8dés torvényét példdul Alexandriai Héron (i.sz. 10-75) példaul
a ,legrovidebb 1t” elvével indokolta [1].

A
ED=CD -sin«
CF=CD-sing
C1 E
GAND .
C\s B
Cc2 F
B
c2 < cC1

B

1. dbra. A Fermat-féle legrovidebb id6 elvébdl kovetkezik
a fénytorés Snellius—Descartes-torvénye
(a részleteket lasd a cikk szovegében)

'Megjelent a KsMaL 2018. évi novemberi szdméban.
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A legrovidebb id6 elve

A modern kor elsé varidcids elve, melyrél a tovabbiakban részletesebben lesz
sz6, P. Fermat (1601-1665) francia matematikustél szdrmazik, akinek meggy6z6-
dése volt, hogy ,a természet mindig a legrévidebb és legegyszeriibb utakat vdlasztja”.
Utakon itt altaldnosan ,utak-modok” értendok, de a fényterjedés esetén Fermat va-
16di utra gondolt, amikor 1662-ben kimondta: ,A fénysugdr azt az utat vdlasztja,
melynek befutdsdhoz a legrovidebb idére van sziiksége.”

Az 1. dbrdn 1athaté elrendezésben a fény egy ,optikailag ritka” kozeg A pontja-
bdl c; sebességgel terjedve egy ,,optikailag stirlibb” kézegbe hatol, ahol a sebessége
¢ < c1, gy jut el a B pontba. A Fermat-elv szerint a hatéarfeliilet C' pontjanak
helyzetét (és ezzel az o beesési szoget, valamint a S torési szoget) az hatérozza
meg, hogy az AB tton eltoltott

AC CB t
t="—+—
C1 Co

id6 minden m&s tuthoz tartozé idéhoz képest
a legrévidebb (2. dbra). Fermat megmutatta,
hogy C' ilyen valasztasakor fennall a

siha ¢ P T
; = — C D
sinf8 cs
2. dbra. A fény terjedési ideje
Osszefiiggés, ami éppen a Snellius—Descartes- a hatdrfeliileten 16v6 fénytorési
torvény, és ezzel megadta ennek a torvénynek el- pont helyzetének fiiggvényében

s6 — fizikailag helyes — magyardzatat [1].

Megforditva, a Snellius—Descartes-torvénybol kovetkezik, hogy a t idé a C' pont
helyzetének fiiggvényében staciondrius (ahogy minimum esetén lennie kell). Ez azt
jelenti, hogy egy AC B-hez nagyon kozeli ADB uton a nagyon kicsi C'D tavolsag
els6 rendjében (elsé hatvanydval ardnyos mértékben) a ¢ id§ nem véltozik. Az ED
szakasz ugyan ED/c; tobbletidét igényel, de a C'F 1t kihagyéséval nyert CF/co id6
ezt éppen kompenzélja. Valéban, az 1. 4bran lathatéan

ED _ sin «v

CF  sinp’
ezt co/c1-gyel szorozva a Snellius—Descartes-torvényb6l ED/cy = CF/cqy kovetke-
zik. (Megfontolasunk sordn kihasznaltuk, hogy kicsiny C'D esetén AC ~ AE és

BF = BD. A kozelités CD magasabb hatvdnyainak elhanyagoldsa mellett jogos.)

Ha a fény c sebessége ttszakaszonként véltozik, a teljes ut befutdsahoz sziik-

séges A
S
t =
>
id6, folytonosan valtozo c esetén pedig az
ds
c

1d6 lesz minimalis.
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Miért miikoédik a Fermat-elv?

A fény hulldmtermészete fizikai magyardzatot ad a Fermat altal megvalaszo-
latlanul hagyott ,hogyan” kérdésre is, arra, hogyan taldlja meg a fénysugar A és
B kozott a legrovidebb idére vezeté C hatarpontot. Fermat még nem ismerhette
a fényterjedés hulldmelméletét, aminek elsé megfogalmazdsat C. Huygens (1629—
1695) holland fizikus, matematikus és csillagdsz irta le 1678-ban, és amelyet A-J.
Fresnel (1788-1827) francia fizikus fejlesztett tovabb 1816-ban.

Az A-bdl kiindulé fényhulldmok (elektromégneses rezgések) valdjaban az egész
hatarfeliiletre érkeznek és terjednek tovabb B felé, de az uton eltoltott id6tdl fiig-
gdéen kiilonboz6 rezgési fazisban (ezéltal kiilonboz6 amplitidéval) jutnak el B-be.
Mivel a C ponton atmené sugar esetén a repiilés id6 stacionarius, a C' kozvetlen kor-
nyezetébdl B-be érkezé hulldmok fazisa (és amplitiddja) alig kiilonbozik, ezek egy-
mést erdsitd konstruktiv interferencidja nagy amplitiddt (ezaltal nagy intenzitést)
eredményez. Ugyanakkor a C-t6l (t6bb hulldmhossznyival) tdvolabbi hatdrpontok-
bdl jové hullamok nagyon kiilonbozé fazisban érkeznek B-be, kioltjak egymast, és
B-ben csak a C-feldl jové fénysugar lesz lathato.

Hatéaselvek a mechanikaban

A mechanikdban az els6 minimumelvnek felfedezdje, P. L. M. Maupertuis
(1698-1759) francia fizikus, matematikus, filozéfus a ,legkisebb hatds” nevet ad-
ta (1744). Maupertuis szerint ,ha a Természetben valami vdltozds torténik, a fel-
haszndlt hatds a lehetd legkisebb marad”. Pontosabban: az anyagi pont, ha teljes
energidja megmarad, olyan pdlydn mozog, hogy (a pdlya egyes szakaszait As;-vel
jelolve) az mwv impulzus ,hatdsa”, a

W = vai As;

osszeg ([ mvds integrél) értéke a lehetd legkisebb marad. A pontos bizonyitds
L. Eulerre maradt, aki megmutatta, hogy ez a feltétel valéban kijeloli a pélya
(példdul a Nap gravitdciés terében keringé bolygdkndl az ellipszis) alakjat. (A ko-
ordindtdk id6fiiggése azonban tovabbi szdmitdsokat igényel.)

Fermat és Maupertuis a minimumelveket intuitiv médon a természet egysze-
rliségre torekvésével, tehat inkabb , moralis”, mint fizikai érveléssel indokoltak. Fer-
mat ezt elegendbnek érezte, de Maupertuis a ,,szép, egyszerli” variacios elvekben
metafizikai cél megvaldsuldsat latta: ,Ezek taldn az egyediili torvények, melyeket
a dolgok teremtdje alkotott, azért, hogy létrehozza ldthato vildgunk valamennyi je-
lenségét.” Ugyanakkor a kortars Lagrange a sajat ,,modern” legkisebb hatas elve és
a newtoni mechanika ekvivalencidjanak tudataban a tényeknél maradt: , Az elvet,
melynek kissé pontatlanul a Legkisebb Hatds nevet adtam, nem tekintem metafizi-
kai principiumnak, hanem a mechanika torvényeibdl kivetkezd egyszeri é€s dltaldnos
eredménynek.” (A ,pontatlanul” arra utal, hogy a hatdsfiiggvény stacionérius, de
nem feltétleniil minimalis értékérél van szd.)

Palya helyett kvantummechanikai valészintiség

Attérve a kvantumfizikara, a mikrorészecskék a kvantummechanika jol ismert
yhatdrozatlansagi relaciéja” miatt nem jél meghatdrozott palydn mozognak, hiszen
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egy adott pillanatban a részecske x(t) helye csak bizonyos valdsziniliséggel ismerhet&
meg. A helykoordindtat és annak véltozasit a hulldmfiiggvény, a ¢ (z,t) (komplex)
valdszintliségi amplitidé jellemzi, és |1/1(m, t) |2 adja meg annak valésziniiségét (pon-
tosabban valészintiségi siirtiségfiiggvényét), hogy a ¢ idépontban a mérés a részecs-
két az x helyen taldlja. A részecske mozgasakor a ¥ (z, 0) kezdeti (¢ = 0 pillanatbeli)
hulldmfiiggvény ¢ idé alatt ¢ (x, t)-re valtozik. A véltozds leirdsdhoz, tehét a ¢ hul-
lamfiiggvény idéfiiggésének szamitasdhoz az A(0,z;t, x) ,id6fejlesztéd fiiggvényt”
kell ismerniink, ez transzformélja a v (z,0) hullamfiiggvénybdl a t idével késdbbi
Y(x,t)-t. (Az A fiiggvényben 2’ a kezdeti dllapot egy tetszdleges helykoordindtéja,
mert ez, ahogyan az = koordindta is, valészintiségi valtozd.)

A hatéasfiiggvény megjelenik a kvantummechanikaban

R. P. Feynman (1918-1988) Nobel-dijas amerikai fizikus 1948-ban litta meg
azt a pontos Osszefliggést, amely a ¢ fiiggvény idobeli valtozdsa és a klasszikus me-
chanika legkisebb hatds elve kozott fenndll. Felismerte, hogy a ¢ (x,0)-bdl ¥ (x, t)-t
generald A(0,z';t, x) egységnyi abszolit értékil ,amplitidok” dsszege, melyek egye-
diil az Sp/h kifejezés periodikus fiiggvényei. Itt Sp az a klasszikus mechanikai
hatésfiiggvény, amely valamilyen x'-b6l xz-be vezetd, t ideig tartd tetszdleges, P-vel
jelolt ithoz tartozik, h pedig a kvantumfizikai hatdskvantum (Planck-allandd).?

Célunk eléréséhez tehét ,csak” dsszegezni kell az A(P) részamplitiddkat min-
den elképzelhetd 2/-b8l a-be vezetd (akdrmilyen hosszi, kanyargds vagy tortvonali)
ut tekintetbe vételével. Az osszegzendd utak szdma azonban (nem megszamlal-
hatéan) végtelen, az Osszegzés valdjadban végtelen dimenzids integrdlds. A meg-
oldashoz a fizikdban mindaddig ismeretlen matematikai eljarast kellett taldlni,
Feynman ezért dolgozta ki sajit ,itintegralds” (més néven pélyaintegralds) mod-
szerét. (A matematikusok méar kordbban foglalkoztak ilyen tipusi feladatokkal, de
Feynman intuitiv formuldinak szigord matematikai megalapozdsa még a legutébbi
id6kben is aktudlis kutatdsi téma volt.)

A legkisebb hatds elve Feynman kvantummechanikajaban

Az A(0,2';x,t) fliggvényt meghatdrozd Gsszegben minden elképzelhetd t,
minden lehetséges ,,torténet” szerepel, de nem mindegyik ad jelent6s jarulékot. Mi-
nél nagyobb Sp /h, anndl érzékenyebben valtozik az oszcillald, periodikus Ap(Sp/h)
amplitudé Sp valtozasakor, ezért még egymashoz nagyon kozeli utakhoz tartozd
amplitidok is dltaldban nagyon kiilonbozok (hiszen a h Planck-dllandé mér egy
néhany cm-nyi utat megtevé elektronnyaldb hatasfiiggvényéhez képest is nagyon
kicsi), igy az interferencidjuk eredménye varhatéan nulla. Csak akkor més a hely-
zet, ha az Sp hatasfiiggvények éppen a staciondrius érték kozelében vannak, mert
ekkor Sp/h, és vele Ap ezeken az utakon kozelitleg dllandd, emiatt az ampliti-
dék egymast erésitve interferdlnak. A lényeges utak tehat éppen azok, melyeken

2A gondolatmenet a periodikusan véltozé amplitidékkal P. A. M. Dirac angol fizikus
egy kordbbi munkdjiban mar szerepel, de ott egy ,klasszikus hatasfiiggvénnyel analdg”
F' mennyiségrél és ennek stacionarius értékérdl van szé. Feynman felismerése, hogy F
azonos a hatasfiiggvénnyel.
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a klasszikus Hamilton-elvnek megfeleléen S értéke kozel staciondrius. (Az érvelés
lathatéan ugyanaz, mint a Fermat-elv esetében.)

A Hamilton-elv ily médon a kvantumfizikdban is ,,miikodik”, csak itt nem
az egyetlen megval6suld tér-id6 pélyat jeloli ki, hanem a v (z,t) hulldmfiiggvény
valtozasat meghatarozva valésziniiségeket ad meg. Példaul annak valdszintiségét,
hogy az A pontbdl kibocsatott részecske t idovel késobb valamely B pontban éri el
a detektort. Hatdresetben, a makroszkopikus méretekhez kozeledve Sp/h annyira
megnovekszik, hogy konstruktivan interferalé amplitidokat mar csak olyan utak
adnak, amelyek gyakorlatilag egybeesnek a klasszikus hataselv egyetlen pélyajaval;
ez mar atmenet a klasszikus mechanika teriiletére.

Feynman utintegralja természetesen csak egy a kvantummechanika mddszerei
kozott, technikai eszkoz, amelyik esetenként elényosen alkalmazhaté a részecskefizi-
ka teriiletén. Ezen til azonban a ,hagyomdanyos” kvantumfizika szemléletes, ijszert
megfogalmazasa is, amelyben a legkisebb hatas elve, a koordinatak vélasztasatol
fliggetlen hatasfliggvény stacionérius értéke ugyanolyan meghatarozo szerepii, mint
Lagrange és Hamilton klasszikus mechanikajaban.

Irodalom

[1] Simonyi Kéroly: A fizika kultirtériénete, a kezdetektdl a huszadik szdzad végéig
(Otodik, javitott, bévitett kiadds). Akadémiai Kiadd, Budapest 2011.

%

==

M. 380. Mérjiik meg egy fétt tojds tehetetlenségi nyomatékdt a szimmetria-
tengelyére vonatkozdlag!

Solt Gyorgy
Svéjc, Zug

Meérési feladat megoldasa

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

Megoldas. Eszkozok: fott tojds, tolomérd, stopper, mérdszalag, husti, allva-
nyok, vékony fonal, ragasztészalag, a tojasndl kisebb tomegi stly.

A mérés mente: A tojas hosszanti tengelyén keresztiilszurtam a hustiit. A hus-
t végeit egy-egy allvanyra rogzitettem, figyelve arra, hogy a tii vizszintes legyen.
A tojdsra a kozepénél ragasztdszalaggal rogzitettem a fonalat, aminek a végére ko-
tottem a silyt. A fonalat feltekertem a tojasra (végén a sullyal) majd egy bizonyos
h magassagbdl elengedtem a silyt, és mértem a leérkezésének t idejét.

Hérom magassigbdl inditottam a mozgast és mindegyiknél haromszor mértem
az idéket. Ezen idotartamok atlagabol kiszamitottam a mozgas atlagsebességét,
majd a tojas sugardnak (R) ismeretében a meghatiroztam a tojas tehetetlenségi
nyomatékat.

562 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/9


http://www.pstill.com

Meérés elmélete: Feltételeztem, hogy
a rendszer mechanikai energidja dllando- R
nak tekintheté: Fieqn. = allandd, vagyis

Ly 2,1 o
mgh = 2@w + MY
Mivel ismerjiik a szogsebesség és a ne-
hezék sebessége kozotti w = % kapcso-
latot, valamint az egyenletesen gyorsuléd
mozgas h/t dtlagsebessége és a végsebes-
sége kozotti Osszefiliggést:

v=—,
t

ezekbol kifejezhetjiik a tehetetlenségi nyomaték keresett értékét a mérheté mennyi-

ségekkel:
oo (9
O =mR < % 1> .

Meérési eredmények. El6szor megmértem, hogy

— a tojas tomege: M = 0,069 kg,

— a nehezék (sily) tomege: m = 0,02 kg,

— a tojas legnagyobb ,sugara” a szimmetriatengelyére meroleges irdnyban:
R =258 cm,

— a tojds ,hosszmérete”: 2a = 5,9 cm. (Erre a méretre a kiértékelésnél nem volt
sziikség.)

A mért id6tartamokat, azok atlagat, a belélitk szdmolt tehetetlenségi nyoma-
tékokat, azok dtlagdt és az atlagtdl vald eltéréseket (a statisztikus hibat) az alabbi
tablazat mutatja. A mérés pontossagardl a statisztikus hiba abszolit értékének at-
laga ad felvildgositdst. (Az eltérések négyzetének atlagdbdl, a szérdsnégyzetbdl is
lehet kovetkeztetni a mérés pontossigéra.)

hlem] | t[s] | #[s] | ©[kgm? | O[kgm?] | |[AB|[kgm?] | |AO][kgm?]
0,42
.| 50 [052]051 2061075 121077
0,58
0,63
2.1 75 1060061191075 | 1,94-1075 | 4-10°7 4-1077
0,61
0,74
3.1 100 |067|0/70 | 1,86-10°5 8107
0,70
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Osszefoglalva a mérés eredményét megéllapithatjuk, hogy az adott (viszonylag
nagy méretli) tojds tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére vonatkoz-
tatva:

Otojis = (1,9£0,1) - 107° kgm?.

A becsiilt hiba nagysagéit azért adtuk meg a statisztikus bizonytalansag kb. két-
szereseként, mert a statisztikus hiba mellett a mért mennyiségek (idStartamok,
tavolsagok, a tomeg mérésének leolvasasi hibaja és a szisztematikus hibak, pl. a ten-
gelystrlédés és a légellendllds), tovabba emberi tényezdk (reakci6idd, tévedések) is
felléphetnek.

Osszehasonlitds eqy elméleti értékkel: Ha feltételezziik, hogy a fétt tojs ho-
mogén anyageloszlasi, tomor test, amelynek az alakja R, R és a féltengelyti forgds-
ellipszoiddal kozelithetd, akkor a tehetetlenségi nyomatéka

2
C_')elméleti = gMRQ =1,85- 10_5 kg Hl2.

Ennek az elméleti becslésnek is van (az M és R mennyiségek mérési pontatlansdga
miatt) hibdja, ez kb. 1%-os lehet. Ezt noveli még a tojis alakjira és a tomegel-
oszldséra tett feltevésiink bizonytalanséga. Osszahasonlitva a mért és a szdmitott
tehetetlenségi nyomatékokat megallapithatjuk, hogy azok a mérési hibahataron be-
lill megegyeznek, ez a feltevéseink jogossagat tamasztja ala.

Varga Aron (Keszthelyi Vajda Janos Gimn., 10. évf.)

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Csépanyi Istvan, Konddkor Mérk, Kozdk
Aron, Morvai Orsolya, Olosz Adél, Pacsonyi Péter és Varga Aron megoldédsa. Kicsit
hidnyos (4-5 pont) 3, hidnyos (1-3 pont) 5, hibds 1, nem versenyszer(i 2, nem értékelhetd
1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5025. Torricelli-kisérletet végziink egy vastag fali tvegcsdvel. A csé belsd
keresztmetszete 1 cm?, a kiilsé keresztmetszete 3 cm?. A csé tomege 624 g, és 2 cm
mélyen nyulik a higanyba.

Mekkora erdvel kell tartani a csovet ilyenkor?

(4 pont) Kozli: Werner Bence Tamds, Budapest

Megoldas. A jeloléseket a (nem méretardanyos) dbrdn tiintettiik fel.
Az ismert adatok:

m = 624 g = 0,624 kg;
Al=1cm?>=1-10"* m?
Ay =3 cm?>=3-10"% m?;
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po =101 kPa =1,01-10° 35, E
0= 13600 &
h=2cm=2-10"2 m;

N
g=981 .
Ay

Az iivegcesore fiiggllegesen lefelé a nehézségi erd és
a po légnyomads dltal az A, feliiletre kifejtett eré hat.
A csbre fliggblegesen felfelé haté erdk: az altalunk kifej-
tett Fy tartéerd, valamint az A, — A feliileten a higany
felszine alatt h mélységben fellépé nyomdasnak megfe-
lel6 er6. Ezek az erdk kiegyenlitik egymast:

Po

> F = —(mg+poA2)+ Fi + (po + egh)(Az — A1) =0,

ahonnan a keresett tartéero:

Fy = mg +poAa — (po + ogh)(A2 — Ay) =

N N
= 24 kg - 9,81 — 1,01-10° — ) - (3-107* m?) —
<0,6 g-9,8 kg>+<,0 0 m2> (3-107% m?)

N kg N
5 -2 —4 2\
- [(1,01-10 —2> + (13600 —3> : (9,81 —kg) (2-10 m)} (2-107% m?) =
=6,1 N+303N—-20,7N=157N.

Rusvai Miklds (Jészberény, Lehel Vezér Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

35 dolgozat érkezett. Helyes Guba Zoltdn, Kozdk Andras, Mamuzsics Gerg6 Bence,
Molnér Maétyds, Olosz Adél, Rusvai Miklés, Sal David és Vigh Marton megoldésa.
Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont) 20, hibds 2 dolgozat.

P. 5045. A Holdon egy szabadon esd test teljes esési magassiga n-szer na-
gyobb, mint az utolsé mdsodpercben megtett utja. Hatdrozzuk meg az esés magassd-
gdt és az esés idejét!

(4 pont) Farago Andor (1877-1944) feladata nyomén

Megoldas. Legyen az esés teljes ideje ¢, az utolso tp = 1 masodpercben meg-
tett Ut pedig h. A test nh magassagbol

1
91 = GIFsid N 1,6 m/s?

gyorsulassal mozogva ér a Hold felszinére, fennall tehat

1
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Az nh magassigbdl h magasségig t — to id6 alatt (n — 1)h utat tesz meg a test, igy

(2) (n—1)h = %gH(t—to)z.

A (2) egyenletet (1)-gyel elosztva kapjuk, hogy

1 N2 2 —
n — t=to =(1- b , ahonnan b =1- t 5
n t t t

tzto\/ﬁ_\/\fm:\/ﬁ(\/ﬁ—l—\/n—l)toz(n—l— n(n—1))-(1s)

kovetkezik. Ezt (1)-be helyettesitve az esés teljes magassigara az

B

azaz

nh = %gHt%(nJr n(n—1))"~ (n+/nn—1))*- (0,8 m)

eredmény adédik.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.)
102 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 33, hidnyos
(1-2 pont) 41, hibds 8 dolgozat.

P. 5054. Egy M nyugalmi tomegt, kezdetben dllo atommag képes elnyelni
eqy hf energidju y-fotont. Hatdrozzuk meg, hogy mekkora az atommag gerjesztési
energidja (vagyis a nyugalmi energidjinak névekedése) ebben a folyamatban!

(5 pont) Kozli: Légrddi Imre, Sopron

Megoldéas. Alkalmazzuk a folyamatra a relativisztikus energia- és lendiilet-
megmaradds torvényét! A ~-foton energiaja és lendiilete:

hf
Eoton = hfu Ttoton = —.
A kezdetben all6, M nyugalmi tomegli atommagra
Eatommag = MC27 Iatommag = 0.

A foton elnyelése soran az atommag meglokédik, energidja

E;tommag = MC2 =+ hf,
lendiilete
, _hf
atommag c )

nyugalmi toémege pedig M’ > M lesz. Mivel a relativisztikus energia, lendiilet és
a nyugalmi téomeg kozott fennall az

z;tommag = \/(M/C2)2 + (Ielxtommagc)2
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Osszefiiggés, a megvaltozott nyugalmi tomeg

2hf
M =M1+ =—=L
+Mc2’

az atommag nyugalmi energidjdnak névekedése pedig (ezt nevezhetjiik az atommag
gerjesztési energidjdnak)

2hf
2 2
AE = (M' — M)c® = Mc ( 1+MC21>.

Fiilép Sdmuel Sihombing (Pécsi Ledwey Kldra Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Amennyiben hf < Mc?, a gerjesztési energia a kicsiny e-ra érvényes

Vid+er 1+

e
8

N ™

kozelité képlet alapjan
- (hf)?

AE =~ hf — Yk
Az els6 tag egy mindvégig mozdulatlan atommag &ltal elnyelt foton energidjanak felel
meg. A mésodik tag azt veszi figyelembe, hogy a foton hf/c lendiiletét az atommag
veszi &t, az tehdt kb. v = hf/Mc sebességgel meglokddik. Ekkora sebességii, M tomegii
test (nemrelativisztikusan szamolt) Mv?/2 mozgési energidjit is a fotonnak kell fedeznie,
a mag gerjesztésére tehat hf-nél ennyivel kevesebb energia jut.

11 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (1 pont)
1 dolgozat.

P. 5066. Egy dtldtszo kiozegben z irdnyban vdltozik az optikai torésmutato.
Erre merdlegesen, az x tengely irdanydaban vékony fénysugarat inditunk, amely a ko-
zegben a pozitiv z iranyba eltérilve parabolaiv mentén halad. A térésmutato értéke
2 = 0-ndl ng, mig z = h-ndl \/2ng. Hogyan fiigg a torésmutatd z-t61?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

I. megoldas. Ha képzeletben vékony, egyre névekvo torésmutatdju atlatszo
planparalel (két parhuzamos sikkal hatdrolt) lemezeket helyeziink egymésra, és
rajtuk keresztiil egy vékony fénysugdr halad (1. dbra), akkor a Snelius—Descartes-
torvény szerint

sin ap n1 sinas  no sinay  ng
sino;  no’ sinay  ng’ sinag  ng
azaz
(1) nisina; = ngsin s = ngsinasg = ... = allandd,
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z

pfokuszpont o fa A
h Lo = 45°
N4 Q4 L
/ |
Q3 1
ns3 o /
g ’
/
ne (6% a2 h /
/
/
a1 .
ni i vezéregyenes
1. dbra 2. dbra

tehdt a beesési szog szinusza és az abszolut torésmutaté szorzata a helytol fiiggetle-
niil dllandé. A folyamatosan valtozé torésmutatéju kozegre is érvényes ez az Ossze-
fliggés, hiszen a kozeget tekinthetjiik gy, mintha vékony planparalel lemezekbdl
épiilne fel.

Helyezziik a koordinata-rendszer origéjat a fénysugar kiinduldsi pontjiahoz.
A feladat szovege szerint a z tengely irdnyara merdOlegesen, az x tengely irdnya-
ban inditjuk a vékony fénysugarat (2. dbra). Az origdban (a parabola csticspontjé-
ban) a beesési szog 90°-o0s, igy az (1)-ben szerepld dlland6 ng. A térésmutatd egy
tetszOleges z koordinataval megadott P pontban

&)

n(z) = ——,
sin a(z)

ahol «(z) a parabola P pontbeli érintéjének a z tengellyel bezdrt szoge (vagyis az

elgorbiil§ fénysugdr ottani ,beesési szoge”). Azt is tudjuk, hogy z = h-ndl a torés-

mutaté v/2ng, vagyis ezen a helyen sin a(h) = 1/v/2, tehét a(h) = 45°.

A parabola ismert tulajdonsdga, hogy az érintdje felezi azt a szoget, amelyet
az érintési pontbdl a vezéregyenesre emelt merdleges és az érintési pontbdl a fokusz
felé inditott félegyenes bezar (1asd pl. Reiman Istvdn Matematika, Typotex (2014),
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011-0001-526_
reimann_matematika/ch17s04.html). (A parabola ezen tulajdonsdga tesz lehe-
tové szamos miszaki alkalmazast, pl. a parabolatiikrok, fényszérok és antennak
miikodését.)

z Alkalmazzuk az érint6 irdnyéra vonatko-
70 ismeretet a parabola z = h ,magasan” 1év6
20 ht2z A pontjara, ebbél megkapjuk, hogy az F f6-
2 kuszpont, valamint a vezéregyenes a csticspont-
P tol h tavolsagra van, és a parabola egyenlete:

i
ST
S

4hz

n O

(2) z(z)=-— azaz x(z) = Vahz.

8. abra

568 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/9


http://www.pstill.com

Hatarozzuk meg a fénysugar parabola palyajdnak tetszéleges P pontjaban
az érinté és az x tengely ¢ = 90° — a sz6gét (8. dbra), majd annak ismeretében
olvassuk le a torésmutaté n(z) fiiggvényének alakjat. A P pont az x tengelytdl z,
a vezéregyenestdl h + z tavol van, igy a fokuszponttdl mért tavolsdga is h + z.
Masrészt FQQ = h — z, tehat

h—z 1+ cos(2¢ h

a keresett torésmutaté pedig

o 0 z
= = = 1 7.
n(2) sina(z)  cosp(z) 1o \ + h

Marké Gdabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

II. megoldéds. A fény terjedését valtozd torésmutatédju kozegben nemcsak
a sok-sok vékony rétegre felirt Snelius—Descartes-térvénnyel, hanem a Fermat-elv
segitségével is le lehet irni. Ez utébbi azt allitja, hogy helyrél helyre véltozé n(r)
torésmutatd esetén egy vékony fénysugar ,mozgasa’ olyan palya mentén megy
végbe, amelyre az adott kezdo6- és végpont kozotti terjedés ideje, vagyis a

integral értéke a lehetd legkisebb. (Az integralds a palyagorbe s-sel jelolt ivhossza
szerint torténik.)

A szokasos kérdésfeltevés az, hogy adott médon valtozé torésmutatéhoz milyen
Hfénypélyagorbe” tartozik. Jelen esetben azonban a megforditott kérdésre keressiik
a valaszt: Milyen mddon véltozé torésmutatd eredményez egy megadott palya
(parabolaiv) mentén térténd fényterjedést?

Hasonl6é minimumelv a klasszikus mechanikai mozgéasokra is megfogalmazhato
(ldsd pl. Solt Gyorgy: Varidcids elvek a klasszikus és kvantumfizikdban c. cikket
lapunk 558. oldalan. — a Szerk.). A Maupertuis-elv szerint egy adott Gsszenergidju,
pontszerii test a tér két adott pontja kozott olyan palyan mozog, amelyre a

W = /v('r)ds

integral minimalis, ahol v(7) a test sebességének — dltaldban helyrél helyre valtozé
— nagysaga. Ebben az esetben is az a szokasos kérdés, hogy adott médon valtozd
(példdul az energiamegmaradés tételébdl kiszamithatd) sebességnagysédg esetén mi-
lyen a palyagorbe alakja, de itt is feltehetd a megforditott kérdés: Milyen médon
valtozzon a test sebességének nagysidga, hogy a mozgéds palyagorbéje adott alaku
(mondjuk parabolaiv) legyen? Természetes médon kinédlkozik az a gondolat, hogy
a Fermat-elv és a Maupertuis-elv kozotti hasonldsdgot kihasznéljuk. Ha ismerjiik
az egyik (a mechanikai) probléma megoldasat, abbdl kovetkeztethetiink a mésik
(az optikai) feladat megolddsdra. Jelen esetben az z tengely mentén elindulé és
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csak a z koordinatatdl fiiggd n(z) torésmutatdju kozegben haladé fénysugdrnak
egy olyan mechanikai mozgds felel meg, amelyben a kezdGsebesség (egy alkalmasan
vélasztott koordindta-rendszerben) vizszintes irdnyu, és a sebesség nagysaga csak
a masik koordindtdtdl (2-t6) fiigg (tehdt a test fliggbleges irdnyt erétérben mozog).
Tudjuk, hogy a mozgas palyagorbéje akkor lesz parabola, ha az erétér homogén,
vagyis a vizszintes hajitds jol ismert esetével van dolgunk.

Egy vy kezddsebességgel eldobott test sebességének nagysiga (fiiggblegesen
lefelé irdnyitott z tengely mellett) v(z) = \/v3 + 2gz. Az analég optikai feladat
megolddsa eszerint n(z) = c1y/1 + caz, ahol ¢; és ¢y alkalmasan vélasztott dllan-
dék. Mivel ismerjiik, hogy n(0) = ng és n(h) = v/2ng, ezekbdl ¢; = ng és co = 1/h
kovetkezik, vagyis a torésmutatd z-fliggése:

n(z) = nom .

Elek Péter (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

14 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 2 dolgozat.

Fizikabdl kittzott feladatok

M. 382. Egy vékony, hajlékony, nyijthatatlannak tekinthet6 fonal egyik végét
egy R sugart, vizszintes tengely(i, rogzitett henger ,tetejéhez” erositjiik, a masik
végére pedig egy kis méretii testet akasztunk. Egyen-
silyi allapotban a fonal fiiggdleges darabja L = 3R
hosszusagu. A testet az dbrdn lathaté moédon kitéritjik,
majd magara hagyjuk. A test mozgasanak peridédusideje
— viszonylag nagy kezdeti kitérésnél — fiigg az A ,,amp-
litad6tol”. Mérjitkk meg néhany kiillonbozé A esetén,
hogy hény szdzalékkal tér el ezen inga (dGn. evolvens-
inga) T(A) lengésideje az L hossziusigu fondlinga
Ty = 27/ L/g lengésidejétol!

(6 pont) Christiaan Huygens (1629-1695) nyoman

G. 653. Egy reggel a mozdonyszinbol két mozdony indul el ugyanabba az
irdnyba. Az els6 dizelmozdony, amelynek sebessége 90 km/h, a masodik pedig vil-
lanymozdony, ami mdsfél perccel késébb indul 20 m/s sebességgel. A dizelmozdony
10 perccel a kifutdsa utan talalkozik a szomszédos sinen szembejovo gyorsvonattal.
Mekkora a gyorsvonat sebessége, ha ezutan mésfél perccel taldlkozik a villanymoz-
donnyal?

(3 pont)
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G. 654. Egy gydgyfiirdé 12 m x 20 m-es medencéjében 75 cm magasan &ll
a 30 °C-os termélviz. Ezutan 1 m magassagig 50 °C-os termalvizzel toltik fel a me-
dencét. A héveszteségek miatt 2 °C-kal lesz alacsonyabb a medencében 1év6 viz
homérséklete, mintha nem lenne veszteség a keveredéskor. Mekkora volt a h6vesz-
teség a keveredés alatt?

(3 pont)

G. 655. Egy 27 kg tomegli, tomor téglat vizszintes asztallapra helyeziink. Ha
az egyik lapjara fektetjiik, 4500 Pa nyomast fejt ki az asztallapra. Egy masik lapjara
fektetve 7200 Pa, a harmadik lapra fektetve pedig 2700 Pa lesz a nyomds. Mekkora
a tégla sliriisége?

(4 pont)

G. 656. Egy régi hajszariténak két kapcsoldja van. Ha az els6 kapcsoldt zarjuk,
akkor hideg leveg6t fuj a hajszarité. Meleg levegével akkor szarithatunk hajat, ha
a masodik kapcsoldt is bekapcsoljuk. Ha csak a méasodik kapcsolot zarjuk, akkor
sem a ventillator, sem a flit6szal nem miikodik. Készitsiik el a hajszaritoé kapcsolasi
rajzat!

(4 pont)

P. 5078. Egy jégkorongmérkdzés soran nem ritka, hogy a korong sebessége
eléri akar a 160 km/h-t is.

a) Milyen messzire csiszna egy ilyen sebességii korong a jégen, ha a korong és
a jég kozotti csiszasi surlédési egyiitthato jo kozelitéssel 0,17

b) Mekkora &dtlagos erével kell meglokni a korongot ahhoz, hogy ilyen sebességre
gyorsuljon? A korong és az iit6 kb. 0,01 s-ig érintkezik. A korong stlya kb. 1,5 N.

A helyi csapat csatdra — biintet6lovéshez késziilédve — megindul a koronggal
egyiitt. A csatar elhatdrozza, hogy 5 méterrél 16vi be a korongot a kapuba. Tudja,
hogy az ellenfél kapusanak kivals, 0,15 masodperces a reakciéideje.

¢) Mekkora kezddsebességgel kell ellénie a korongot, hogy az még azel6tt
a kapuban legyen, hogy a kapus meg tudna mozdulni?

d) Mekkora erével kell ehhez megléknie a korongot?

(4 pont) Tornyai Sdndor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5079. Kozépen atfurt, azonos témegii gyurmagolyok csiszhatnak egy hosz-
sz, egyenes ridon. Ha a rudat enyhén lejtosre allitjuk, a golyék maguktél még nem
indulnak el, viszont ha elinditjuk 6ket, gyorsulva csisznak lefelé. Finoman elinditva
a legfelsd golyot, ez eléri az alatta levét. Ekkor dsszetapadnak, és egyiitt csusznak
tovabb. Nekititkoznek a kovetkez6 golyonak, ezzel is 6sszetapadva csisznak tovabb,
és igy tovabb. Azt tapasztaljuk, hogy mindegyik iitkézés mindig ugyanakkora se-
bességnél kovetkezik be. Mekkora volt kezdetben az n-edik és az (n + 1)-edik golyé
kozotti L, tavolsag, ha az els6 két golyd tavolsaga Ly volt?

(5 pont) Kozli: Fajszi Bulcsti, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.
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P. 5080. Hany szazalékkal n6é a molekulak atlagsebessége abban a gazban,
amelynek hémérsékletét 27 °C-rol 159 °C-ra emeljiik, ha a giz

a) hélium;

b) hidrogén?
(3 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5081. Mekkora az dbrdn lathat6 ellenallashélézat eredé ellenalldsa a C' és
D pontok kozott, ha mindegyik ellenallas R nagysidgu? Hany szazalékkal valtozik
meg a C és D pontok kozotti eredd ellenéllds, ha az A és B pontok kozotti ellendllast

kivessziik?
A
D o
B

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eérs, Budapest

P. 5082. Egy elektromosan t6ltott kicsiny fémgolyét £ = 1 m hosszi, elhanya-
golhaté tomegl szigeteloszalra fiiggesztettiink vizszintes irdnyt, homogén elektro-
mos térben. A fémgolyd egyensiilyi helyzetében a fonal 30°-os szbget zar be a fiig-
gblegessel. Ha az egyenstlyi helyzetébdl kicsit kitéritjiik a testet, mekkora az igy
kapott inga lengésideje?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

B B P. 5083. Egy lejt6 hajlasszoge «,
rajta a surlédési egyiitthaté u. A lejtén
1évé m tomegli, @ t6ltési, kis méretii ko-
rongra mozgasa kézben hat egy B nagy-
sag, a lejto sikjara merdleges iranyi ho-
mogén magneses tér is. A korongot kez-
désebesség nélkiil elengedjiik. Hataroz-
zuk meg a korong allandodsult sebességé-
nek nagysdgat és irdnyat!

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5084. Hogyan valtozik meg egy tiikorre merdlegesen bees6é fény hullam-
hossza, ha a tiikkor v sebességgel mozog a ra es6 fénnyel azonos iranyban?
a) v =150

b) v = 150000 2.
(5 pont) Példatdri feladat nyomdn
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P. 5085. A mellékelt (méretardnyos) dbra felsé I
felén egy vékony, hagyomanyos gyjtolencsén athaladd
fénysugar menete lathaté. Hogyan fog tovabbhaladni
ugyanezen a lencsén az dbra alsé felén lathatd fény-
sugar?

(4 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest NG

P. 5086. Mekkora energia sziikséges egy oxigénatommag négy egyforma részre
torténo szétszakitasdhoz? Legalabb mekkora energidji neutron képes szétszakitani
egy — kezdetben all6 — oxigénatommagot?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn
P. 5087. Elméletileg lehet-e szabad szemmel észrevenni

egy 80 km atmérdji kratert a Hold felszinén, ha a pupillank
atmérdje 5 mm?

(4 pont) Csillagdszati versenyfeladat

P. 5088. Egy ¢ hosszusagu fondlingat vizszin- ¥ 14
tesen kitéritiink, majd elengediink. Amikor a fondl ,d/\\\ | |
eléri a fiiggdleges helyzetét, egy szogbe itkozik, s in- / \\7“\\\} /
nen kezdve mar csak az alsé, r hosszisagu része len- | \* /
diil tovabb. \ ! v

\ T

Mekkora az r/¢ arédny, ha az ingatest, miutédn AN } d g

felfelé haladva letér valahol a korpalyéardl, szabadon R

mozogva pontosan a szogbe titkozik?
(6 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2019. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 9. December 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 541): K. 604. Find five
appropriate distinct positive integers such that the sums of every possible selection of
numbers out of those five is different. Find a set of five such numbers in which the largest
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number is as small as possible. K. 605. Define a cup as a figure formed by three small
cubes pairwise sharing an edge in common (see the figure). We are building rectangular
blocks out of small unit cubes. a) How many cups are there in a 4 x 4 x 2 block? b) How
many cups are there in a 4 x 4 x 3 block? K. 606. The length of sides AB, BC', CD and
DE of a pentagon ABCDE is unity, ZABC and ZCDE are both 90°. Show that the plane
can be tiled with such pentagons without gaps or overlaps. Show it for both convex and
concave pentagons. K. 607. Regular hexagons are constructed out of congruent regular
triangles as shown in the figure. The first one consists of six triangles, the second one
consists of twenty-four. a) How many triangles does the sixth such hexagon consist of?
b) We have 2017 such regular triangles. If we use them to construct the largest possible
hexagon of this kind, how many triangles are left over? K. 608. a) Show that there are
infinitely many integers whose squares end in three digits of 4. b) Is there a positive integer
whose square ends in four digits of 47

New exercises for practice — competition C (see page 542): Exercises up
to grade 10: C. 1511. B and C are interior points of a line segment AD such that
AB = CD. Prove that PA+ PD > PB + PC for any point P of the plane. C. 1512. We
are making 50-gram cubes out of three different mixtures of red, white and green play
dough. In the first type of cube, the proportion of the colours is 3:2: 0, in the second
type it is 1:3: 1, and in the third type it is 0:1: 4. How many of each type should
we make if we want to use 1 kg of each colour altogether? Exercises for everyone:
C. 1513. Show that every perfect cube can be expressed as a difference of two perfect
squares. C. 1514. A unit square is divided into four isosceles triangles by connecting an
interior point to the vertices. Find the minimum and maximum values of the product of
the areas of the four triangles. C. 1515. Find the real solutions of the equation where k is
an odd positive integer: (1 —x +x2) (1 —z+a—--. —i—x%) = (1 —z4ai— -+ xkﬂ)z.
Exercises upwards of grade 11: C. 1516. From point P(16,7) of the coordinate
plane, a tangent is drawn to the circle of radius r = 5v/3 centred at 0O(4,-2). Let P’
denote the orthogonal projection of the point of tangency onto the line segment OP. Find
the coordinates of P'. C. 1517. The fields of a chessboard are coloured in three colours as
shown in the figure. A knight is placed on a random field of the chessboard, and a random
(but correct) move is made with that knight. What is the probability that the knight will
arrive on a field that has the same colour as the starting field?

New exercises — competition B (see page 544): B. 4990. Let n denote a natural
number greater than one. Let d(n) denote the number of positive divisors of n, and
let the sum of the divisors be o(n). Show that o(n) > d(n)y/n. (3 points) (Proposed
by Zs. Sdrosdi, Veresegyhdz) B. 4991. Arthur and Belle take turns in colouring the
edges of a cube red. In each step, they colour an edge that is skew to the previously
coloured edge. Artur starts. The player who cannot do an appropriate coluring will lose
the game. Which player has a winning strategy? (3 points) B. 4992. To start, each of the
numbers 1, 2,...,n is coloured either red or blue. In every move, three distinct numbers in
arithmetic progression are selected, and the colour of each of the three numbers is changed.
For what values of n is it true that however the numbers 1,2, ...,n are coloured initially,
it is possible to turn all of them red by applying an appropriate sequence of such steps?
(4 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4993. A square is drawn over each of
legs BC' and C A of a right-angled triangle ABC. Let D and E denote the vertices of the
squares that lie opposite to C'. Show that the circumscribed circle of triangle ABC' passes
through the midpoint of line segment DE. (4 points) B. 4994. Prove that if the cubic
equation 2 4+ Az? + Bz 4 C = 0 has three distinct positive roots for some values of the real
parameters A, B and C, then A? + B? +18C > 0. (4 points) (German problem) B. 4995.
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Let D, E and F', respectively, denote the midpoints of sides BC', CA and AB of a right-
angled but not isosceles triangle ABC, let O be the centre of the circumscribed circle of
the triangle, and let M be the orthocentre. The tangent drawn to the circumscribed circle
at A intersects line FF' at P, and the tangent drawn at point B intersects line F'D at Q.
Show that lines PQ and OM are perpendicular. (5 points) B. 4996. Given a line segment
and one point that divides it 1: 2, construct the other point dividing the line segment
1: 2 by only using a straight edge. (6 points) B. 4997. Consider the following sequence
pr(x) of polynomials with integer coefficients: let po(z) = 0, p1(z) = 1, and for all n > 2 let
Pn(T) = pn—1(x) + = - pr—2(x). Prove that if a polynomial f(x) divides the polynomials
pn(z) and pm(z) for some positive integers m, m then it also divides the polynomial
Dim,n) (€). ((n,m) denotes the greatest common divisor of n and m. A polynomial P(x)
divides a polynomial Q(z) if there exists a polynomial R(z) of real coefficients for which
Q(z) = P(z)R(z).) (6 points)

New problems — competition A (see page 545): A. 737. 100 points are given in
space such that no four of them lie in the same plane. Consider those convex polyhedra
with five vertices that have all vertices from the given set. Prove that the number of such
polyhedra is even. (Proposed by: Gyula Kdrolyi, Budajend) A. 738. Prove that if p(z) and
q(x) are monic real polynomials such that p(z)g(x) = p(z? —2) then ¢(z) = p(—z). A. 739.

Let ai,as,... be a sequence of real numbers from the interval [0, 1]. Prove that there is
a sequence 1 < ny < n2 < ... of positive integers such that A = lim an,1n; exists, i.e.,
1,] —>00
i#]

for every real number € > 0 there is a N. such that |ani+nj — A| < ¢ is satisfied for any
pair of distinct indices ¢,5 > N.. (CIIM 10, Colombia)

Problems in Physics
(see page 570)

M. 382. One end of a thin, flexible and not stretchable thread is attached to the
topmost point on the rim of a cylinder of radius R. The cylinder is fixed and it has
a horizontal axis. A small object is attached to the other end of the thread. In the
equilibrium position the vertical part of the thread has a length of L = 3R. The object
is displaced, as shown in the figure, and then it is released. The period of the motion
— for a relatively large initial displacement — of the object depends on the "amplitude” A.
Measure for several different values of A by what percent the period of this pendulum
T(A) differs from the period Ty = 2w+/L/g of a simple pendulum of length L7

G. 653. One morning two locomotives start from the engine shed and travel in the
same direction. The first one is a diesel engine and has a speed of 90 km/h, whilst the
other one is an electric engine, which started 1.5 minutes after the diesel engine, and has
a speed of 20 m/s. 10 minutes after the diesel engine started it meets a fast train coming
along the neighbouring track in the opposite direction. What is the speed of the fast train
if it meets with the electric engine 1.5 minutes after it met with the diesel one? G. 654.
The height of the thermal water of temperature 30 °C in a spa pool of base 12 m x 20 m
is 75 cm. The pool was then filled with 50 °C water up to the height of 1 m. Due to heat
loss the temperature of the mixture is 2 °C less than it would be without the loss. What
amount of heat was lost during mixing the water? G. 655. A solid brick of mass 27 kg is
placed onto a horizontal tabletop. If it is placed onto one of its face then the pressure on
the tabletop is 4500 Pa. When another face is in contact with the table then the pressure
is 7200 Pa, and facing down to its third side the pressure on the tabletop 2700 Pa. What
is the density of the brick? G. 656. An old hair dryer has two switches. If the first switch
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is turned on then the hair dryer blows cold air. When the second switch is also turned on,
then hot air is blown. When only the second switch is on, then neither the fan, nor the
heating element are working. Draw a circuit diagram of the hair dryer.

P. 5078. In an ice-hockey match it is not rare that the speed of the hockey puck
reaches the value of 160 km/h. a) How far could a puck having the above stated speed
move on the ice if the coefficient of kinetic friction between the puck and the ice is 0.17
b) By what average force must the puck be shot in order to accelerate it to this speed?
The stick and the puck are in contact for approximately 0.01 s. The weight of the puck
is approximately 1.5 N. One of the skaters of the local team — preparing for the penalty
shot — starts to move with the puck. He decides that he will shoot the puck from a distance
of 5 m from the goal line. He knows that the goal-tender of the opposing team has an
excellent reaction time of 0.15 s. ¢) By what initial speed should he shoot the puck in
order that it reaches the net before the goal-tender starts to move? d) By what force
should he shoot the puck? P. 5079. Some plasticine balls, which have a hole through
them and the same mass, can slide along a long straight rod. If the rod is in a slightly
slant position the balls cannot start sliding, but if they are started they slide down with
some acceleration. Gently starting the uppermost ball it reaches the ball below it. They
stick and slide together. They hit the ball below them, stick to it and slide together, and
so on. We can observe that each collision occurs at the same speed. What was the initial
distance L, between the n-th and the (n + 1)-st ball if the distance between the first
two balls was L17 P. 5080. By what percent does the average speed of the molecules
of a sample of gas increase when the temperature of the gas is increased from 27 °C to
159 °C, if the gas is a) helium; b) hydrogen? P. 5081. What is the equivalent resistance
across points C' and D of the resistor system connected as shown in the figure, if each
resistor has a resistance of R? By what percent does this equivalent resistance across C'
and D change if the resistor between points A and B is disconnected? P. 5082. A small
charged metal ball is suspended by a negligible-mass insulating thread of length ¢ = 1 m in
uniform horizontal electric field. In the equilibrium position the angle between the thread
and the vertical is 30°. What is the period of the motion of the ball when it is displaced
a bit from its equilibrium position? P. 5083. The angle of elevation of a slope is «, the
coefficient of friction on its surface is . There is a small disc of mass m and of charge
@ on the slope, and a uniform magnetic field of magnitude B also exerts a force on the
moving disc. The magnetic induction is perpendicular to the plane of the slope. The disc
is released from rest. Determine the direction and the magnitude of the velocity of the
disc, when the velocity becomes constant. P. 5084. How does the wavelength of a light
beam incident perpendicularly on a mirror change, if the mirror is moving at a speed
of v in the same direction as the direction of the propagation of the incident light beam?
a) v =150 %; b) v = 150000 kTm P. 5085. The upper part of the figure (drawn to scale)
shows how a light beam travels through a traditional converging lens. How would the
light beam shown in the lower part of the figure travel after leaving the lens? P. 5086.
How much energy is needed to split the nucleus of an oxygen into four alike parts? What
is the minimum energy of a neutron, which is able to split the — initially stationary —
nucleus of the oxygen? P. 5087. Is it theoretically possible to spot by the naked eye
a crater of diameter of 80 km on the surface of the Moon if the diameter of our pupil
is 5 mm? P. 5088. The bob of a simple pendulum of length ¢ is displaced horizontally
and then released. When the thread reaches the vertical position, it hits a nail and from
that moment onward only the lower part of the thread of length r is moving. What is the
ratio of /¢, if the bob leaves the circular orbit somewhere in its upward motion, and then
moving freely it exactly bumps into the nail?
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