ket elkiildhetik postan, vagy személyesen juttathatjdk el szerkesztéségiinkbe. Szép,
érdekes és nem kozismert feladatokat barki javasolhat kitiizésre. A javasolt felada-
tokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkesztOség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott
javaslatait év végén beszamitjuk a kiilondijért folyd versenybe.

Szeretnénk, ha a kitlizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridovel, a ko6zolt megoldassal. Erre teremt lehetoséget az internetes KoMalL 6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédé megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztGség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4921. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor n+ k egész
szdm kozil mindig ki lehet vdlasztani legaldbb (k + 1)-et dgy, hogy az dsszegiik n-nel
oszthatd legyen.

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

I. megoldas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k természetes szam és n pozitiv
egész szadm, akkor igaz az allitas.

Alkalmazzunk k-ra vonatkozé teljes indukciét. Tegyiik fel, hogy minden ter-
mészetes szamra igaz az allitds k-ig, be kell latnunk, hogy k + 1-re is igaz.

Ha a szamok ai,az,as, ..., Gntk+1, akkor az indukciods feltevés alapjan az aq,
as,0as, ... ,an+k szamok koziil kivalaszthaté x > k + 1 darab, amelyeknek az 6sszege
oszthaté n-nel. Ha x > k + 2, akkor az allitds igaz, ugyanezt a legaldbb (k+1)+1
darab szamot ki tudjuk vélasztani az ai1,as,as,...,an+r+1 Szamok koziil is. Ha
x =k + 1, akkor vegyiik ki a szdmhalmazbdl ezt a k + 1 darab szamot, az igy
megmarado by, bs, ..., b, szamok koziil, az indukcids feltevés miatt, szintén ki lehet
vélasztani legaldbb 0+ 1 = 1 szamot, gy hogy az Osszegiik n-nel oszthaté. Ezt
a néhany szamot és az el6bb kivett k + 1 szdmot Gsszeadva szintén n-nel oszthato
lesz az Gsszeg, ezért kivalaszthaté legaldbb k + 2 darab szam.

A befejezéshez mar csak azt kell igazolnunk, hogy k = O-ra is igaz az allités,
azaz n darab szam koziil kivalaszthato legaldbb 1 darab gy, hogy az Osszegiik
oszthatd n-nel.

Ha a szamok kozott van olyan, amelyik oszthaté n-nel, akkor vegyiik ezt
a szamot.
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Ha nincs kozottiik n-nel oszthatd, akkor a szamokat aq,as, ..., a,-nel jelolve
tekintsiik az alabbi 6sszegek n-es maradékait:

S1 =ay,
S2 :a1+a'27
S3 = a1 +az + as,

Sp=a1+as+ ...+ ay,.

Mivel mindegyik egész szam, és n-nel osztva az egész szamok n-féle maradékot ad-
hatnak, a skatulya elv miatt vagy van kozottiik 0 maradékot add, vagy van legalabb
két azonos maradékot add 6sszeg. Ha el6fordul a 0 maradék, akkor talaltunk néhény
szamot, amelyeknek az Osszege oszthaté n-nel. Ha pedig van legaldbb két azonos
maradékud 6sszeg, S; és S; (i > j), akkor S; — S; = aj4+1 + aj42 + ... + a; osztha-
té n-nel, ezért szintén talaltunk kozottitk olyan szamokat, amelyeknek az Gsszege
oszthatd n-nel.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Felhasznaljuk azt az ismert, és az el6z6 megoldasban is bi-
zonyitott tényt, hogy n egész szam koziil mindig kivalaszthaté néhany tgy, hogy
az Osszegiik oszthaté n-nel.

Ennek ismeretében eljérdst adunk a megfeleld legalabb (k4 1) darab egész
szam megtalalasara.

Viélasszunk ki az n + k darab egész koziil n szamot. Ebb6l az n darab egész
szambol azt a néhanyat, amelynek Osszege oszthatd m-nel félretessziik. Ezutan
a megmarado szamok koziil ismét kivalasztunk n darabot. Ezek koziil is félretessziik
azokat, amelyek 6sszege oszthatd n-nel. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig csak
lehetséges, vagyis amint az eljaras véget ér, legfeljebb n — 1 szdmot nem raktunk
félre. A félretett szdmok szdma tehat legaldbb (k + 1) és olyan csoportokban tettiik
félre, hogy mindegyik csoport Gsszege oszthatd n-nel, tehat az Gsszesnek az Gsszege
is az n tObbszorose. Ezzel az allitast igazoltuk.

Szabd Blanka (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 74 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 62 tanuls, 4 pontot szerzett 2 ver-
senyz0, 3 pontos 1 dolgozat. 2 pontot kapott 5, 1 pontot 3, 0 pontot 1 tanulé.

B. 4925. Igazoljuk, hogy ha az a1;as;...;a017 nemnegativ valds szamok dt-
laga 1, akkor teljesiil a kévetkezd egyenldtlenség:

a az
2018 + 2018
ay +as + a3+ ...+ aso17 as +as+as+ ...+ ag017 +aq

-+

a2017 <
2018 =
a3017 +a; +az+ ...+ a1

(4 pont)
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Megoldas. Mivel a szamok atlaga 1, ezért az Gsszegiik 2017. A szdmok nem-
negativak, és van koztiik pozitiv is, ezért az egyenlotlenség bal oldaldn szereplo
kifejezés értelmes, hiszen mindegyik nevezében legaldbb egy pozitiv tsszeadando
szerepel, és igy valamennyi nevez6 pozitiv.

Megmutatjuk, hogy az egyenlGtlenség bal oldaldn szereploé Gsszegben mind
a 2017 osszeadando legfeljebb L Az Osszeg szimmetridja miatt elegend6 igazolni,

2017"
hogy
aq 1

< .
a%018 + ag —+ as + ...+ a2017 = 2017

Szorozva a pozitiv nevezokkel:
20170,1 g a?()ls + a9 + as + ...+ aL017-
Mindkét oldalhoz ai-et adva, és felhasznalva, hogy a1 +as +az +. ..+ asgr7 = 2017
adédik:
2018a; < a3°'® 4-2017.
Osztva 2018-cal és a 2017-et szétbontva 2017 darab 1 Osszegére:

. it el B SR |
b 2018

Ez pedig a nemnegativ szamok szadmtani és mértani kdzepére vonatkozé egyenlot-
lenség miatt teljesiil, hiszen az egyenlStlenség bal oldaldn az a3°18,1,1,...,1 szé-
mok (6sszesen 2018-tagil) mértani kézepe, mig a jobb oldalon ugyanezen szamok
szamtani kozepe all. Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a; = 1.

Ezzel igazoltuk, hogy a bizonyitandé egyenlétlenség valamennyi tortje nem na-
gyobb, mint 557+, és igy a teljes Osszeg nem nagyobb, mint 1. Egyenldség pontosan
akkor teljesiil, ha valamennyi a; megegyezik 1-gyel.

Megjegyzés. A 2018a; < a3°'® + 2017 egyenlbtlenséget valtozatos médon bizonyitot-
tak a feladatbekiild6k. Ezekbol mutatunk be kettot.

1. Az egyenlétlenség ekvivalens a
2017(a1 — 1) < a%ms —a1 = a1 (aio17 — 1) =ai(a1 — 1) (afo16 + a%ms +...4a+ 1)

egyenlotlenséggel. Itt, ha a1 = 1, akkor nyilvan az egyenl6ség igaz, kiilonben osszunk a nem
nulla (a1 — 1)-gyel.

Ha a1 > 1 (nem valtozik az egyenlStlenség irdnya), akkor
2017 < a1 (a3 +aP" + ...+ a1 +1)

nyilvan teljesiil, hiszen a jobb oldalon egy 1-nél nagyobb, és egy 2017-nél nagyobb szdm
szorzata 4ll (ugyanis a jobb oldali zdrdjelben 4ll6 2017 tag koziil 2016 nagyobb, mint 1,
az utolsé pedig pontosan 1).

Ha viszont a1 < 1 (a negativ (a1 — 1)-gyel osztva megvaltozik az egyenlétlenség
irdnya), akkor pedig a

2017 > a1(a?®® + a3 + ... + a1 + 1)
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teljesiil nyilvan, mert ekkor a jobb oldalon egy 1-nél kisebb, és egy 2017-nél kisebb szam
szorzata &ll (hiszen most a jobb oldalon 16v8 zaréjelben 16v8 2017 tag koziil 2016 kisebb,
mint 1, az utols6 pedig pontosan 1).

2. Haszndljuk a kovetkezd, in. Bernoulli-egyenlGtlenséget: Barmely valds a > —1 és
n € N szamok esetén teljesiil:

1+a)">1+n-a.

Az ay-et (14 a)-nak (ekkor az a;-k nemnegativitdsabdl kovetkezik a > —1), valamint n-et
2018-nak vélasztva kapjuk, hogy a3°'® > 1+ 2018(a; — 1) = 2018a; — 2017, ami — 2017-et
adva mindkét oldalhoz — éppen a bizonyitandé egyenlGtlenség.

T6bb dolgozat alapjdin

Osszesen 72 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 61 versenyzé, 3 pontos 2, 2 pontos 4,
1 pontos 4, 0 pontos tovabbi 1 tanul6é dolgozata.

B. 4928. Az égig érd fa torzse egy ldb magasan kétfelé dagazik. A tovabbiakban
agnak két eldgazas kozti részt tekintink, amin nincs tovdbbi eldgazds. Az égig érd
fa minden dga egyenes és egy labbal magasabban végzddik, mint a talajhoz kozelebbi
vége. Egy dg gyermekeinek tekintjik az dg magasabban lévé végébdl kiindulo dgakat,
amiket egyittal eqymds testvéreinek is neveziink. Az €gig érd fa minden dganak van
legaldbb két gyermeke, és ha nem pont két gyermeke van, akkor van olyan testvére,
akinek pontosan két gyereke van. A testvéreknek mindig kilonbozd szamai gyerekik
van. Ha egy dgnak tobb mint két gyereke van, akkor van olyan testvére, akinek
pontosan eggyel kevesebb gyereke van, mint neki. Hiny dg indul ki azn ldb magasan
lévd elagazdsokbol?

(6 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

Megoldas. Irjuk r4 minden 4gra (és a torzsre), hogy hény gyermeke van.
Legyen X egy &g (vagy a torzs), aminek x gyereke van. Legyen y az X gyermekeire
irt szdmok maximuma. Legyen z az X gyermekein nem szerepld, y-nal kisebb pozitiv
egész szamok maximuma. A z biztosan létezik, mert az 1 nem szerepelhet az dgakon.
Ekkor a z + 1 szerepel X valamelyik gyerekén. Ha z > 1, akkor z +1 > 2, ezért a z
szerepel X valamelyik gyermekén. Ez ellentmondas, ezért z = 1. fgy a23,...,y
mind szerepelnek X gyermekein. A testvéreknek kiilonb6z6 szdmu gyermeke van,
ezért ezekbol pontosan egy van. fgy X gyermekeinek a szama y — 1, tehat y = x + 1.
Tehat az X gyermekeire irt szamok a 2,3,...,x + 1.

Vegyiink fel az dgak kozott egy irdnyitott gréfot, ahol kétféle él van: az egyik
fajta egy ,fliggéleges” él, amely egy x feliratu 4gtdl az x + 1 felirati gyermekéhez
vezet, a masik fajta egy ,vizszintes” él, amely egy z feliratu agtol az x — 1 felira-
tu testvéréhez vezet, ha = > 2. Lathaté, hogy a grafban minden dghoz pontosan
egyféleképpen lehet eljutni a fa torzsétdl, mert egy agtdl az Osszes gyermekéhez
pontosan egyféleképpen lehet eljutni. Az Gsszes agtdl pontosan egy fiiggbleges és
pontosan egy vizszintes él indul, kivéve a 2-es dgakat, ahonnan csak fiiggéleges él
indul.

Az n 1ab magasan indulé dgak szédma megegyezik az n + 1 1ab magasan in-
dulé 2-es dgak szdmaval, mert minden agnak pontosan egy 2-es gyermeke van.
Vaélasszunk ki egy n + 1 1ab magasan indul6 2-es X &dgat. X-hez létezik pontosan

350 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/6


http://www.pstill.com

egy utvonal a grafban, ami a fa torzsétél indul. Nevezziik a + és — jelekbél 4116 vé-
ges sorozatokat (4/—) sorozatnak. Az ttvonalat lefrhatjuk egy (+/—) sorozattal,
ahol a + fiigglleges élet jelent, a — pedig vizszintes élet. Az igy kapott (4+/—)-
sorozat egyértelmiien meghatarozza X-et. Lathatd, hogy egy + esetén eggyel nd
a jelenlegi agra irt szam, és a — esetén eggyel csokken, ahogy a sorozat alapjan
haladunk a grafban. Az tdtvonal elsé és utolsé agan is a 2 szerepel, ezért a +-ok
és —-ok szdma megegyezik. Az X-hez tartozé (+/—) sorozat n + 1 darab + jelet
tartalmaz, mert a fiiggéleges élekkel egy labbal né a magassag, a vizszintes éleknél
nem valtozik. fgy a —-ok szama is n + 1. Nevezziink egy n+ 1 darab + jelet és
n+ 1 darab — jelet tartalmaz6 (4/—) sorozatot jonak, ha az elsé i tagja kozott
legalabb annyi + van, mint — mindegyik i-re. Az Gtvonal 6sszes 4gan a szam leg-
alabb 2, és az els6 dgon a szam 2, ebbol kéonnyen lathatd, hogy az X-hez tartozo
(4+/—) sorozat j6. Az is ldthatd, hogy ha a (4+/—) sorozat jd, akkor nem fordulhat
els, hogy egy 2-es 4grol egy vizszintes élen prébalunk tovabblépni. Igy a jé (+/-)
sorozatok szdma megegyezik az n 1ab magasan indul6 dgak szamaval.

A jo sorozatokat gy szamolhatjuk meg, hogy az osszes n + 1 darab +-t és

n+ 1 darab —-t tartalmazo6 (+/—) sorozat szamabdl levonjuk a nem jé sorozatok

szamat. Az sszes ilyen sorozat szama (2:_;2). Vegyiink egy olyan sorozatot, ami

nem j6. Van olyan minimélis 7, amelyre teljesiil, hogy az els6 i tag kozott tébb —
van, mint +. A minimalitds miatt az els6 ¢ — 1 kozott kozott legfeljebb annyi — van,
mint +. Ez csak gy lehet, ha az els6 i — 1 tag kozott ugyanannyi + van, mint —,
és az i-edik tag —. Valtoztassuk meg az i-edik tag utani Gsszes tagot, ezt nevezziik
mddositott sorozatnak. Ha az i-edik tagot is megvaltotatnank, akkor nyilvan nem
valtozna meg a +-ok és —ok szdma (mert egyenléek). fgy a modositott sorozatban
n darab + van, és n 4+ 2 darab —. Lathaté, hogy egy n darab +-t és n + 2 darab
—-t tartalmazé sorozat esetén is van olyan i, amire az els6 i elem kozott tobb
— van, mint + (mert az egész sorozatban is tébb van). Vegyiik észre, hogy ha
a minimalis i-edik tag utdn megvaltoztatjuk az Gsszes tagot, akkor visszakapjuk
az eredeti sorozatot. fgy a nem jo sorozatok szdma megegyezik az n darab +-t és

n + 2 darab —-t tartalmazo sorozatok szamaval, ami (2n:2).

Tehat az agak szama: (2::12) - (%J ?

Gdspadr Attila (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

), ami az (n + 1)-edik Catalan-szdm.

Megjegyzés. A helyes megoldést adé versenyzok tobbsége valamilyen ismert problémé-
ra visszavezetve eljutott oda, hogy az n 1db magasan kiindulé dgak szdma az (n + 1)-edik
Catalan-szam. Ezutdn ennek a kiszamitasat mar nem részletezte.

Osszesen 57 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyzd: Biczé Benedek, Busa
Maté, Dardczi Sandor, Dedk Bence, Dobdk Déniel, Débrontei David Bence, Fiiredi Erik
Benjamin, Gaspar Attila, Gyorify Adém Gyorgy, Gyorfly Agoston, Gyorfly Johanna,
Hegediis Déniel, Hervay Bence, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Molnar Balint, Nagy
Néndor, Noszily Aron, Péta Baldzs, Schifferer Andras, Soés M4&té, Téth Baldzs, Weisz
MA4té, Zsigri Balint. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 3 pontos 7 tanulé dolgozata. 2 pontot
szerzett 5, 1 pontot 14 tanulé. 0 pontos 2 dolgozat.
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