Barangolas kockas papiron

Szeretjiik, ha egy szdmsorozat altaldnos tagja megadhaté képlettel. Példaul
a paratlan szamok, a paros szamok, a haromszogszamok, a négyzetszamok el6dal-
litdsara gyorsan tudunk képletet adni. A szdmok megjelenitése egy-egy megfelels
figurdval sokat segithet a képlet eléallitasdban. A figuralis szdmokat régen egyforma
kavicsokkal abrazoltdk, ma kirakhatjuk 6ket példaul szines kupakokbdl.

A | kockds papir” négyzetracsan is szemléltethetdk ezek a szdmok.

Az n-edik péaratlan szam:
apn=n+Mn—-1)=2n-1.
1 3 5 7
Az n-edik paros szam:
a, = 2n.
2 4 6 8
Az n-edik haromszogszam:
an=1+2+...+n:w.
1 3 6 10
Az n-edik négyzetszam:
an =n>.
1 4 9 16 ...

Milyen képlettel tudndnk megadni a kdvetkezd szamsorozat n-edik tagjat?
(1) 1,5,13,25,41,61,85,113,145,181, 221, 265, . .. .

Ha két szomszédos négyzetszam figurdjat egymasra illesztjiik, azonnal lathatova
vélik a képlet.

Vagyis a sorozat n-edik tagja:

(2) an =n%+ (n—1)>
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Az (1) sorozat szamait latva érthetetlen lett volna, ha négyzetszdmoknak ne-
vezziik ezeket. Az dbrakat szemlélve viszont jogosnak érezhetnénk, de ez az elneve-
zés mar foglalt. Mivel a négyzetszamok megszokott abrajan minden kis négyzetnek
a kozepét is bejeloltiik, ezért ezeket a szamokat kozéppontos négyzetszamoknak
nevezi a szakirodalom. A kézéppontos négyzetszamok szemléltetésénél észrevehetd
az is, hogy egy pont van kozépen, és azt négyzet alaki pontrétegek veszik koriil.
Adott réteg minden oldala eggyel to6bb pontot tartalmaz, mint a korabbi réteg. Ezt
felhasznalva bevezethetjilk a kozéppontos sokszogszamok fogalmat is. Az dbrdn
példaként a kozéppontos hatszogszamok sorozatat szemléltetjiik kockas papiron.

1 7 19 ..

A (2) képlet esziinkbe juttathatja a Pitagorasz-tételt. Tekintsiik azokat a de-
rékszogi haromszogeket, amelyekben a két befogd hossza két egymast kovetd egész
szammal adhat6 meg:

Az igy kapott m-edik derékszogli haromszog dtfogdjanak hosszat az n + 1.

kozéppontos négyzetszam négyzetgyoke adja: ¢, = 1/ (n + 1)2 + n2. Az dbrasorozat
harmadik tagja a jol ismert 3, 4, 5 oldalhossziisagokkal megadott Pitagorasz-féle
haromszog.

Van-e még a sorozatban Pitagorasz-féle haromszog? A kérdésre az (n + 1)2 +
+n? = ¢ misodfoku diofantoszi egyenlet megoldésa adja a valaszt. Ezekkel a kér-
désekkel tanoran is foglalkoztunk, de az ilyen tipustu egyenletek megolddsa nem
szerepel a kozépiskolai tananyagban, ezért fliggvénytdblazat, szamologép, illetve
szamitogép segitségével prébaltak a didkjaink ilyen haromszogeket keresni.

A fliggvénytablazatban a ¢ < 100-hoz megtaldljuk a Pitagorasz-féle szamhar-
masokat. Ezek kozott csak egy tovabbi megfelelé van: 20, 21, 29. Grafikus sza-
molégéppel tovabbi szamharmasokat is kaptunk. A szamolégép tablazatanak elsd

oszlopdban az n, a mdsodik oszlopdban a 4/ (n + 1)2 + n2? értékeit frattuk ki. Igy
a ¢ < 1000-hez talaltunk még két megfelels haromszoget: 119, 120, 169, illetve 696,
697, 985.

Ovatosan kell kezelniink a szamologép tablazatanak szamait. A szamologép
példéul a 288, 289, 408 szamharmast is megadta, de ez nyilvanvaléan rossz, hiszen
a 2882 4 2892 utols6 szamjegye 5, mig 4082 utolsé szamjegye 4. A tablizat szamait
két tizedesre kerekitve a gép 408-nak vette a \/288% + 2892 ~ 408,001 -et.
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Szondy Déniel szamitégéppel a ¢ < 225058682 feltétel mellett Gsszesen 11
szamharmast taldlt:

an bn, Cn,
1. 3 4 5
2. 20 21 29
3. 119 120 169
4. 696 697 985
5. 4059 4060 5741
6. 23 660 23661 33461
7. 137903 137904 195025
8. 803 760 803761 1136 689
9. 4684659 4684660 6625109
10. 27304 196 27304197 | 38613965
11. | 159140519 | 159140520 | 225058 681

Ezeket egyszerii "favagd” modszerrel kereste, ezért kijelenthetjiik, hogy eddig
teljes a lista. Az ennél nagyobb szadmok keresése elétt egy érdekességet vett észre.
Megfigyelte, hogy az els6 oszlopban a két egymas utan kovetkezd szam hanyadosa
5,83 koriili értéket vesz fel. Ezen érdekesség alapjin elkészitett egy 1j keresési
algoritmust:

A legnagyobb ismert ilyen a,, értéket (azaz a hdromszig legrovidebb
oldaldnak hosszdt) szorozzuk meg az utolsd két szam hdnyadosdval, és
ennek vegyiik az egészrészét, és csak az igy kapott szdm kdrnyezetében
keresstink megfeleld szdmokat.

3)

az,
An—1
kére varjuk. Ez a sejtés sikeresnek mondhatd, mert ilyen médon jelentés mennyiségli
1j szamharmas adédott, de mar nem lehetiink biztosak listank teljességében:

Vagyis az 1j derékszogli haromszog legkisebb oldalanak hosszat [ ] kornyé-

an bn, Cn,
12. 927538 920 927538 921 1311738121
13. 5406 093 003 5406 093 004 7645370045
14. 31509019100 31509019101 44560482149
15. 183648021 599 183648021 600 259717 522 849
16. 1070379110496 1070379110497 1513744654945
17. 6238626 641 379 6238626 641 380 8822750406 821
18. 36361380737 780 36 361 380737 781 51422 757785981
19. 211929657 785 303 211929 657 785 304 299713 796 309 065
20. | 1235216565974 040 | 1235216565974041 | 1746860020068 409

Mi lehet az a titokzatos 5,83 koriili szam?
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A megtalalt hisz derékszogii haromszog két befogdja majdnem egyenl6 hosszi-
sagu. Minél nagyobb sorszamu haromszogeket néziink a sorozatbdl, annél jobban
az egyenlGszaru derékszogli haromszogeket juttatjak az esziinkbe, amelyekben a be-
fogé hosszanak /2-szorose adja az atfogé hosszat. Ez adhatta azt a megérzést,
hogy az 5,83 és a /2 kozott keressiink kapcsolatot. Mivel 2v/2 + 3 ~ 5,8284, ezért
a2¢ = 2v/2 + 3 sejtést is megfogalmaztuk. A fenti majdnem egyenlészari de-
rékszggﬁ héromszogeket a tovabbiakban réviden MED haromszogeknek fogjuk ne-
vezni.

az

Az eddigi oldalhosszakat nézve rekurziv képletet is talaltunk:
Up41 = 6an — an—1 + 2,
bn+1 = 6b, — bp—1 — 27

Cn+1 = 6cp —Cp_1.

Prébaltunk a Fibonacci-sorozathoz hasonlé explicit képletet adni az a.,-re.
A kisérletezgetések alapjan igaznak tiinik a kovetkez6 képlet:

(3+2v2)" - (3-2v2)"
V2

ahol 1-nél nagyobb egész szam az n. Ez egy szép sejtés, de nem az a,-re vart képlet.

(4)

=0n +an-1+ ]-7

Ezek utan utdnanéztiink az interneten, hogy vajon masok is foglalkoztak-e mar
a MED haromszogekkel, s ha igen, akkor 6k mire jutottak. Nem meglep6 médon
igen sok taldlatot kaptunk, a kérdésnek gazdag irodalma van. Sok érdekességre is
bukkantunk, ezek koziil — a teljesség igénye nélkiil — itt csak néhanyat emlitiink.
Az [1]-ben példaul taldlunk egy bizonyitédst arra, hogy végtelen sok ilyen haromszog
van, és egy konstrukciét is kapunk ilyenek eldallitasdra. Az azonban nem deriil ki
ebbdl a bizonyitasbdl, hogy az igy konstrualhatd haromszogeken kiviil is vannak-e
MED haromszogek.

A [2]-ben taldlunk egy révid bizonyitdst arra nézve, hogy végtelen sok olyan
haromszogszam van, amely egyben négyzetszam is. Konnyti ellen6rizni, hogy ha
H(n) = @ (tehdt az n-edik hdromszogszam) négyzetszdm, akkor H (4n(n+1))
is az. Ez a konstrukcié nem adja meg az 0sszes ilyen tulajdonsagi szamot, viszont
a [3]-ban olvashaté egy bizonyitds, ami megadja az Osszest. A [4] szerint pedig
Euler 1778-ban altaldnos formulat taldlt az Fj-ra, azaz a k-adik haromszogszam-
négyzetszamra:

442
Ezt azért tartjuk érdekesnek, mert nagyon hasonlit az a, + a,_1 + 1-re altalunk
talalt (4) osszefiiggésre. Kis atrendezéssel kapjuk, hogy a, + a,_1 + 1 = 4V E}.

A [2] egyik 4llitdsa hdromszogszdm-négyzetszdmok és a MED hdromszogek
kozti szoros kapcsolatot is igazolja.

pu= (2 <3—w>k)2.
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Allitas: Végtelen sok MED héaromszog van, s ezek oldalhosszisagainak alta-
ldnos alakja:

AVER, —1+V8Er+1 4VE+1+8E; +1
(fk 5 K ; VE; 5 k ;2\/Ek+\/8Ek+1>.

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy az E1 =1 a (3,4,5), az Es = 36 pedig
a (20,21,29) MED haromszoget adja. Az érdekl3dé olvasé az allitas (kozépiskolds
ismeretekkel is kovethetd) bizonyitdsat a [2]-ben megtaldlja.

Végiil [5] nem csak a majdnem egyenlészéri derékszogli hdromszogekkel, ha-
nem a majdnem derékszogl, ezen beliil a majdnem derékszogl egyenlészaru ha-
romszogekkel is foglalkozik, s6t a hdromszogek e két osztdlya kozott kapcesolatot is
teremt.

Egy hiromszoget majdnem derékszogiinek neveziink, ha oldalaira x2 + y? =
= 22+ 1 teljesiil. Ezek kozott mér sok egyenlészarit taldlunk. Ilyenek példaul az
(5,5,7), (29,29,41), (169, 169,239) vagy a (12,12,17), (70,70,99), (408,408,577)
haromszogek. Az elsé tipusba tartozé haromszogek szara épp egy MED héromszog
atfogbja, alapja pedig ugyanebben a MED héromszégben a két befogd Osszege.
A maésodik tipusba tartozé haromszogeknek az alapja két egymaést koveté MED
haromszog atfogdjanak a szamtani kozepe, szara pedig a kisebbik MED haromszog
hérom oldalanak Gsszege.

A kockés papiron a tovabbi barangoldshoz vilasszuk a KéMaL 1989/10. sza-
maban megjelent Gyakorl6 feladatok egyetemi felvételire cimii sszedllitasbol a ko-
vetkez6 feladatot:

1. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2;1) kizépponti ésr =5 egység sugard kor,
valamint az F(l; 7%) fokuszi, y = f% vezéregyenest parabola metszéspontjait.

Ez a feladat egy kicsit atszovegezve igy hangzik:

2. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2;1) kézéppontid, r =5 egység sugari kor,
valamint az f(x) = 2% — 22 — 2 hozzdrendeléssel megadott fiigguény képének kéz0s
pontjait.

Nézziik roviden ennek a megoldédsat, de természetesen ezzel az elsot is megold-
juk.

Legyen P(z;y) a feltételeknek megfeleld pont. Ekkor PK =5, vagyis Pita-
gorasz-tétellel:

(5) (z+2)° + (y— 1) = 25.

A P pontnak a megadott masodfoku fiiggvény képére, a paraboléra is illeszkedni
kell, ezért az

(6) y=x?—2x—2

Osszefiiggésnek is teljesiilnie kell.
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Az (5) és a (6) egyenletekbdl allé kétismeretlenes egyenletrendszer megolddsai
adjdk a P pont koordinatait. Behelyettesitéssel az (z + 2)2 + (22 — 22 — 3)2 =25
egyenlethez jutunk, amit

(7) ot —42® —2® + 162 - 12=0

alakra tudunk rendezni. Ha ennek a negyedfoku egyenletnek van egész megoldésa,
akkor az x* — 423 — 22 4 162 (ami egy egész szammal egyenld) oszthaté lenne ezzel
az x-szel. Vagyis ebben az esetben az x csakis a 12 osztéi koziil keriilhet ki.

A 12 osztéi: £12, +6, +4, +3, £2, +1. Yy
A tizenkét lehet6ség kiprobalasaval most ]
szerencsénk van, mert megkapjuk a (7)
egyenlet Gsszes megoldasat:

T =—2, xo=1, x3=2, x4 =3.

A (6) felhasznéldsdval pedig megadhatd
a kapott négy kozos pont masodik koordi-
natdja is, vagyis a keresett pontok:

Szeretjiik, ha a gyakorlo feladatokat olyan szépre tervezik, hogy a megoldasok
egészek. Ebben az esetben is ez tortént. Adott volt a racson egy kor, amelynek
a kozéppontja racspont, sugaranak hossza pedig egész. Adott volt tovdbbé az x2
hozzarendelésli fiiggvény képének egy olyan eltoltja, hogy a tengelypontja récs-
pontra keriilt. Szerettiik volna, hogy legyen négy kozos pontjuk, és ezek racspontok
legyenek.

Van-e mas elrendezés a fenti feltételek mel-
lett? Ha van, keressiink ilyeneket. Ha elkezdiink
rajzolgatni a kockéds papiron, akkor hamar észre-
vehetjiik, hogy specidlis elrendezést érdemes keres-
niink, mert ekkor gyorsan lehet sikerélményiink.
Az origéban &ll6 normélparabola racspontjait be-
jelolve egymasra rakott hirtrapézokbol all6 torony
jelenik meg elSttiink. Az épitmény egy egyenld T Pr=Qs
szaru derékszogi haromszoggel indul, ahogyan ezt
az dbrdn is lathatjuk.

Ps = Qu

Barmely ilyen hurtrapéz koré irt kore és
a normalparabola ezek szerint négy racspontban
metszi egymast. Vagyis végtelen sok olyan kort ta-
laltunk, amely a normalparabolat négy racspont-
ban metszi. Vajon ezeknek a korcknek hol van
a kozéppontja? Van-e kozottiik olyan, amelyiknek
a sugara egész?
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3. feladat: Vegyiik az f(x) = 2% hozzdrendeléssel adott fiigguény képérél a
Po(n;n?), Qu(n+1;n2 +2n+1), Ry(—n — 1512 + 2n + 1); S, (—n;n?) pontokat,
ahol n eqy tetszdleges pozitiv egész szamot jeldl. Igazoljuk, hogy a PnQn R, Sy hir-
trapéz korilirt korének kozéppontja rdcspont. Adjuk meg a kézéppont koordindtdjat
és a kor sugardnak hosszat.

Az dbra alapjan a P1Q, R, S, hiirtrapézhoz a K (0;3) kozéppont és az r1 = /5
sugar, a PQ2 Ry S, hiirtrapézhoz a K5 (0;7) kdzéppont és az ro = /13 sugér tarto-
zik. Mivel 3 = 12 42, 7 = 22 4 3, ezért K,,(0;n% +n + 1) a sejtésiink. Alkalmazzuk
most is a Pitagorasz-tételt a racson. Szamitdsunk eredménye:

KnPn = KnQn =\ n2 + (TL + 1)2,

ami a sejtésiink bizonyitdsat jelenti. Ezek alapjan a P,Q, R, S, hurtrapézok koriil-
irt korének kézéppontja minden esetben racspont lesz: K, (0;n% +n + 1), a korok

sugarénak hossza pedig: r, = \/n? + (n + 1)2.

Az 1, akkor lesz egész szam, ha az n? + (n + 1)2 kozéppontos négyzetszam egy-
ben négyzetszam is. Mi 20 ilyen kdzéppontos négyzetszamot talaltunk szamitogép-
pel. Vagyis akkor lesz a sugar hossza egész szammal megadhato, ha K, P, = K,Q.,
egy MED haromszog atfogdja, és mar tudjuk, hogy végtelen sok MED haromszog
van.

Vizsgalataink alapjan kideriilt, hogy végtelen sok szimmetrikus dbra létezik,
ahol a normélparabolat négy racspontban metsz egy racskézepi, egész sugarhosszu-
sdgu kor. A kockas papiron rajzolgatva szerettiink volna a 2. feladatban latott to-
vabbi, nem szimmetrikus elrendezést is talalni. A véletlen keresgélés nem kecsegte-
tett nagy reményekkel. Els6ként Ratki Barnabds szamitégép segitségével talalt egy
megfelel§ 1j dbrat. Szdmoldssal ellendrizhetd, hogy az altala megadott A(15;20),
B(20; —15), C(24; —7), D(25;0) pontok illeszkednek az origé kézépponti 25 sugari
korre, és az f(x) = (v — 21)2 — 16 hozzdrendeléssel megadott fiiggvény képére is.
Ugyanennek az elrendezésnek kiillonbozo eltolt valtozatait masok is megtalalték.

Ebben az irasban izelitot szerettiink volna mutatni abbdl, hogy a fiizetlapunk
racsa milyen sok érdekességet tartogat szamunkra, milyen sok felfedezés varhat
rank, ha egy kicsit barangolunk a kockas papiron. Végezetiil egy rovid feladatsor-
ral szeretnék minden érdekl6doét biztatni erre a kalandozasra, tjabb és tjabb ér-
dekes kérdések megfogalmazasara. A figuralis szdmokra vonatkozo bizonyitasokat
féltétleniil szemléltessiik racson is. A kovetkez6 feladatok kiilonb6z6 nehézségliek,
de reméljiik, hogy mindenki talal kedvére valot.

Ajanlott feladatok

1. Adjunk meg néhdny haromszogszamot, amely négyzetszam is.

2. Milyen figuralis szdmot és hanyadikat kapjuk, ha az n-edik négyzetszambdl
elvessziik az n-edik pozitiv paratlan szamot?

3. Adjunk meg két egymast kdveté haromszogszamot, melyek kiillonbsége két-
jegyl négyzetszam.
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4. Adjunk az n-edik négyzetszamhoz n-et. Igazoljuk, hogy az igy kapott szdm
egy haromszogszam dupldja.
5. Igazoljuk, hogy a 2n-edik hiromszogszam az n-edik négyzetszdm és az

n-edik haromszogszam duplajanak az Gsszege.

6. Egy hiromszogszamhoz adjuk hozza valamelyik szomszédjanak haromszo-
roséat. Igazoljuk, hogy haromszogszamot kapunk.

7. Az els6 kozéppontos négyzetszam az 1. Adjuk meg a 77. kdzéppontos négy-
zetszdmot.

8. Igazoljuk, hogy minden kozéppontos négyzetszam pératlan.

9. Mutassuk meg, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszamhoz hozzdadjuk az
n-edik vagy az (n + 1)-edik négyzetszdm négyszeresét, akkor kozéppontos négy-
zetszamot kapunk.

10. Igazoljuk, hogy a kézéppontos négyzetszamok néggyel osztva egyet adnak
maradékul.

11. Igazoljuk, hogy egy haromszogszam négyszereséhez 1-et adva kézéppontos
négyzetszamot kapunk.

12. Adjuk meg az n-edik kozéppontos hatszogszdm képletét. (Az elsd ilyen
szdm az 1.)

13. Igazoljuk, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszambol elvessziik az n-edik
haromszogszam kétszeresét, akkor az n-edik hatszogszamot kapjuk.

14. Tgazoljuk, hogy ha az (n+ 1)-edik kdzéppontos négyzetszdmhoz hozzdadjuk
az n-edik haromszogszam kétszeresét, akkor az n-edik hatszogszamot kapjuk.

15. Igazoljuk, hogy egy haromszogszam hatszorosahoz 1-et adva kdzéppontos
hatszogszamot kapunk.

16. Adjunk meg egy-egy olyan pitagoraszi szamharmast, amelyben a leg-
nagyobb szdm (vagyis a derékszogli haromszog atfogdjanak hossza): 5, 13, 25, 41,
61, 85.

17. Bizonyitsuk be, hogy a masodiktél kezdve minden kézéppontos négyzet-
szam egy pitagoraszi szamhdérmasban a legnagyobb tag.

18. Hasznaljuk a cikk 3. feladatanak jeloléseit.

a) Adjuk meg a P,Q,R,S, hurtrapéz teriiletét n fiiggvényében.

b) Adjuk meg a K,,Q, K, 115,41 deltoid teriiletét n fuggvényében.

19. Megadtunk a cikkben két nem szimmetrikus kor és parabola elrendezést
a kivant feltételek mellett. Van-e tovabbi ilyen elrendezés?

20. A cikkben szerepl6 n-edik nevezetes derékszogli haromszog befogdi a,,, by,
az atfogdja pedig c,. Igazak-e a kovetkez6 Osszefiiggések?

Cl) CnCn—1 = 2apan_1+ ap +ap_1+2;

b) CnCn—1 = AnQn—1 +bpby 1+ 1;
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C) anbp_1 +bpan_1+1=aya,_1+ bnbnfl;
d) a? + a2 _| = 6a,an_1 + 2a, + 20,1 + 3;
€) 2(ant1 — An) = Cpy1 + Cn.
21. Mlleszkedik-e végtelen sok racspont az
1 2
2 (+s)
Va2 12
) ()

egyenlettel megadott hiperbolara?

22. Hasznaljuk a cikk 3. feladatdnak jeloléseit. Adjuk meg n fiiggvényeként
a K,QnKpnt1Sn+1 deltoid keriiletét. Lehet-e valamelyik deltoid minden oldal-
hosszanak mérészama egész szam?

Hivatkozasok

[1] https://proofwiki.org/wiki/Generator_for_Almost_Isosceles_Pythagorean_
Triangle

2] http://www.fq.math.ca/Scanned/36-4/nyblom.pdf

[
[3] http://mathworld.wolfram.com/SquareTriangularNumber.html
[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Square_triangular_number

[

5] https://www.hindawi.com/journals/ijmms/2016/5189057/

Koncz Levente, Szamadé Laszld

% Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Egy szabdlyos n-szog alapt egyenes hasdb lapatldéinak szama, testatloinak
szama és a 24 valamilyen sorrendben egy szdmtani sorozat egymést koveto tagjait
alkotjak. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit. (11 pont)

2. Tekintsiik a kovetkezo allitdsokat.

A: Két irracionalis szdm Osszege mindig irracionalis.

B: Van olyan szamsorozat, amely korldtos, nem monoton és nem konvergens.

C: Ha egy Otpontu egyszerl graf minden csicsa legaldbb harmadfoku, akkor
biztosan tartalmaz kort.

a) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az &llitasok. Vélaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C allitds megforditasat. Dontsiik el, hogy igaz vagy
hamis az éllitdas megforditasa. Valaszunkat indokoljuk. (4 pont)
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