A. 727. Tetszbleges (1, . ..,x,) véges sorozatra jelolje N (z1,...,2,) az olyan
(1,7) indexpdrok szdmdt, amelyekre 1 < i < j < n és x; = ;.

Legyen p paratlan primszam, 1 < n < p, tovdbba aq,as,...,a, és b1,ba,..., b,
tetszéleges modulo p maradékosztalyok. Bizonyitsuk be, hogy az 1,2,...,n inde-
xeknek 1étezik olyan 7 permuticoja, amire

N(al+bﬂ(1),ag+bw(2),. an—i-bﬁ(n)) mm(N(al,ag,...,an),N(bl,bg,...,bn)).

*

Bekiildési hatarid6: 2018. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

*

Monte-Carlo-mddszerek 2.

Februari szamunkban bemutattuk a moddszer hasznilatit egy matematikai
probléma megolddsandl. Folytatasként nézziik meg, hogyan hasznalhaté a szimu-
laciés médszer a fizika teriiletén, példaul az elektrosztatikdban. Legyen egy V' tér-
fogatban N szadmu pontszerii toltés vakuumban. Adjuk meg az i-edik ponttoltés
nagysigat a Q; szdmmal és helyét az r; helyvektorral (1 < i< N). A Coulomb-
torvény segitségével a tér egy r vektorral mutatott helyén kiszdmithaté az elobbi
toltések altal keltett E(r) térerdsség és U(r) potencidl, melyek értékei

_ Qi(r : _
kz r—r\3 * k2|1‘—rz|

Az Osszegzések egyszerlien elvégezheték, nagyszamu ponttoltés esetén akar szami-
tégépet is segitségiil hivhatunk.

A térerOsség és a potencial meghatdrozasa Osszetettebb feladat, ha a toltések
nem pontszertiek, hanem folytonos toltéseloszlasok vannak a térrészben, példaul
testeken vagy azok feliiletén. Ekkor a Gauss-torvény hasznélataval néhdny szim-
metrikus esetben konnyen kiszamithatoak az el6bbi mennyiségek. Altaldnos esetben
azonban el kell végezni az Osszegzéseket, illetve helyettiik ekkor integrdlni sziiksé-
ges. Ha példaul a @ toltés egy A feliileten, egyenletes toltéssiirtiséggel helyezke-
dik el, akkor a feliiletet gondolatban dA nagysdgu elemi részekre bontjuk, melyek
mindegyikére d@) = Q% toltés jut o = % toltéssilirtiséggel. Az 6sszeg helyére ekkor
a kovetkez6 integrélok 1épnek:

—k/ r_rdAB és U(r):k/LdA
Ir — T4l J Ir —rqa|
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Az U(r) potencidl a tér minden pontjahoz egy skaldr értéket rendel. A fiiggvény
altalanos esetben példaul ugy szemléltethetd, hogy az értékeihez hozzarendeljiik egy
szinskala szineit, és azokkal szinezziik a térbeli pontokat. Szerencsére a problémak
egy részében a feladat olyan toltéselrendezésii, amely valamely térirdnyban szim-
metrikus, igy sokszor elég egy sitkmetszetben talalhaté toltéseket vizsgalni és ebben
a sikban ismerni a térerésség és a potenciél értékét. Ekkor U egy R? — R fiiggvény,
amely térben vagy akar sikban is dbrazolhatd, ez utébbi esetben pl. szintvonalakkal
vagy szinekkel. Egy ponttoltés potencialfiiggvényének képe:

A potencialfiiggvény szamitdsa Osszetett toltéseloszlasok esetén nem egyszeri.
A gyakorlati alkalmazdsok sorén elegendd a pontencidl kozelité értékének isme-
rete, ami a kovetkezé bolyongasos szimuldcioval végezhetd. Példaként keressiik
egy sikbeli toltéseloszlas potencidljat. A stk vizsgdlt részét gondolatban osszuk fel
N x M elemi négyzetre, melyek mindegyike tartalmazhat +q elemi toltést, vagy
iires. A stk minden négyzetének adjunk egy kezdetben zérus p(n,m) értéket, és
inditsunk mindegyikbél egy véletlenszer(i mozgdssal rendelkezd ,részecskét”. A bo-
lyongo részecske egy szimulacids 1épésben a sik barmely négyzetébdl egy csucsban
vagy élben vele szomszédos négyzetre léphet. Ha olyan mezore ér, amelyben van t6l-
tés, akkor a mez6 toltése hozzaadddik a kiindulasi hely p(n, m) értékéhez. A bolyon-
gést minden négyzetre S alkalommal elvégezziik, majd a kapott p(n,m) értékeket
S-sel osztjuk. Megmutathatd, hogy az {gy 1étrejott p(n,m) fiiggvény a ¢; toltések
altal 1étrehozott elektromos potencidlt kozeliti. A kozelités anndl pontosabb, mi-
nél tobbszor végezziik el a szimulacidt, tehat S értékének novelésével az eredmény
pontosithaté.

A lap 2018. mérciusi szdmédban kitlizott I. 453. feladat lényegében ennek
a szimuldcionak az elvégzését és a potencidl szinskdlaval torténd abrazoldsat tlizte
ki feladatként a versenyzéknek.

A négy dbran egy 50 x 50-es, négyzet alaku teriilet lathato:

e a bal fels6 képen a negativ és pozitiv +q elemi toltések helye;

e a jobb fels6 képen 5 szimuldcid elvégzése utdn a potencidl sziirkearnyalatos
abraja;

e az als6 sor képein ugyanez 20 és 100 szimulacié elvégzése utan.
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A szimuléciot végz6 program a fenti leirasnak, és az I. 453. feladatnak meg-
felel6en a kovetkez6 fontosabb részekbol allithaté tssze:

1. Adatok bevitele (N, M, S, +q; toltések koordinatai)
Kezdo6értékek megadasa

Szimulacié elvégzése S-szer minden egységnégyzetre

Ll

p(n, m) értékeinek leképezése egy szinskidldra és abrazolasuk

A szimulacié elvégzéséhez érdemes folvenni egy g kétdimenzids tombot, mely-
nek értékei megadjak az elhelyezett toltések értékét a téglalap m-edik soraban és
m-edik oszlopdban (vagy 0-t), illetve egy hasonlé p témbét, amely a potencidl ér-
tékét tartalmazza a szimuldcié soran (kezdeti értéke 0).

Mivel egy toltéssel rendelkez6 négyzetbol indulé bolyongas azonnal egy tol-
téshez ér, ezért azokon a helyeken, ahol ¢(n,m) nem nulla, p(n, m) értéke egyenld
q(n,m) értékével. Minden mas esetben addig valtoztatunk helyet, amig egy tol-
téssel rendelkezd négyzethez nem ériink. El6fordulhat ugyan, hogy a bolyongés
HKkivezet” a vizsgalt teriiletrol, vagyis tullép a hatarokon. Ekkor két lehetoség koziil
valaszthatunk: vagy engedjiik, hogy a bolyongés tetszéleges tavolra vezessen, vagy
abbahagyjuk a bolyongést, és nem valtoztatunk a kiindulési négyzet p értékén, és
1j bolyongast inditunk. Az elsé esetben a program igen sokaig futna, amit nem
szeretnénk, ezért érdemes a masodik esetet valasztani, illetve a vizsgalt teriilet mé-
reteit tigy megadni, hogy a t6ltések ne a szélén helyezkedjenek el. Igy az elkéborlés
esélye csekély, és nem befolyasolja szamottevéen a szimulacié eredményét.

A program tobbi részének elkészitése nem nehéz, az elkésziilt programok meg-
nézhetok és tesztelheték honlapunkon az I. 453. feladatnal.

Schmieder Laszlé
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