Taxik és tavolsagok

1. A taxi geometria bevezetése

Az euklideszi geometridban két pont tavolsdgat ,légvonalban” hatarozzuk meg
(l8sd az 1. dbrdt). Ezzel szemben a taxi geometria esetében, mint ahogy azt az el-
nevezése is sugallja, a P és @ pontok kozotti tavolsagot igy adjuk meg, ahogy egy
taxi haladna a legrévidebb 1ton egy varosban P pontbdl QQ-ba.
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A taxi geometria egy jobb modellt ad a varosi kozlekedésre, mint az euklide-
szi. Az ebben a geometridban mért tdvolsdg sokkal hasznosabb informaécié lehet
a kozleked6 ember szamara, mint az euklideszi, mivel sajnos ra vagyunk kénysze-
riilve, hogy utcédkon, jardakon kozlekedjiink és nincs alkalmunk légvonalban eljutni
valahova. Az, hogy egy pont téliink az euklideszi tavolsag szerint pontosan v/30 egy-
ségnyi tavolsagra van altaldban nem tul hasznos informécié. Az emberek szaméra
tehdt gyakran az igazi tavolsag a taxi tdvolsidg. De — ahogy minden alkalommal,
mikor matematikai modellt készitiink egy valds rendszerre — sziikség van bizonyos
egyszerlsito feltételekre, mivel nélkiilitk a modell felallitasa vagy a probléma megol-
désa tul bonyolulttd valhat. Esetiinkben jelentosen leegyszerisitjitk a varos képét:
minden utcanak észak-dél, illetve kelet-nyugat iranyinak kell lennie, mint ahogyan
ezt a 2. dbra is szemlélteti, az utcdknak nincsen szélessége, az utcak keresztezédé-
sei az egész koordinataju pontok, és egy haztombot egy négyzetracs jelol. Sajnos
nincs olyan telepiilés a vildgon, amely teljesen megfelelne ezeknek a feltételeknek,
léteznek viszont varosrészek, amelyek nagyjabdl igen. Ilyenek példaul az amerikai
egyesiilt allamokbeli New Yorkban taldlhaté Manhattan egyes részei.

Most pedig képzeljiik el az A és B pontokat, mintha egy véros kiilonb6z6 pont-
jal lennének a 2. dbrdhoz hasonléan. Ekkor mar teljesen mashogy gondolkodunk,
ha azt szeretnénk megtudni, hogy a kiindulasi helyiinkt6l, vagyis az O ponttdl,
az Ady és a Hatodik utca keresztezédésében 1évé A pont, vagy a Déry és a Hatodik
utca talalkozasanal taldlhaté B pont van kiézelebb. Els6dlegesen nem a Pitagorasz-
tétellel fogunk okoskodni, hanem egyszertien megszamoljuk, hogy hany haztombnyi
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tavolsagot kell megtenniink tgy, hogy csak a tengelyekkel parhuzamosan haladha-
tunk, hogy eljussunk a célpontokhoz. Mas széval hanyat kell , vizszintesen”, vagyis
kelet-nyugati iranyban, illetve , fligg6legesen”, azaz észak-déli irdnyban 1épniink, ha
a varos egyik pontjabol el szeretnénk jutni egy masikba, méghozza a lehet6 legrovi-
debb tdton. Az egyszeriliség kedvéért a tovabbiakban ezeket az iranyokat a ,felfelé”,
vagy ,lefelé”; illetve , jobbra”, ,balra” kifejezésekkel illetjiik. Ha O-bol el akarunk
menni B-be, ezt tobbféleképpen is megtehetjiik, példaul a 2. dbrdn jelzett utakon,
ekkor mindkét esetben valéban ugy kozlekedtiink, mint egy taxi, mivel csak viz-
szintesen és fiiggblegesen mozogtunk. Legyenek O és B egy koordinata-rendszernek
a pontjai, ahol O = (01;02) és B = (b1;b2). Ekkor O-bél B-be haladva legaldbb
|01 — b1| hosszi utat kell vizszintesen megtenniink és legaldbb |os — bo| utat kell
megtenniink fiiggélegesen. A felirt szakaszok hosszainak az Gsszege fogja megadni,
hogy milyen hossszi tton jutunk el az egyik pontbdl a masikba, ha a lehetd leg-
rovidebben megyiink. Ezek utan felirhatjuk a két pont ,taxi tavolsdgat” megado
képletet: dp(O; B) = |by — 01|+ |ba — 02|. Természetesen a képlet igy is hasznélhatd,
ha a pontok koordindtai nem egészek, de az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban
csak egész koordindtaju pontokkal foglalkozunk.

Jelolje a késébbiekben dp az euklideszi, mig dr a taxi geometriabeli tavol-
sdgot. Nézziik meg az 1. dbrdn az A = (6;0) és B = (3;4) pontok euklideszi t4-
volsdgat az origét6l. Az A pont esetében ez nyilvin dg(A; O) = 6, mig a B pont
esetében a Pitagorasz-tétel segitségével tudjuk azt kiszdmolni, azaz dg(B;0) =

— /(0—3)* + (0—4)° = 5. Ebbil kovetkezik, hogy di(B; 0) < d(A; 0), tehit
az euklideszi tavolsag szerint B kozelebb van O-hoz, mint az A pont. A kovetke-
z6kben szamoljuk ki ugyanezen pontok kozott a taxi tdvolsagot is. Ahhoz, hogy
az O ponttdl eljussunk A-ba 6, mig a B pont esetében 3 + 4 = 7 haztémbnyi tavol-
sdgot kell megtenniink. Vagyis dr(A;0) = 6 és dr(B; O) = 3+4 = 7, ahol az utébbi
esetben az Osszeg els6 tagja a fliggblegesen, a masodik pedig a vizszintesen meg-
tett ut. Megfigyelhetd, hogy dr(B;0) > dr(A; O), tehdt a taxi tdvolsdg szerint A
kozelebb van O-hoz, mint B.

Erdemes ezutdn megvizsgalni, mit mondhatunk &ltaldban a kétféle tdvolsdg
nagysaganak kapcsolatarol.

1. allitas. Két pont euklideszi tdvolsdga legfeljebb akkora, mint a taxi tdvolsd-
quk, ami pedig legfeljebb az euklideszi tdvolsdg \/2-szerese.

Bizonyitas. Legyenek X = (z1;22) és Y = (y1;y2) a sik pontjai. Ekkor az ab-
szolutérték nemnegativitdsdnak koszonhetden 2|x; — y1| |x2 — y2| = 0 teljesiil. Ad-
junk hozza az egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz |z, — y1|2 + |2y — y2|2—et, ekkor
a kovetkezdt kapjuk:

2 2 2 2
2|z =yl lwe — vl + |z — ™ + 22 — w2 = |21 — [ + |22 — w2
Mivel az egyenlétlenség jobb oldalan egy teljes négyzet talalhatd, igy azt Gssze-
vonva,

2
(los — yal + |22 — 92])” = (@1 — 1) + (22 — 3o)*.
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Mindkét oldalon gyokot vonva, az egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy

|21 — y1| + w2 — 2| > \/(%‘1 1) + (22— )°,

ami nem mds, mint dr > dg. Az euklideszi tdvolsag tehat nagyobb vagy egyenld,
mint a taxi tdvolsag. Egyenl6ség pedig csak abban az esetben all fenn, ha x1 = yq,
vagy xa = ys teljesiil, vagyis x és y egy (vizszintes vagy fliggbleges) egyenesen he-
lyezkednek el. Hasonldan, az (\xl — o — |y1 — yg|)2 > 0 egyenlGtlenség rendezésével
|2

|1 *332|2 +ly1 — y2|” = 2]z — 22| - |11 — Y2l

2((z1 — z9)? + (1 — y2)2) > (21— 22)° + (g1 — y2)? + 201 — 22| - |11 — ¥2l,
2
2((x1 — 22)” + (1 — 1)) = (Jo1 — w2| + [y1 — 1)),

négyzetgyokot vonva pedig

\@\/(331 —x2)” + (1 — 92)” = |z1 — 22| + |31 — w2,

azaz valéban v2dg > dp. Ezzel az 4llitdst beldttuk. O

Meg kell még jegyezniink, hogy a fentiekben csak olyan pontokkal foglalkoz-
tunk, amelyek egész szamu koordinatdkkal rendelkeznek, de ugyanigy, ahogy bar-
mely, akidr nem egész koordinatdju pontok esetében is ki tudjuk szdmolni azok
euklideszi tavolsagat, igy a taxi tavolsdgot is. Barmely két pontnak van tehat taxi
tavolsaga, attdl fiiggetleniil, hogy azok két utca taldlkozasanal vannak vagy sem.

A kovetkez6kben nézziink meg néhédny ,, gyakorlati” problémat, amelyek meg-
olddsdban a taxi geometriat célszerl alkalmazni az euklideszi helyett.
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3. dbra 4. abra

1. feladat. Az idedlis vdrosban bejelentés érkezett a renddrségi diszpécserhez,
miszerint baleset tortént az X = (—1;4) pontban. Két jirdrkocsi is a baleset kizelé-
ben van, az egqyik az A = (2;1), mig a mdsik a B = (—1;—1) helyen. Melyik kocsit
kildjék a baleset helyszinére?

Megoldas. Vegyiink egy koordindta-rendszert és jelsljiik rajta az X = (—1;4),
A=(2;1) és B =(—1;—1) pontokat. Mivel azt szeretnénk, hogy egy jarér mi-
nél elébb a helyszinre érjen, a legkozelebbi kocsit kell odakiildeniink. Ehhez ki
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kell szamolnunk, hogy A és B milyen tavolsigra vannak X-t6l a taxi tévol-
sag szerint. Nézziik meg elészor az A és X kozotti tavolsdgot, ez az elézdek-
ben leirtak alapjan ugy szdmolhatd ki, hogy Osszeadjuk, hogy hény héztombot
kell vizszintesen, illetve fiiggdlegesen haladnunk A-t6l X-ig, vagyis dp(A4;X) =
= |2~ (~1)| + |1 — 4] = 6. Hasonléan jarjunk el a B és X pontok esetében, azaz
dr(B; X) = | -1- (—1)} + | —1—4] = 5. Ezek alapjin azt kaptuk, hogy az A-val
jelolt rendérauté 6, mig a B-vel jelolt renddrauté 5 haztombnyi tavolsdgra van
a baleset helyszinétol. A diszpécser a B kocsit fogja a baleset helyszinére kiildeni,
mivel az kdzelebb van ahhoz, {gy gyorsabban fog odaérni (feltéve persze, hogy a va-
rosban mindeniitt ugyanakkora a forgalom).

2. feladat. Anna és Baldzs lakdst keresnek az idedlis vdrosban, Anna egy
bankban dolgozik, amely az A = (—=3;—1) keresztezddésben taldlhatd, mig Baldzs
eqy iskoldban, amely B = (3;3)-ban van. [jgy dontittek, hogy olyan helyen keresnek
albérletet, ahol Anna munkahelyétdl a lakdsig és Baldzs munkahelyétél a lakdsig
vett tavolsagok osszege minimalis. Mely keresztezddésekben keressenek lakdst?

Megoldas. Vegyiink egy koordindta-rendszert, ahol jel6ljiik Anna munkahe-
lyét A-val, Baldzsét B-vel és L-lel a keresendd lakast. A kérdés matematikailag meg-
fogalmazva az, hogy keressiik azon L pontokat, amelyekre a dr(A; L) 4+ dr(B; L)
kifejezés minimalis. Ahhoz, hogy A-bdl B-be eljussunk a legrévidebb 1ton, fiiggéle-
gesen felfelé kell haladnunk 4 haztombot és vizszintesen jobbra 6-ot. Ezt tobbféle-
képpen is megtehetjiik attdl fiiggden, hogy melyik keresztezédésben melyik irdnyt
valasztjuk a ketté koziil. Az Osszes lehetséges utvonalat jelolve a 4. dbrdn 1évo
téglalapot kapjuk. Ha ennek a belsejében vagy a hatardn 1évo keresztez6désekben
keresiink albérletet, akkor az A-t6l és B-t6l vett tdvolsdgdnak az dsszege 10, hiszen
ekkor A-t6l az albérletig és az albérlettd]l B-ig megtett Gt éppen A és B tavolsaga.
Tekintsiink most egy tetszéleges pontot a kapott téglalapon kiviil az elsd sikne-
gyedben és tegyiik fel, hogy ez a keresett lakés, legyen ez példdul az L = (1;5).
Ekkor L-nek az A-tdl vett tavolsdga dr(A; L) =|—3—1|4+|—1—5| = 10 és B-t8l
dr(B;L) = |3—1| 4|3 —5| = 4. Vagyis ebben az esetben dr(A; L) +dr(B; L) = 14.
Ez lathatéan tobb, mintha az el6z6ekben megbeszélt teriileten béreltek volna lakast,
hiszen itt az A pontbdl kiindulva 4 haztombnyit kell gyalogolnunk ,felfelé” ahhoz,
hogy eljussunk a B-n dtmend vizszintes (kelet-nyugati) egyenesig (utcéig), de mivel
az L ,feljebb” taldlhatd, ezért még 2-t kell megtenniink ebbe az iranyba. Jobbra
ugyan kevesebbet kell menniink, 4 haztombnyit, viszont a ,hidnyz6” 2 haztombot
B-nek kell megtennie ,balra” és ezen feliil B-nek is haladnia kell ugyanannyit ,fel-
felé”, mint amennyi extra haztémbot kellett A-nak. Osszeszamolva, tébbet kellett
fliggllegesen és vizszintesen is haladnunk, mintha a téglalap belsejébdl, vagy ha-
tarardl valasztottunk volna egy pontot. Hasonld eredményeket kapunk, ha a tobbi
siknegyedbdl vélasztunk pontokat a téglalapon kiviil. A dr(A; L) + dr(B; L) 6sszeg
minimuma tehat 10, és a minimumot ad6 pontok a 4. dbrdn jelolt téglalap pontjai.

2. A kor

Az euklideszi geometridban a sikon egy kort vagy korvonalat a kovetkezokép-
pen definidlunk.
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1. definicié. A korvonal a sik azon pontjainak a mértani helye, amelyek
a stk egy adott pontjatdl adott tavolsagra helyezkednek el. Az adott pont a kor
kozéppontja, mig a tavolsagot a kor sugardnak nevezziik.

Yy Ha a megszokott euklideszi tavolsagot vessziik
figyelembe, akkor egy ,kor” alaku alakzatot ka-
punk, viszont a taxi tavolsidg esetében a kor mar
nem igy fog kinézni, azaz nem lesz kor alakt.

/ \ Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy milyen lesz az 1j
L alakzatunk, vegyiink egy (zo;yo) pontot és keres-
/ Y sik meg azokat az (x;y) pontokat, amelyek téle

adott r taxi tavolsdgra helyezkednek el. Vagyis
dr ((zo;v0), (z;9)) = |zo — |+ |yo — y| = r. Nézziik
meg az abszolutértékek felolddsara szolgdlé négy
esetet és az altaluk meghatarozott alakzatokat. Ha xg > = és yg > y, akkor elhagyva
az abszolutérték jeleket az egyenletiink xg — x + yg — y = r, amelyet atrendezve
y=—x+x9+yo—r. Az egyenlet az xg > x és yg > y feltételek mellett egy szakaszt
hatdroz meg, amelynek pontjai r taxi tdvolsdgra vannak az (xg;yo) ponttdl és
végpontjai (xg — 7590) és (zo;y0 — 7). Ha o < @ és yo > y, akkor az egyenlet

5. dbra

—(xo—x)+yo—y=r, Aatrendezve y=x —xo+ Yo — T

Ennek a szakasznak a végpontjai az (xg+ r;y0) és az (xo;y0 —r). Ha 29 < x és
Yo <y, akkor a —(xg —x) — (yo — y) = r egyenletet kapjuk, amelyet dtrendezve
az y = —x + xg + yo + r kifejezést kapjuk. A szakasz végpontjai ebben az esetben
(zo+7;90) és (zo;yo+ 7). Haxg > x és yo < y, akkor az egyenlet zg —x — (yo —y) =
=r, amelyet ha atrendeziink, az y = x — xg + yo + r egyenletet kapjuk. Ekkor
a kapott szakasz végpontjai (zo;yo + 1) és (xg — 7590). Vegyiik észre, hogy az egyes
szakaszok végpontjai megegyeznek, igy egy négyzetet hataroznak meg, amelynek
a csticsai az (20590 — 1), (Zo +73%0), (To; Yo + 1) és az (xo — 7;90) pontok lesznek.
A kor a taxi geometridban tehdt egy euklideszi értelemben vett négyzet, amelynek
csticsai az elobbi pontok.

Alkalmazzuk a fentiekben leirtakat néhény feladatban.

3. feladat. FEszter az idedlis vdrosban jdrt, amikor az E = (2;1) pontban ész-
revette, hogy fogydban van az tizemanyaga. Tudja, hogy 5 hdztémb tdvolsdgban ta-
lalhatd egy benzinkiut. Mely pontokban helyezkedhet el a benzinkut?

Megoldas. A koordindta-rendszerben vegyiik fel az E pontot. Azokat a ponto-
kat keressiik, amelyek 5 haztomb tavolsagra vannak az F-t6l, vagyis egy adott pont-
tél egyenlo tavolsiagra 1évé pontokat. Ez azt jelenti, hogy egy E kozéppontu 5 su-
gart taxi kort akarunk meghatdrozni. Ekkor a (2;1+5) = (2;6), (2;1—5) = (2; —4),
(245;1) = (7;1) és (2 —5;1) = (—3; 1) pontok meghatdroznak egy euklideszi érte-
lemben vett négyzetet, vagyis az E kozéppontu 5 sugart taxi kort. A taxi korvona-
lat alkoté pontok mindegyike tehat 5 taxi tdvolsdgra van Eszter jelenlegi helyétol,
vagyis megallapithatjuk, hogy a keresett benzinkut a taxi korvonal valamelyik pont-
jaban helyezkedik el. Ha az y-tengellyel parhuzamosan mozditjuk el a pontot, akkor
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a tavolsdga E-t6]l néni fog. Ha viszont az z-tengellyel parhuzamosan indulunk el,
akkor az egyik iranyba csokkenni, a méasikba pedig ismételten néni fog a tavolsag
a két pont kozott. A kévetkezSkben prébaljuk meg egy, a ponton dtmend 1 me-
redekségli egyenesen mozgatni a pontunkat, ekkor ha a negyedik siknegyed felé
haladunk, akkor ismét azt fogjuk tapasztalni, hogy a tavolsag egyre csak né. Azon-
ban, ha a masik iranyt vélasztjuk, akkor a tavolsdgunk nem fog véltozni, vagyis
ugyanigy 5 marad, egészen a (2;6) csicsig, onnantdl kezdve az egyenesen tovibb
haladva a tavolsaguk ismét néni fog.

Ezek a pontok mind j6 tavolsagra lesznek E-t6l. Most nézzitk meg az ugyan-
ezen a ponton athaladé —1 meredekségli egyenest. Ebben az esetben ha az elsé
siknegyed felé megyiink, akkor a tavolsag egyre csak nd, viszont a masik irdny-
ban haladva 1djra j6 pontokat kapunk, mivel ezek ugyanigy 5 haztombnyire lesznek
E-t6l. Ismét csak egy cstcsig, méghozzd a (2; —4)-ig mehetiink, mivel ha tovdbb
folytatjuk utunkat az egyenesen a tavolsag megint néni fog. Ezt a gondolatme-
netet alkalmazva a (—3;1) pontra hasonlé alakzatot fogunk kapni. Ha vessziik
az unigjat a masik pontnal kapott alakzattal egy négyzetet fogunk kapni, amelynek
az Osszes pontja pontosan 5 tévolsdgra lesz Eszter jelenlegi helyétdl, vagyis ezen
a vonalon kell elhelyezkednie a benzinkttnak.

4. feladat. Péter az idedlis vdrosban dolgozik egy iroddban, amely az I =
= (1;2) pontban helyezkedik el. Minden nap eljdr ebédelni, de mivel nem szeretne
tul messzire menni a munkahelyétdl, igy eldontotte, hogy legfeljebb 3 hdztombnyire
hajlando éttermet keresni. Hol taldlhatok azok az éttermek a vdrosban, ahol Péter
elfogyaszthatja az ebédjét?

Megoldas. Vegyiik fel a koordindta-rendszeriinkben az irodéat, ahol Péter
dolgozik. Keressiik meg azokat a pontokat, amelyek pontosan 3 tavolsagra vannak
1-t6] a taxi geometridban. A fentiekben leifrtak alapjan tudjuk, hogy azok az

(1;243) =(1;5), (L2-3)=(L;-1), (1+3;2) = (4;2) és (1 - 3;2) = (=2;5)

pontok altal meghatdrozott euklideszi értelemben vett négyzetlap pontjai. Péter
a négyzetlap pontjai kozott kereshet éttermet.

5. feladat. Egy épitész cég szeretne eqy apartmanhdzat felépiteni, méghozzd
igy, hogy az legfeljebb 5 hdztémb tdvolsdgban legyen a B = (—3;0) pontban taldlhaté
bevdsdrlokiozponttol, illetve, hogy legfeljebb 4 hdztombnyire legyen a teniszpalydtol,
amely a T = (2;2) pontban helyezkedik el. Hova épitheti fel a hdzat, hogy mindkettd
feltétel teljesiiljon?

Megoldas. Gondoljuk meg, hogy hogyan is oldanank meg a feladatot a szoka-
sos tavolsigfiiggvény mellett. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert és abban jelol-
jik a B és T pontokat a megfelel§ helyen. A feladat szerint a B ponttdl legfeljebb
5 haztomb tavolsidgra épitkezhetiink, ezen pontok halmaza ekkor egy korlap lesz.
Ugyanigy jarhatunk el a T pont esetében is. Ekkor kaptunk két korlapot, mindkét
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h feltételiink akkor fog egyszerre teljesiilni, hogyha
a két korlap metszetében épitkeziink. Ha most
a taxi metrikaban oldjuk meg a feladatot, hasonléan
kell eljarnunk, azzal a kiillonbséggel, hogy az el6zéek
alapjan tudjuk, hogy a korlapok ebben az esetben
négyzetlapok lesznek, méghozza pontosan gy, mint
a 0. dbrdn. Ha a két négyzetlap metszetében keres
az épitész cég helyet az apartmanhaz felépitéséhez,
biztosan teljesiilni fog mindkét feltétel.

6. abra

6. feladat. Egy telefontdrsasdg (a 20. szdzad elsd felében ... ) telefonfiilkéket
szeretne telepiteni az idedlis vdrosba, méghozzd gy, hogy mindenki, aki legfeljebb
12 hdztombnyi tavolsdgra lakik a vdroskdzponttol, legfeljebb 4 hdztémbnyire legyen
eqy telefonfiilkétdl. Hova tegye a telefonfiilkéket a cég?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert, ahol legyen az origé a va-
roskozpont. Ettél legfeljebb 12 héztombnyi tavolsdgnyira szeretnénk a telefonfiil-
kéket telepiteni. Nézziik meg el6szor azokat a pontokat, amelyek pontosan ekkora
tavolsagra lesznek az origdtol. Egy adott ponttdl egyenld tavolsagra 1évé pontok
halmazat, azaz egy taxi kort fogunk ismét keresni. Ha ezt tudjuk, akkor felirhatjuk
a taxi kor csicsait: (12;0), (—12;0), (0;12) és (0; —12), ezek megadjdk a 12 su-
gari, origd centrumu taxi korlapot. A kapott taxi kort fel tudjuk osztani, ahogyan
a 7. dabra is mutatja, 9 egybevagd részre. Lathaté, hogy az igy kapott euklideszi
értelemben vett négyszogek 4 egységnyi sugaru taxi korok. Ha ezen korok mindegyi-
kébe elhelyeziink egy-egy fiilkét, akkor a 12 sugara korlap egész teriiletére teljesiil,
hogy az ott él6k legfeljebb 4 héztombnyire vannak a legkozelebbi fiilkétol. Azok,
akik a taxi korok hataran élnek 2; azok, akik a négyzetek megfelel6 sarkaiban élnek
4 fiillke koziil is védlaszthatnak. Ahogyan a 8. dbrdn is lathatjuk, 9 fiilke elég lesz
a teriilet teljes lefedéséhez.

/ /
g J

7. dbra 8. dbra

7. feladat. Anna és Baldzs albérletet keresnek. Egyetlen feltételhez ragasz-
kodnak, méghozzd ahhoz, hogy mindketten egyenld tdvolsagra lakjanak a munkahe-
lyiiktdl, vagyis Anna a banktdl, amely az A = (—3; —1) pontban taldlhatd és Baldzs
az iskoldtdl, amely a B = (3;3) pontban van.
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Megoldéas. Ahogy mar a 2. feladatban is kisza- Yy
moltuk dr(A4; B) =|—3—3|+|—1—3| = 10, ennek
a fele 5, vagyis az albérlet legalabb 5 taxi tavolsdgra
kell, hogy legyen A-tél és B-t6l is. Keressiik meg
el6szor az A és B pontoktél 5 héztombnyi tavol- N =
sagra 1év6 pontokat. Egy adott ponttdl adott tavol- A
sagra 1évé pontokat keresiink, vagyis egy-egy taxi
kort. Az A pontnél a (—3;4), (—8;—1), (—3;—6) és
(2; —1) pontok, mig a B esetében a (3;8), (—2;3),
(3; —2) és (8;3) pontok hatarozzédk meg az 5 suga-
ra taxi koroket. A két taxi kor az oldalszakaszaik egy részében fognak érintkezni,
ahogyan az a 9. dbrdn is lathaté a belsé négyzetek esetében, ezek azok a pontok,
amelyekre teljesiil, hogy mindkét ponttdl 5 tavolsdgra vannak. Ha Anna és Baldzs
ezen a szakaszon keres lakast, akkor biztosan teljesiilni fog ra a feltételiik. Nemcsak
az A-t6l és B-t6l 5 taxi tavolsagra 1év6 pontok lesznek megfelel6ek, hanem azok is,
amelyek 6,7, ... taxi tdvolsdgra vannak toliik. Ha ezeket a taxi koroket is felrajzol-
juk, akkor lathatjuk a 9. dbrdn a két kozépso, illetve a két kiilsé négyzeten, hogy
2-2 pontban fogjak egymadst metszeni, vagyis ezek azok a pontok, amelyek A-t6l
és B-t6l is egyenl6 tavolsagra vannak. Ha az Gsszes j6 pontot megtaldltuk, akkor
a fekete torottvonalat fogjuk megkapni. Annanak és Baldzsnak ezen a vonalon kell
albérletet keresniiik, ha azt akarjak, hogy az mindkettejiikk munkahelyétdl egyenld
tavolsagra legyen. Mozgassuk a C-t és nézziik meg, hogyan valtozik az A-hoz viszo-
nyitott tavolsaga. Ha az y-tengellyel parhuzamosan mozditom el barmelyik iranyba,
akkor a tavolsidg néni fog. Ha az z-tengellyel parhuzamosan teszem ugyanezt, akkor
egyik irdnyba csokken, mig a masikba né a tavolsdga az A-t6l. Ezek utan prébaljunk
meg ferdén, a ponton atmend, euklideszi értelemben vett 1 meredekségii egyenes
mentén haladni. Ha tavolodunk az y-tengelytdl, akkor a tavolsdg ismét no. Azon-
ban, ha kozelediink felé, akkor nem véltozik, 5 marad egészen addig, mig el nem
ériink az A pont vonaldba, utdna a tdvolsag ijra néni fog. A —1 meredekségii egye-
nesen haladva hasonlé eredményeket kapunk. Vegyiik most a D = (—8; —1) pontot
és mozgassuk tgy, mint C-t. A C' és D pontok mozgatisa édltal egy négyzetet kap-
tunk és megtalaltuk az 6sszes olyan pontot, amely 5 tavolsigra lesz A-t6l. Ugyan-
ezt szeretnénk megtenni B-vel is, ahol ugyanigy egy négyzetet fogunk kapni. A két
négyszog egyik oldalegyenese egybeesik, ahogyan az a 9. dbrdn is latszik. Tehdt ezek
lesznek azok a pontok a téglalapon beliil, amelyekre teljesiil a feltételiink. A kove-
tezOkben nézziikk meg azokat a pontokat, amelyek 6 hdztémbnyi tavolsdgra lesznek
a két munkahelytol. Az el6z6 eljarast alkalmazva, azt tapasztaljuk, hogy ismét két
négyzetet kaptunk, amelyeket az abran kékkel jeloltiink. Ezeknek a metszéspont-
jai lesznek azok a pontok, amelyek A-t6l és B-t6l egyenld tavolsdgra lesznek. Ha
az eddigiekhez hasonldéan folytatjuk és megnézziik a 7,8, ... tavolsdgra 1évé pon-
tokat is, akkor az abrén feketével jelzett vonalat kapjuk. Vagyis azok lesznek azok
a pontok, amelyek egyenl6 tavolsiagra lesznek Anna és Baldzs munkahelyétol, itt
kell maguknak albérletet keresni, ha azt szeretnék, hogy a fenti feltétel teljesiiljon.

9. dbra

8. feladat. Az idedlis vdrosban harom kézépiskola is van: a Széchenyi az S =
= (—4;3) pontban, a Berzsenyi a B = (2;1) pontban, az Edtvés az E = (—1;—6)
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pontban. A wvdros egyes pontjain lako gyerekek melyik kozépiskola didkjai, ha min-
denki a szamdra legkdzelebb lévdbe jdar?

Megoldéas. Ebben a feladatban adott harom ponttdl egyenl6 tavolsédgra 1évo
pontokat szeretnénk megtalalni. Szamoljuk ki elGszor a pontok tavolsagat egy-
méstol: dp(S;B)=|—4—2|+13—1|=8,dr(S;E)=|—4+1|+[3+6] =12 és
dr(E;B)=|—1—-2|+|—6— 1| = 10. Nézziik meg, hogy kik lesznek azok, akik
véalaszhatnak, hogy melyik iskolaba jarjanak, mivel két iskolatdl is egyenld tavol-
sdgra laknak. Vegyiik a Széchenyi és a Berzsenyi iskoldkat, vagyis az S = (—4; 3)
és B = (2;1) pontokat a koordindta-rendszeriinkben és nézziik meg, melyek azok
a pontok, amelyek ugyanannyi tavolsagra vannak télitkk. Alkalmazzuk a 7. feladat-
ban tanultakat, {gy kapni fogunk egy szakaszt, amely a (—2;2) és (0;4) pontokra
illeszkedik, valamint az ezekbél a pontokbdl kiindulé félegyeneseket, amelyek pér-
huzamosak a tengelyekkel. Ha ugyanezt az eljarast hasznaljuk az S és E, illetve
E és B esetében, hasonld alakzatokat kapunk, annyi valtoztatassal, hogy mind-
két esetben, ha azokat a pontokat keressiik, amelyek nagyobb tavolsagra vannak
mindkét ponttdl, mint a tavolsiguknak a fele, ez-
uttal nem ,felfele” és ,lefele” keressiik, hanem az x-
tengellyel parhuzamosan jobb, illetve bal irdnyban.
Végiil a 10. abrat kapjuk, ahol lathaté, hogy a to-
rottvonalak metszeni fogjak egymast a (—2;0) pont-
ban. Ez azt jelenti, hogy akik itt laknak, azok ha-
rom, a téréttvonal tobbi pontjan lakd gyerekek pe-
dig ketto iskola koziil valaszthatnak; mig azok, akik
a kiilonb6z6 médon satirozott részeken élnek, nem
10. dbra valaszthatnak, 6k a hozzdjuk legkozelebbi iskoldba

jarnak.

3. Az ellipszis
Az euklideszi sikon egy ellipszist a kovetkezoképpen definialunk.

2. definicié. Az ellipszis azoknak a sikbeli pontoknak a mértani helye, ame-
lyeknek a sikon két adott ponttol mért tavolsagaik Gsszege allando, és ez az allandd
nagyobb, mint a két pont tavolsidga. A két adott pontot fékuszpontoknak hivjuk.

Ahogy azt méar a kor esetében is lathattuk, a tavolsagfiiggvény megvaltozasaval
az alakzat képe is médosulni fog. El6szoér gondoljuk meg, hogyan is rajzolnank fel
egy euklideszi értelemben vett ellipszist. A taxi ellipszis is hasonlé médon rajzolhaté
fel, azzal a kiilonséggel, hogy ebben az esetben korok helyett négyzeteket fogunk
Osszemetszeni. Hogy ez hogyan is miikodik, egy feladaton keresztiil nézziik meg.

9. feladat. Legyenck a fokuszok az Fy = (1;3) és Fy = (5;3) pontok. Azo-
kat a P pontokat keressiik a sikon, amelyeknek a fokuszoktdl vett tdvolsagdsszege

6 egység.

Megoldas. A feladat feltétele: dr(P; Fy) + dp(P; F») = 6. A 6-ot példaul fel
tudjuk {rni a 4 és 2 osszegeként. Ekkor legyen dr(P;Fy) =4 és dr(P; Fy) = 2.
Ez azt jelenti, hogy mindkét esetben egy adott pontdl adott tavolsagra 1évé pontok
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halmazat keressiik, vagyis taxi koroket, amelyeknek a centruma az adott fokusz,
a sugara pedig a tavolsdg. Ha ezeket felrajzoljuk, akkor a metszéspontjaikra igaz,
hogy Fi-t6l 4 és F»-t6l 2 tavolsdgra vannak, vagyis ezek a pontok rajta lesznek
a keresett taxi ellipszisiinkon. Ezt az eljarast folytatjuk ugy, hogy koézben olyan
sugaru taxi koroket metsziink Gssze, amelyek sugarainak az Osszege 6. Az 1 és
5 sugari korok esetében egy érdekes dolgot figyelhetiink meg. Ezek ugyanis nem
egy vagy két pontban fogjak metszeni egymadst, hanem a kisebbik négyszog két
teljes oldalszakaszaban. Ha az Gsszes lehetséges kort felrajzoltuk, akkor a 11. dbrdn
lathato taxi ellipszist fogjuk kapni.

| yT

11. dbra 12. dbra

Ezek alapjan azt feltételezhetnénk, hogy egy taxi ellipszis altalaban egy hat-
sz0g lesz, azonban ez nincs mindig igy. Valtoztassuk meg a fékuszpontokat ugy,
hogy azoknak egyik koordinatija se egyezzen meg a masik megfelel6 koordina-
tdjdval. Ha a 9. feladatban 16v6 fékuszok helyett példdul az Fy = (1;3) és Fyp =
= (3;1) pontokkal oldjuk meg a feladatot, akkor a 12. dbrdt kapjuk, amelyen j6l
lathatd, hogy ezuttal egy nyolcszog a megoldas. Tekintsiik a 11. és 12. dbrdkat és
figyeljitk meg a kapcsolatot az ellipszis vizszintes és fiiggdleges oldalai és a fékuszok
altal meghatarozott téglalap kozott. Ha kozelitjiik egyméshoz a két fokuszt, akkor
egyre kisebb lesz a téglalap, valamint az ellipszis vizszintes és fiiggbleges oldalai is,
egészen addig, amig a két pont meg nem egyezik, amikor is az ellipszisbol egy taxi
kort kapunk. Hasonlo jelenség figyelhet6 meg az euklideszi értelemben vett ellip-
szis esetében is, hiszen ahogy kozelitjiik a két fokuszt egymashoz, annal jobban fog
az alakzat egy korre hasonlitani.

Nézziik meg, hogyan tudjuk alkalmazni a fentiekben leirtakat néhany fel-
adatban.

10. feladat. Csongor, aki a C = (—2;—1) pontban lakik az idedlis vdrosban,
minden reggel futni jar. Egy bardtja, akinek otthona a B = (2;2) pontban van, ugy
dont, hogy csatlakozik hozzd. Elhatdrozzdk, hogy mindig a vdros hatdardn fognak
taldlkozni. Kiszdmoltdk, hogy ez csak gy sikerilhet, ha a Csongor és bardtja dltal
futott tdv pontosan 9 hdztombnyi. Melyek lesznek a vdros szélét jelzé pontok?

Megoldas. Vegyiink fel egy koordindta-rendszert és abban jeloljikk a C =
=(—2;—1) és B =(2;2) pontokat. Azokat a P pontokat keressiik, amelyekre
teljesiil, hogy dr(P;C) + dr(P; B) =9, amely egy taxi ellipszis. Legyen példaul
dp(P;C) =1 és dp(P; B) = 8. Ekkor ez azt jelenti, hogy a B és C' pontoktdl adott
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tavolsagra 1évé pontok halmazat keressiik, vagyis taxi koroket. Ha dbrézoljuk el6-
szor a C-t0l 1 és a B-t0l 8 taxi tavolsagra 1évo pontokat, a két taxi kor két metszés-
pontjara igaz lesz a feltételiink, amely ebben az esetben nem két metszéspont lesz,
hanem a kis taxi kor két teljes oldalszakasza, mivel azok teljes egészében a nagy
taxi kor oldalszakaszainak részei. Ugyanezt megtehetjiik forditva is, miszerint ha
felrajzoljuk a C-t6] 8 és a B-t6l 1 taxi tavolsagra 1évé pontokat, ekkor ismét két ol-
dalszakaszt fogunk kapni. Nézziik meg, hogy a 9 még hanyféleképpen bonthato fel
két szam Osszegére. Ha a 2 és 7 sugaru taxi korok metszik egymadst, akkor két met-
széspontot fogunk kapni és ugyanez torténik, ha a 3 és 6 sugart taxi korok esetét
vizsgaljuk meg. Ha azonban a 4 és 5 sugaru taxi korok metszetét képezzik, azok
egy pontban és két oldalszakasz egy kis szakaszan fogjak metszeni egymast. Ezek
a pontok egy taxi ellipszist fognak alkotni, ahogyan azt a 13. dbrdn is lathatjuk.
Ezek lesznek a varos szélét jelz6 pontok.

s o
ARG i

18. dbra 14. abra

11. feladat. Ddra, aki az idedlis vdrosban lakik, iroddt keres a vdllalkozdsd-
nak. Ugy szeretne helyet taldlni, hogy a D = (—2;1) pontban elhelyezkedd lakdsdtol
az iroddig, valamint az L = (4;1) pontban lévd dvoddtdl, ahova a ldnya jdr, az iro-
ddig legfeljebb 10 hdztombnyi tdavolsagot kelljen megtennie. Hol keressen iroddt?

Megoldéas. A koordindta-rendszerben vegyiik fel a D és L pontokat. Azokat
a P pontokat keressiik, amelyekre teljesiil, hogy a D-t0l és L-t6l valé tavolsdgok
Osszege kisebb vagy egyenld, mint 10, vagyis dr(P; D) + dr(P; L) < 10. Keressiik
meg elséként azokat a pontokat, amelyekre a tavolsagok Gsszege pontosan 10 haz-
tombnyi. A 10 tobbféleképpen is felirhatd két pozitiv egész szam Osszegeként. Ha
megnézziik el0szor az 1 és 9 sugart taxi koroket, észrevehetjiik, hogy ezeknek nincs
egyetlen kozos pontjuk se. A 2 4 8 felbontds esetében rajzoljuk fel a D kézépponti
2 sugaru, és az L centrumi 8 sugari taxi koroket. Azt tapasztaljuk, hogy ezen
négyszogeknek ezittal nem egy vagy két metszéspontja lesz, hanem a kisebbik kor
két teljes oldalat fedi a nagy kor Ezek mind j6 pontok lesznek, hiszen teljesiil rdjuk
a feladat feltétele. Ugyanezt meggondolhatjuk forditott esetben is, ahol a D cent-
rumu 8 sugard, és az L kozépponti 2 sugaru taxi korcket metssziik 6ssze. Ez annak
koszonhetd, hogy a két megadott pont egy egyenesre illeszkedik. Az 6sszes tobbi fel-
bontéshoz tartozé korok két pontban fogjdk metszeni egymést. Ha az 6sszes lehetsé-
ges felbontast dbrazoljuk, akkor a 14. dbrdn lathatoé taxi ellipszist fogjuk kapni. Ha
Dora ezen a vonalon taldl irodat a vallalkozdsanak, akkor teljesiilni fog ré a feladat
feltétele. Azonban megfelel6 pontok lesznek azok is, amelyeknek az évodatdl, illetve
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a lakdastol vett tavolsagaik tsszege kevesebb, mint 10 hdztomb. Ha felrajzolnank azt
az ellipszist, amelyre dr(P; D) + dr(P; L) = 11 teljesiil, akkor azt tapasztalndnk,
hogy része lesz az el6z6 alakzatunk, vagyis minél nagyobb tavolsagot adunk meg
a tavolsagok Osszegeként, annal nagyobb ellipsziseket fogunk kapni. Ez azt jelenti,
hogy ha azt keressiik, hogy hol kevesebb az 6sszeg, mint 10, akkor annak az ellip-
szisnek a belsd pontjaira lesz igaz az allitds, amelyekre dp(P; D) + dr(P; L) < 10
teljesiil. Vagyis Déra ezen a taxi ellipszisen beliil is talalhat maganak megfeleld
irodat.

12. feladat. Egy ipari vdllalat gydrat szeretne épiteni az idedlis vdrosban gy,
hogy a tdvolsdgok dsszege a gydrtol a R = (5;—1) pontban elhelyezkedd repiilété-
rig, illetve a V = (=5; —3) helyen lévd vasitdllomdsig legfeljebb 16 hdztomb legyen.
A wdros azonban a zajszabdlyozds érdekében elbirja, hogy a K = (—4;2)-ben elhe-
lyezkedd konyvtdr 3 hdztombos kornyezetében nem épiilhet fel a gydr. Mely teriiletre
épitkezhet a vallalat?

Megoldas. Helyezziik el a megadott R = (5;—1) pontban 1év6 repiiléteret,
a 'V = (—5; —3) helyen 1év§ vasttdllomést és a K = (—4;2)-ben elhelyezkedd konyv-
tarat egy koordindta-rendszerben. El6szor jeloljik azokat a pontokat, amelyek
3 haztombnyire vannak a konyvtartél, hiszen tudjuk, hogy erre a teriiletre nem
épiilhet fel gyar. Mivel egy adott ponttdl adott tavolsagra 1évé pontokat szeretnénk
meghatarozni, egy taxi kort fogunk keresni, amelyet a 2. szakaszban lefrtak alapjan
fel tudunk rajzolni. Masodszor pedig azokat a pontokat keressiik meg, ahol a ta-
volsagok Gsszege gyartol a repiilétérig és a vasutallomasig legfeljebb 16 haztomb.
Vagyis matematikailag dtfogalmazva a feladatot, azokat a P pontokat keressiik,
amelyekre teljesill, hogy dr(P; R) + dr(P; V) < 16. Ezek alapjan megéllapithat-
juk, hogy egy taxi ellipszist keresiink, amelynek a fékuszpontjai az R és V pontok
és mivel ezek nem egy egyenesre illeszkednek, igy a 10. feladatban leirtakhoz ha-
sonléan meg tudjuk rajzolni az alakzatot. Mivel ne-
kiink nemcsak azok a pontok lesznek jék, amelyekre
a tavolsagaik Osszege R-t0l és V-t6l pontosan 16,
hanem azok is, amelyekre a tavolsagosszeg ennél
kisebb, ezért ismét az ellipszis belsejében 1év6 pon-
tok is megfelelonek bizonyulnak. Lathatoé azonban,
hogy a K pont 3 sugaru kore belemetsz az ellipszis-
lapba. Err6l tudjuk, hogy ide nem épitkezhetiink,
viszont barhova méshova az ellipszisen beliil igen,
ahogyan a 15. dbrdn is lathatjuk. 15. dbra

4. Egy tovabbi érdekesség

Mint ahogyan emlitettiik, a taxi geometria egy sokkal jobb modellt ad a va-
rosi kozlekedésre az euklideszi geometriaval szemben. Tudunk azonban még olyan
valtoztatasokat bevezetni a tavolsdgfiiggvényen, amelyekkel az idedlis varosunk job-
ban fog hasonlitani egy atlagos varoshoz, viszont ezaltal egy kicsit bonyolultabb
matematikat is kell alkalmaznunk.
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Y Vezessiink be egy tomegkozlekedési eszkozt,
példéaul egy metrét, amely a 16. dbrdn lathato
A L vonalon kozlekedik és az allomésai az L egye-
B nes egész koordindtaju pontjai. Ha ezt a kozleke-
\l\:}P dési eszkozt hasznaljuk, akkor az csokkentheti bizo-
I nyos pontok kozott a tavolsagot. Tegyiik fel, hogy
1 .Y az A= (-3;6) ponton &llunk és szeretnénk eljutni
a P =(3;3) pontban 1év8§ pékségig. Ezt példaul
gy tehetjilkk meg, hogy elsétdlunk 3 haztombnyi
tavolsdgot a (—3;3) pontig majd feliilink a met-
réra, amellyel eljuthatunk a (3;1)-ig és innent6l mar csak 2 haztombot kell sétdl-
nunk a P pontig. Vagyis a gyalogosan megtett ut A-bol P-be 5. Természetesen,
ha mds lett volna a kiinduldsi helyiink, mondjuk a B = (1;5) pont, akkor nem kel-
lett volna hasznilni a metrét, gyalogosan is eljuthatunk a kivant helyre, amely
ekkor pontosan 4 haztombnyire lesz téliink. Nevezziik el az 1j tdvolsdgfiiggvényiin-
ket a tomegkozlekedési eszkoziink miatt dps-nek, és definidljuk a kovetkezOképpen:
das legyen a dp(X;Y) tédvolsdg, valamint a dp(X; Q) + dr(Y; Q) kifejezések koziil
a legkisebb, ahol @ befutja a metrédllomasokat (azaz mindig az X-hez legkdzelebbi
alloméson szallunk fel és az Y-hoz legkézelebbin szdllunk le). Ekkor das(A; P) =5
és dy(B; P) = 4.

Ha azt szeretnénk, hogy az idedlis varosunk egy még jobb modellt adjon,
bevezethetiink tobb metrovonalat, vagy esetleg telepithetiink egy tavat a varosba.
A valédi vildg nyujtotta felvetheté kérdések szama innentél kezdve végtelen, és
jol lathato, hogy a felvetédo problémék egy kozépiskolds szaméra is érdekesek és
megoldhatdk.

16. abra
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Horvath Manuéla

Beszamolo a 40. Hajos Gyorgy Matematikai
Versenyrol

A versenyt idén a Pdzmany Péter Katolikus Egyetem Informéciés Technolégiai
és Bionikai Kara rendezte, 2018. aprilis 5. és 7. kozott.

A szervez6k Recski Andrast és Tuza Zsolt egyetemi tanarokat kérték fel tars-
elnokoknek. Tiszteletbeli elnck Obadovics J. Gyula volt, aki immar 15. alkalommal
volt elndk. A versenybizottsag tagjai: Csaté Sdndor, féiskolai docens, Szegedi Tudo-
manyegyetem Mérnoki Kar, Karasz Péter, egyetemi docens, Obudai Egyetem Neu-
mann Janos Informatikai Kar, Klincsik Mihdly, f6iskolai tanar, Pécsi Tudomény-
egyetem Miszaki és Informatikai Kar, Molnar Saska Gaborné Katalin, f6iskolai
docens, Budapesti Gazdasagi Egyetem, Ladics Tamas, f6iskolai docens, Neumann
Janos Egyetem GAMF Kar.

A 40. Hajos Gyorgy Matematikai Versenyen kitiizott feladatok,
eredmények

1. feladat. Tekintsik a kovetkezd rekurziv sorozatot:

QA .
—, ha a, pdros;

Gp41 =
3a, + 1, ha ay, pdratlan.

Igazolja, hogy egy ao = 2F — 1 alakd szdmbdl indulva, ahol k pozitiv egész,
a sorozat eqy ax = 3* —1 alaki szdmhoz jut! Fejezze ki a K szdmot a k segitségével!

A feladatot ismertette, és a szép megolddsért dijat kapott:
Farkas Domonkos Ldszlo, PPKE Informéciés Technoldgiai és Bionikai Kar

2. feladat. Leg%/enek az a, b és c olyan pozitiv egész szamok, amelyek kozott
fenndll az %—i— % = - egyenldség. Igazolja, hogy ha az (a,b,c) szamok legnagyobb
kozds osztdja 1, akkor az (a+0b) dsszeg mindig négyzetszam. Adjon példdt az egyenlet
olyan (a,b,c) egész megolddsdra, ahol a hdrom szdm

(@) legnagyobd kizds osztdja 1;

(it) legnagyobb kizds osztdja nagyobb 1-nél és az (a +b) dsszeg nem négyzet-

szam.
A feladatot ismertette: Bege Aron, BME Gépészmérnoki Kar

A szép megoldasért dijat kapott: Czirkos Angéla, ELTE Informatikai Kar
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