Adémoral és addzas: két modell*

1. Bevezetés

A modern gazdasdgokban az addk latvanyos szerepet jatszanak: a nemzeti
jovedelem 30-60 szazalékét is elérik a beszedett addk. (Ebbe beleértenddk a nem-
zeti jovedelem 5-15 szazalékat kitevo allami nyugdijakat fedezd jarulékok is, de
az egyszeriliség kedvéért nem foglalkozom veliik kiilon.) Egyrészt az dllam kozjava-
kat (utakat, iskoldkat, kérhazakat stb.) épittet és miikodtet az adékbdl, masrészt
a gazdagabbak befizetéseib6l tamogatja a szegényebbeket. Kiilonb6z6 orszagok-
ban az adémoraltdl is fliggéen kiilonb6z6 mértékben titkoljdk el az allampolgarok
addkoteles jovedelmiiket. Izgalmas és fontos kérdés: az adémoralt figyelembe véve
mekkora addékat réjon ki az dllam? A vélasz ellentmond a naiv elképzelésnek: minél
gyengébb az adémoral, annél kisebb addkulcsokat érdemes kiréni.

Ebben a cikkben két ad6zasi modellt mutatok be — kozépiskolas fokon. A kony-
nyebb érthetdség kedvéért felteszem, hogy a kozjavakért (hidakért, iskolaért, rend-
Orségért stb.) is fizetni kell, de erre az allampolgarok fejpénzt kapnak. Tovabbi
egyszerlisités: személyi jovedelemaddra (réviden: szja) szoritkozom (redlisabb mo-
dellben tovabbi addkat, példdul az dltaldnos forgalmi adét is bevonndm a modellbe).
Fajo szivvel figyelmen kiviil hagyom az addkedvezményeket és a magasabb addkul-
csokat, s csupan egykulcsos szjat modellezek (Magyarorszagon 2013 éta egyébként
egykulcsos az szja). Felteszem, hogy a befolyt adét az allampolgdrok kozott egyen-
16en szétosztjak, s a nettéjovedelem-kiilonbségek mérséklése mellett ez a pénz se-
gitséget nyujt a fizetGssé tett kozjavak fogyasztasahoz.

A két modellben kulcsszerepet jatszik az adomordl — itt egy valds széam,
amely az addkulcs mellett meghatarozza, mennyi jovedelmet vall be az allampolgar.
Az adémoral kozvetleniil nem mérhetd, de 1étezésére és értékére kovetkeztethetiink.
Minél jobb egy tarsadalom adémorélja, (adott adérendszer mellett) anndl kevesebb
jovedelmet titkolnak el az adéfizetok.

Az elsé modell az egyszeriibb: dnkényesen feltessziik, hogy az allampolgarok
az igazi jovedelem utédn fizetendé adé és az adémorél hanyadosét titkoljik el. (Pél-
déaul 50 szazalékos addkulcs és 2-es adomordl esetén egységnyi adokoteles jovedelem-
bél 50/2 = 25 szézalékot tagadnak le — j6l kozelitve a magyar helyzetet.) Az dllam
maximélis adébevételre torekszik, s belatjuk, hogy ezt az adémoral felével egyenld
addkulccsal éri el. Tehat minél jobb az adémoral, annal nagyobb az optimalis ado-
kulcs. A masodik modell a bonyolultabb. Itt az allampolgarok szégyenérzete viasko-
dik az addcsalds nyujtotta tobbletfogyasztassal az adobevallas készitésekor, s végiil
az allampolgarok ugyanannyi jovedelmet titkolnak el, mint az els6 modellben. Az 4l-
lam most a tarsadalmi jolétet akarja maximalizalni, amelyet egyszeriiség kedvéért
a legkisebb jovedelmii allampolgar elégedettségével azonosit. Az optimélis addkulcs
most kisebb, mint kordbban, de tovabbra is névekvé fiiggvénye az adémoralnak.

*Koszonetemet fejezem ki Szabd Judit és Téth Janos értékes tandcsaiért.
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A kozépiskolakban nem sok szé esik a tudomanyos modellekrdl, de az olva-
sok mar hallhattak a Naprendszer kopernikuszi modelljérél vagy az atom Bohr-féle
modelljérél. Minden modell leegyszeriisiti a valésagot, de a jé modell — akar a jé
térkép — épp ezzel segiti a valdsiag megértését. Ebben a cikkben két kozgazdasagi
modellrdl lesz sz6, s a kozgazdasidgtanban sokkal nagyobb a tavolsag a valdsag és
a modell k6zt, mint a fizikdban. Azt remélem, hogy a két adézasi modell — minden
hibdja ellenére — segit az addztatas alapkérdéseinek megértésében. Kiilon hang-
stulyozom, hogy nem foglalkozom az adémoral eredetével, adottnak veszem. Egyik
modellben sincs adéhivatal, amely eseti ellenorzéseivel feltarja az adécsalast és biin-
tetéssel sujtja az addcsalét. Ugyancsak figyelmen kiviil hagyom, hogy az addkulcs
emelése valamennyire csokkenti azt az idomennyiséget, amelyet adott évben az al-
lampolgar az addézas utani jovedelméért hajlandé munkéaval tolteni. Végiil elsiklom
afolott, hogy kiillonbozé foglalkozasi dgakban kiilonb6z6 az addcsalas lehet&sége.

A szovegben szétszorva harom feladatot tiizok ki, amelyek megoldasat a cikk
végén kozlom.

2. Egy azonossag

Miel6tt a két adémorédl-modellt bemutatnam, egy egyszerli azonossagot vazo-
lok fol, amely kés6bb hasznunkra lesz.

A térsadalmat kiilonbo6z6 jovedelmii allampolgarok alkotjék, a tipusok szama

I > 1 természetes szam, és az ¢ =1,2,...,1 tipusi egyén jovedelme w;, népes-
I

ségbeli sulya f;. Ekkor az atlagos jovedelem Ew = > f;w;. Az dllam egykulcsos
szjat alkalmaz, ahol az addkulcs ¢ valés szam, 0 < t2 <1 1. Néha elhagyjuk a meg-
kiilénboztetd ¢ alsé indexet, azaz a w jovedelmi allampolgarnak tw adot kellene
befizetnie, de tokéletlen adémorélja miatt jovedelme egy részét (e-t) eltitkolja. Mar
emlitettem, hogy a modellben az adéztatds egyetlen célja: az ad6zas utan marado
netto jovedelmén tul mindenkinek azonos v alapjovedelmet biztositson. Folteszem,
hogy az atlagjovedelem éppen egységnyi, jele: Ew = 1, tehat az eltitkolt jovedelem
(értsd: teljes és bevallott jovedelem kiilonbsége) varhaté értéke Ee < 1. Mivel az 4l-
lam a teljes adéjovedelmét alapjovedelemként szétosztja, az alapjovedelem egyenlo
az addkulcs és az atlagos bevallott jovedelem szorzataval:

(1) v =tE(w—e) =t(1 — Ee).

1. példa. A nagysdgrendek tisztdzdsa érdekében célszerii az (1) azonossdgot
kozelitd, kicsit manipuldlt magyar adatokkal kitolteni: v = 3/8; Ee = 1/4, tehdt
a képzeletbeli osszesitett addkules ¢ = 1/2.

3. Egyszeriibb modell

Eddig nem prébaltam megmagyarazni az eltitkolt jovedelem nagysdgét. A bo-
nyolultabb modell eredményét megelSlegezve, most felteszem, hogy az eltitkolt jo-
vedelem (jele: e) és a teljes jovedelem hdnyadosa az addkules és az adémordl (u)
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hanyadosa:

2)

e t 1
— = —, azaz e= tw.
woop
Masképp kifejezve: az eltikolt jovedelem a teljes jovedelem utan fizetend6 adé és
az adémoral hanyadosa. Vigyéazat, az adécsalds nagysdga ennél aranyosan kisebb:
te* = u~H2w.

Ahhoz, hogy a modell értelmes legyen, az eltitkolt jovedelemnek kisebbnek
kell lennie a jovedelemnél, azaz t < p. Ahhoz, hogy ez még a maximélis t =1
addkulesnal is fennalljon, foltessziik, hogy p > 1.

(1) és (2) értelmében
(3) () =t(l—p ') =t —p 't

Jelolje rendre w,, és wy; a legkisebb és a legnagyobb jovedelmet. Mivel az at-
lagjovedelem 1, ezért — a trivialis egyforma jovedelmektdl eltekintve — feltehetjiik,
hogy 0 < w,, < 1 < wyy.

Itt tizom ki az els6 feladatot.

1. feladat. Igazoljuk, hogy a legkisebb/legnagyobb jovedelmii &llampolgér
kevesebb/tobb addt fizet be, mint amennyi az alapjévedelem. Képletben:

(3) t(wm — /fthwm) <t—pu ' < t(wy — pHPwyy).

Az dllamnak itt nagyon egyszerli célja van: maximalizdlni akarja az adébevé-
teleket. Az elemzés folytatdsahoz a kovetkezd segédtételre van sziikségiink:

1. segédtétel. Legyen A > 0 és B > 0 két valds szdm. Az y = Bx — Ax? md-
sodfoku fiigguény a mazimumdt az
B

4 = —
(4) T 2A>O

pontban veszi fol.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan szoritkozhatunk a nemnegativ értéki y-t adé
0 < ¢ < B/A szakaszra. Az y = Ax (BzéF1 - x)—bél elhagyva az A szorzét, és az igy
kapott szorzatra alkalmazva a két pozitiv szdm szamtani és a mértani kozépe kozti
egyenlGtlenséget:

BA'—21®> [B7?
1y |2 EsA e B
x(BA z)\{ 5 } {214] ,

és az egyenléség pontosan (4) esetén valésul meg. O

A kovetkezo tétel megadja a maximalis adébevételt jelentd addkulesot.
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1. tétel. a) Feltéve, hogy az addmordlra teljesil 1 < p < 2, a (3)-beli dtlagos
adobevétel akkor maximdlis, ha

*_/"['
(5) =L

b) Ekkor minden dllampolgdr jovedelme felét titkolja el: e* = w/2, és az igy
adddd alapjovedelem v(pu/2) = p/4.

Bizonyitds. a) A segédtétel jelolései szerint (3)-ban A = =1 és B = 1. Innen

adédik (5). Mivel az addkulcs értelemszertien legfeljebb 1, sziikség van a pu < 2
feltevésre.

b) (5)-6t behelyettesitve (2)-be, majd (3)-ba, adédik a két masik képlet. O

Megjegyzések. 1. Ez a modell nagyon merev, hiszen az eltitkolt és az eredeti jovedel-
mek ardnya az adémoral értékétdl fiiggetleniil 1/2. Mégis, = 1 esetén a magyar adatok
kozelitéleg reprodukalhaték: a ¢ = 0,5 addkules Ee = 0,25 addcsalast ad.

2. Egy jobb modell esetén nem kellene feltenniink, hogy p < 2. Ez a korldtozas
karos, mert feleslegesen kizarja azokat a gazdasdgokat, ahol p > 2, tobbek kozt a fehér
gazdasdgot, ahol p = oo, azaz e* = 0.

4. Bonyolultabb modell

Réatérek a bonyolultabb modellre. Most minden allampolgar optimalizaldssal
dont az adoéeltitkolasarol, és az adébevételek helyett az allam egy bonyolultabb cél-
fiigguényt maximalizal, amely az alapjovedelem mellett valamennyire figyelembe
veszi az addfizetdk kiilonboz6 csoportjainak célfiiggvényét is. (A modern kozgazda-
sagtanban a célfiiggvény alapfogalom, s minden szerepld sajat célfiiggvényét ma-
ximalizédlja lehetdségein beliil: a fogyaszté a hasznossdgot, a vallalat a profitot, és
az allam jé esetben a tarsadalmi j6létet.)

A bevezetében mar széltam a nagyobb fogyasztds okozta 6rom és nagyobb
csalds miatt érzett szégyen viaskoddsardl. Ennek leirdsdhoz sziikségiink van a fo-
gyasztas és az addcsalds kozti kapcsolatra is. Ha az allampolgar nem titkolnd el
jovedelme egy részét, akkor fogyasztdsa a netté jovedelem: (1 — t)w és az alapjove-
delem: ~(t) osszege lenne. De letagadja jovedelme egy részét: e, azaz addt ,takarit
meg”: te, s ezzel noveli a fogyasztasat:

(6) c=(1-t)w+te+(t).

A kozgazdasdgtudomany féarama minden fogyasztéi dontést, esetiinkben
az addcsaldst egy un. hasznossdgfiiggvény maximalizaldsabdl vezet le. A legegy-
szerlibb U (e, e) hasznossédgfiiggvényt akkor kapjuk, ha feltételezziik, hogy a kétval-
tozds fliiggvény két egyvaltozds fliggvény kiilonbsége, és a kisebbitendd a fogyasztas
homogén linedris, a kivonandé pedig az eltitkolt jovedelem kvadratikus fiiggvénye.
Az adémoral most egy skalar, amely azt mutatja, hogy mennyire hat kedvezé&tleniil
az addcsalas az adézo kozérzetére. Képletben:

(7) Ule,e) =2¢ — pw™e?.
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A 1 szorzé mellé bevettitk még a w1 szorzét is, mert ha a masodik allampolgar

jovedelme A(> 1)-szor nagyobb, mint az elséé, akkor a A-szoros jovedelem-eltitkolds
nem A\2-szeres, hanem csak \-szoros szégyent okoz.

Behelyettesitve (6)-ot (7)-be, adédik az 1j, redukdlt hasznossag:
(8) Ulw, e] = 2(1 — t)w + 2te + 2vy(t) — pw ™ e?.

Adottnak véve y-t, most optimumként adédik az egyszeriibb modellben 6nkényesen
feltételezett (2)-beli jovedelem-eltitkolds.

2. tétel. Ha a w jovedelmd dllampolgdr addcsaldsdval a (8) célfiigguényt ma-
zimalizdlja, akkor az optimdlis jovedelem-eltitkoldst (2) adja.

Bizonyitds. (8)-ban csak 2te — pw~'e? fiigg kozvetleniil e-t8l. Most B = 2t
és A = pw~! szerepel az 1. segédtételben, és (4)-b8l adédik (2). O

Mivel az allampolgaroknak van hasznossagfiiggvénye, most mar megadhatunk
egy un. tarsadalmi joléti figguényt, a Rawls-félét, amelyet John Rawls filozéfusrol
neveztek el. E szerint a tdrsadalom jolétét a legrosszabb helyzetll tagjdnak (re-
alisabban: tagjainak) a maximdlis hasznossiga adja. Esetiinkben ez a legkisebb
jovedelmi allampolgér hasznossagfiiggvénye:

(9) V(t) = U[wm, e*(t)].
Most meghatarozhatjuk a tarsadalmilag optimalis adékulcsot.

3. tétel. a) A Rawls-féle optimdlis addkulcs

1- [
feltéve, hogy
2 —w;
(11) 1<p<pim= Lm

b) A (10)-beli t*(u) addkules—addmordl fiigguény linedris és novekvd, valamint
a jovedelem-eltitkolds mértéke fiiggetlen az adomordltol:

e _low, 1
w 2 — wy, 2

(12)

c) Az optimdlis alapjovedelem értéke

1—w,

(13) 7= mﬂ
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Bizonyitas. a) (9), (8), (3) és (2) értelmében
V(t) = 2(1 — t)wn + 2tp b, + 26(1 — p= ) — gt (0 M wn,) .

Rendezve,
V(t) = 2wy, + (2= wp)t — (207" — g~ hwp, ) 2
Innen mar az 1. segédtétel valoban megadja a tarsadalmilag optimalis addkulcsot.
O
b) és ¢) Egyszerii behelyettesitéssel. O

Megjegyezziik, hogy a bonyolult modell optimuma nulla minimélis jévedelem
mellett az egyszerti, bevételmaximalizdlé modell optimumat adja.

2. feladat. a) Igazoljuk, hogy a Rawls-féle optimdlis adékules kisebb, mint
az adomaximalizdlé kulcs.

b) Igazoljuk, hogy minél nagyobb a minimélis jovedelem, anndl kisebb a tar-
sadalmilag optimalis Rawls-féle addkulcs.

Ezen a ponton szampéldan szemléltetjiik a bonyolultabb modellt.

3. példa. A (10) értelmében w,, = 0,5 mellett t* = 0,5 u = 1,5 adémorélt ad.
A (12) és (13) képlet alapjan ekkor rendre e* =0,5/1,5=1/3, v* =0,5/1,5%-
1,5 =1/3.

Ha mar ennyit szamoltunk, érdemes tovabb gondolkodni. Mindenekel6tt bemu-
tatom a legegyszerilibb, kéttipusos népességet, ahol a w,, < 1 jovedelmiiek mellett
vannak wp; > 1 jovedelmiiek is. A két tipus népességbeli silya rendre f,, > 0 és
f M > 07

Végiil még egy feladatot tizok ki.

3. feladat. a) Ha a tdrsadalmi joléti fiiggvényt nem Rawls szerint, hanem
a kozonséges stulyozott szamtani atlag szerint szdamoljuk:

(14) W) = fuU|wnm, e ()] + farU[war, € ()],

akkor a tarsadalmilag optimalis adékulcs 0, s nincs jovedelem-eltitkolds: e* = 0.

b) Hogyan kellene médositani a hasznossdgfiiggvényt, hogy ebben az esetben
is pozitiv legyen a tarsadalmilag optimélis adékulcs?

Feladatmegoldasok

1. feladat. (3')-b6l és w,, < 1 < wp-b6l kévetkezik.
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2. feladat. a) w,, = 0 esetén (10) (5)-re egyszeriisodik.
b) Egyszerii atalakitdssal

1

t"=1-
2 —wpy,

)

amely a minimalis bérnek nyilvdnvaléan csokkend fiiggvénye.

3. feladat. a) Egyszer(i szdmoldssal (14) szerint

W (1) = 2(fmm + Farear) — p(Fmwinl e, + frrwited).

Az tujraelosztas miatt f.cm + farenr = fmwm + farwys = 1, és emiatt barmilyen

t > 0 esetén W(t) < W(0).

b) Ha U(c,e) az 1. véltozéban is szigorian konkdv fliggvény lenne, példaul

Ul(c,e) = logc — pe?, akkor a médositasban is t* > 0 allna.

Simonovits Andras

I. rész

1. Egy katonai laktanyaban az dbrdn lathaté 6érbodéban 6r-
kodnek a katondk. A 3,5 m magas épitmény egy négyzetes ha-
sabbdl és egy hozza kapcsolddd szabdlyos négyoldali gulabdl All.
Bejarata téglalap alaku, annak fels6, rovidebb oldalara illesztett
félkorrel. A négyzetes oszlop alapéle 1,3 m, magassaga 2,5 m, mig
a bejarat téglalap alaku része 0,8 m széles és 1,8 m magas.

a) Mennyibe keriil az 8rbédé kiilsé lefestése, ha 1 m? felii-
let lefestéséhez 1,5 dl festék sziikséges, melynek literje 3200 Ft?
(Az 6rbddé tetejét is festjiik, ajtajit azonban nem.) (6 pont)

7 Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

/AN

A laktanydban a hétvégi (pénteki, szombati és vasdrnapi) éjszakai érség kiala-

kitdsakor a parancsnok az aldbbi szempontokat veszi figyelembe:

e Minden katona legaldabb egy éjszaka 6rkodjon, de ne legyen olyan katona, aki

mindharom éjszaka 6rségben van.

o A teljes létszamnak a fele teljesitsen pontosan két éjszaka Orszolgalatot.

o Az Grség létszama az els6 éjszaka 16 6, a masodik éjszaka 22 {6, mig a harmadik

éjszaka 10 f6.

b) Hény katona vett részt az éjszakai Srségben?

(5 pont)
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