x(x — 2) > —12. Vagyis az elsé egyenlStlenség z(x — 2) < 0, azaz x € (0;2) esetén
teljestil.

A vizsgdlt fliggvény pozitiv értékeket az eldbbi intervallumon kiviil, vagyis
x ¢ (0,2) esetén vesz fel, itt teljesiilni kell az x(z —2) < 8 egyenlStlenségnek.
Az 22 — 22 — 8 = 0 egyenlet gyokei

2—\/4—1—4-8__2 & 2—1—\/4—1—4-8_4
2 o 2 o

tehdt ha x ¢ (0,2), akkor az z(x — 2) < 8 egyenlStlenség megolddsa x € [—2;0] U
U[2;4].
Végiil az eredeti egyenlétlenség megoldédsa = € [—2;4].
Werner Andrds (Budapest, Piarista Gimn., 10. évf.)
Megjegyzés. Sokan oldottdk meg a honlapunkon is ldthaté médon a feladatot: az

egyenlGtlenséget
(z—1D*"+2z—-1>-99<0

alakra hozva, majd bevezetve az y = (x — 1)* valtozét.

205 dolgozat érkezett. 5 pontos 112, 4 pontos 33, 3 pontos 17, 2 pontos 9, 1 pontos 19,
0 pontos 10 dolgozat. Nem versenyszert 5 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4891. Az Sy, S3, S3 korok pdronként kivilrdl érintik egymdst. Legyenek A,
B és C rendre az Sy és Sy, Sy és S3, So és Sz kirok kozos pontjai. Az AB egyenes
ismételten elmetszi az So €s Ss koroket a D, illetve az E pontokban. A DC' egyenes
ujabb metszéspontja az Ss korrel legyen az F' pont. Bizonyitsuk be, hogy a DEF
hdromszdg derékszogii.

(5 pont) (Kvant)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

Az 010203 haromszog oldalait az A, B, C pontok tgy osztjdk fel, mint
a hdromszog beirt korének érintési pontjai, hiszen O1A = O1B =11, O A = O5C =
=19 és O3B = O3C = r3. Ezért az ABC haromszog koriilirt kore éppen az 010203
haromszog beirt kore.

Legyen ADC< = a. Ekkor a keriileti és kozépponti szogek tétele miatt az AC
ivhez tartozé kozépponti szog: AO,C'<t = 2a. Mivel K a beirt kor kézéppontja,
05 A és O,C pedig érintok, azért OoC K< = 90° és O AK < = 90°, mert az érin-
t6k merdlegesek a sugarakra. Ebbdl adddik, hogy az AO,C K négyszogben, ami egy
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derékszogii deltoid, CK A< = v = 180° — 2. Ez a szog kozépponti szog az ABC hé-
romszog koriilirt korében, ezért az AC ivhez tartozé keriileti szog:
180° — 2«

ABC<I:5=f=90°—a.

A BCD héromszogben BCD<t = 180° — a — (90° — a) = 90°.
A BCFE hurnégyszogben BCF< = 180° — BCD< = 90°, ezért a vele szem-

ben 1évé BEF< is 90°, vagyis a DEF haromszog derékszogii. Ezt kellett bizonyi-
tani.

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., Szakgimn. és Ovoda, 11. évf.) és

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

114 dolgozat érkezett. 5 pontos 91, 4 pontos 7, 3 pontos 2, 2 pontos 8, 1 pontos
6 dolgozat.

B. 4901. Térpfalvdn jdrvdny dtotte fel a fejét azt kovetden, hogy csuf korsdg
fertozott meg néhdny torpot. Szerencsére a betegségbdl minden torp egy nap alatt
megqyogyul, €s ezutdn egy mapig immunissd vdlik, dm sajnos ezt kovetden jra
fertézédhet. Az dllapot megualtozdasa mindig €jszaka, alvdas kézben kovetkezik be.
Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjik fel azt a megrigzitt szokdsukat,
hogy minden egyes nap minden bardtjukat megldtogatjik. Mdrpedig ha egy beteg torp
egy nem immunis, egészséges torppel taldlkozik, az utobbi bizonyosan megfertézddik.
Mutassuk meg, hogy ha Toérpfalvin 100 torp él, akkor a jdrvanynak a kitorését
koveté 101. napon mdr biztosan vége van.

(6 pont) BME VIK folklor

Megoldas. Jelolje By azoknak a torpoknek a halmazat, akik a legels6 napon
(a jarvdny kitorésekor) betegek. Legyen tovdbba By azoknak a halmaza, akiket
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a Bj-beli torpok (az 1. napon) megfertéznek; nyilvan a By és a By halmazok disz-
junktak. Jelolje ezutdn Bs azon torpok halmazat, akik a 3. napra megbetegednek;
ez csak gy torténhet, hogy a 2. napon megfertézédtek Bo-beli bardtaikt6l (hiszen
akkor csak azok voltak betegek). Ertelemszertien a Bs és a By halmazok diszjunk-
tak; megmutatjuk, hogy rdadasul Bs a Bi-t0l is diszjunkt. Ez abbdl kovetkezik,
hogy a 2. napon minden Bj-beli torp immunis volt, igy akkor nem fertézédhetett
meg — tehat nem tartozhat Bs-ba.

Hasonléan definidljuk a By, Bs, ... halmazokat: minden j-re legyen B; azok-
nak a torpoknek a halmaza, akik a j-edik napon betegek. Nyilvdn a Bj-beliek
a Bj;_1-hez tartozé barataiktdl kaptdk a fertézést a (j — 1)-edik napon. Megmutat-
juk, hogy a By, Bo, B3, By, . .., B; halmazok paronként diszjunktak. A j = 1,2, 3 ér-
tékekre ez vilagos; tegyiik fel, hogy igaz minden j < n-re. Vizsgaljuk ezutan B,, sta-
tuszat. A Bp-nek és a B, _;-nek nincs kozos eleme, hiszen az (n — 1)-edik napon
beteg B,,—1-beli térpok az n-edik napon éppen egészségesek (s6t, immunisak), ezért
egyikiikk sem tartozhat Bj,-be. Mivel az (n — 1)-edik napon B,,_s elemei immuni-
sak, azért egyikiik sem betegedik meg aznap, vagyis az n-edik napon valamennyien
egészségesek; tehat B, és B,_o is diszjunktak.

A B,-nek a By, By, ..., B,_3 halmazokhoz valé viszony&t tisztdzandé tegyiik
fel indirekten, hogy valamelyikiikh6z nem diszjunkt; legyen 1 < k < n — 3 olyan ér-
ték, amelyre B,,-nek és Bj-nak létezik egy kozos T eleme. Jelolje S az egyik olyan
elemét B,,_1-nek, akitél az (n — 1)-edik napon T megfert6z6dott. Az indukcids fel-
tevés szerint S sem Bp-nak, sem pedig Bj_1-nek nem eleme, azaz a k-adik napon
nem beteg és nem is immunis. fgy azonban S-et a k-adik napon megfert6zi beteg
baratja T, ezért a (k 4+ 1)-edik napon S beteg lesz, vagyis S € By11. Ebb6l kovet-
kezik, hogy B, _1 és Bp+1 nem diszjunktak, ami k +1 < n —1 < n és az indukcids
feltevés szerint lehetetlen. Ezzel allitdsunk n-re is teljesiil, tehat j minden értékére
igaz.

Ha E-vel jeloljiikk azoknak a torpoknek a halmazat, akik sosem kapjak el
a betegséget, akkor az E, By, By, ... — paronként diszjunkt — halmazok egyesitése
a 100 lakosbdl 4116 teljes Torpfalva. Ha a By, Ba, . .. B1gg halmazok egyike sem iires,
akkor Big; mar sziikségképpen az; ha pedig valamelyikiik iires, akkor az utana
kovetkez6 tobbi is. A 101-edik napon tehdt semmiképpen nincs beteg, a jarvany
véget ér.

139 dolgozat érkezett. 6 pontos 61, 5 pontos 21, 4 pontos 17, 3 pontos 17, 2 pontos 13,
1 pontos 8, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4902. Adott a sikon négy kilonbézé hosszisagu, egymdssal pdrhuzamos
szakasz, A1By, AsBs, A3Bs és AyBy. Tetszéleges 1 < i< j <4 esetén legyen
M;; az A;Bj és A;B; egyenesek metszéspontja. Mutassuk meg, hogy az MisMsy,
MisMsy és MiyMoss egyenesek eqy ponton mennek dt vagy pdrhuzamosak.

(6 pont)

Megoldas. A feladatot az (idedlis egyenessel kibOvitett) projektiv sikon,
a Desargues-tétel tobbszori alkalmazdsaval fogjuk igazolni. Ehhez néhdny defini-
ciét, és magat Desargues tételét mondjuk ki el6szor.
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1. definicié. Az ABC és A'B’'C’ haromszogek egy e egyenesre nézve (ten-
gelyesen) perspektivek, ha az AB és A'B’, az AC és A'C’, illetve a BC és B'C’
egyenesparok P, @), R metszéspontjai mind rajta vannak az e egyenesen.

Megjegyzés. Az idedlis egyenessel kibdvitett projektiv sikon két haromszoget akkor is
tengelyesen perspektivnek tartunk a definicié alapjan, ha megfelel oldalparjaik parhuza-
mosak (ekkor azok metszéspontjai mind rajta vannak az idedlis egyenesen).

2. definicié. Az ABC és A’B'C’ hiromszogek egy S pontra nézve (centrdli-
san) perspektivek, ha az AA', a BB’, és a CC’ egyenesek mind dtmennek az S pon-
ton.

Desargues tétele. Ha az ABC és az A'B’C’ hdromszigek pontra nézve
perspektivek, akkor egyenesre nézve is azok, és forditva is igaz: ha a haromszogek
egyenesre nézve perspektivek, akkor pontra nézve is azok.

Ezutan térjiink ra a feladat bizonyitasara.

Tetszéleges 1 < i # j < 4 esetén jelolje Pj; az A;A; és B; B egyenesek metszés-
pontjat (mivel a megadott szakaszok kiilonb6z6 hosszisaguak, ezért a P;; pontok
nem idedlis pontok). Legyen tovabbd az egymaéssal padrhuzamos Ay By, A2 By, A3 Bs,
Ay By egyenesek kozos (idedlis) pontja Do.

Tekintstik az A;B;A; és a B;A;By
(ahol 4, j, k tetszOleges kiilonb6z6 1 <
< 1,7, k < 4 indexek) hdromszogeket. Mivel
a két haromszog a D, pontra nézve pers-
pektiv, igy Desargues tétele alapjan tenge- Ai Bi
lyesen is perspektiv, azaz az A;B;, A;B;,
az AAJ'BIC7 AkBj, illetve az A;Ar, B;Byg A;

egyenesparok M;;, Mj; P;, metszéspont-
jai egy egyenesre esnek (lasd az dbrdt). M
Az i, §, k indexek megfelel$ valaszté- A, By

saval adédik a kovetkezé hat darab pont- \

harmasra, hogy az adott pontharmasok

mind egy egyenesre esnek: (1) Mi3, Mag, Pi2; (2) M1z, Mas, Pi3; (3) Mia, Mig, Pa3;
(4) M14, M24, P12; (5) ]\4'147 M34, 13137 illetve (6) M24, M34, P23 mind (kulon—kulon)
egy egyenesre esik.

Tovabbé mivel az A1 Ay Az és By By B3 haromszogek a Do, pontra nézve pers-
pektivek, Desargues tétele alapjan tengelyesen is perspektivek, azaz az A1 Ay, B1Bo,
az A1 A3, B1 B3, illetve az As Az, Bo B egyenesparok Pio, Pi3, Po3 metszéspontjai is
(akdr az imént) egy egyenesre esnek.

Utoljara tekintsiik az Mo My3Mag és Msy Moy My haromszogeket.

A fentiek szerint

(1 +4 :>) MisMos N My Moy = P12, illetve

(245 =) MyoMos N M1yMzs = P13 és (346 =) MyoMi3 N MayMsy = Pog,
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azaz a két haromszog a Pjo P13 Pa3 egyenesre perspektiv, de akkor Desargues tétele
alapjan az Myo M3 Moz és M3y Moy M4 haromszogek pontra nézve is perspektivek,
azaz az MioMsy, Mi3Moy és My4Mos egyenesek valéban egy ponton mennek &t.

Megjegyzés (diszkusszid). Eléfordulhat az A;, B; pontok megfelel6 vélasztdsa esetén,
hogy az az S pont, amire nézve az Mi2Mi3 Moz és Mszs M4 Mi4 hiromszogek perspektivek
az idedlis egyenes egy pontja. Ekkor — mivel projektiv sikon dolgoztunk — természetesen
az MiaMsy, Mi1sMay és Mi4Mas egyenesek parhuzamosak lesznek.

Débréntei Ddvid Bence (Pépa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12. évf.) és

Molndr-Sdska Zoltdn (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyzd, 5 pontos 1. 4 pontos
tovabbi 1 tanulé dolgozata.

B. 4903. Hatarozzuk meg azokat az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokat, ame-
lyekre teljesiil, hogy abed — 1| a+ b+ ¢+ d.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

Megoldas. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a < b<c<d. A szdm-
négyesben szerepl6 1-esek szama szerint 6t eset lehetséges.
1. eset: a, b, ¢ és d koziill mind a négy egyenl6 1-gyel.

Ekkor abcd — 1 =0, tehat a + b+ ¢+ d = 0 kellene, hogy legyen, de ez nem
teljesiil.

2. eset: a, b, c és d koziil hdrom egyenld 1-gyel. Ekkor a megoldés elején tett
feltevésiink miatt a = b = ¢ = 1. Ezt behelyettesitve ezt kapjuk: d — 1 | d + 3. Ekkor
d—1|d+3—(d—1)=4is fennsll.

Mivel d pozitiv egész, ezért a kivetkez6 lehetdségek vannak: d — 1 =1, azaz
d =2, és ez megoldas is; d — 1 = 2, azaz d = 3, ez is megoldas; végiill d — 1 = 4, azaz
d =5, ami szintén megoldds. Mivel a 4-nek csak ez a harom pozitiv egész osztoja
van, ezért itt nem lesz tobb megoldés.

Ezenttl haszndlni fogjuk a kovetkezd két osszefiiggést: ha abed — 1| a+ b+
+ c+d, akkor abed — 1 < a+ b+ c+d (ez pozitiv egészek esetén teljesiil); illetve
a+b+c+d<4d.

3. eset: a, b, ¢ és d koziil kettd egyenld 1-gyel: a = b= 1. Ekkor cd—1 | c+d+2.
Ezt az esetet tovabb bontjuk c értéke szerint.

Ha ¢ = 2, akkor felirhatjuk ezt az Gsszefiiggést:

2d —1<d+4,
d<5.

Itt a d =2,3,4,5 eseteket megvizsgalva azt kapjuk, hogy a d =2 és a d =5 ad
megoldast.
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Ha ¢ = 3, akkor ezt irhatjuk fel:
3d—1<d+5,
d<3.

Mivel ¢ < d, ezért itt csak a d = 3 eset lehetséges, ami megoldast is ad.

Ha pedig ¢ > 3, akkor ezt irhatjuk fel:

4dd—1<cd—1<c+d+2<2d+2, amibol
2d < 3.

Mivel d > 3, ezért ez nem lehetséges.

Tehat itt megtalaltuk az 6sszes megoldast.

4. eset: a, b, ¢ és d koziil egy egyenld 1-gyel: a = 1. Ekkor bed — 1 | b+ c+d+ 1.
Mivel 2 < b < ¢ < d, felithatjuk a kovetkez6 Osszefiiggést:

2.2.d—1=4d—1<bed—1<a+b+c+d=b+c+d+1<3d+1, amibél
4d — 1< 3d+1,
d<2.

N

N

Mivel d > 1, ezért itt csak a d = 2 eset lehetséges, ami ad is egy megoldast b = ¢ = 2
esetén.

5. eset: a, b, ¢ és d koziil egyik sem 1. Mivel 2 < a < b < ¢ < d, ezért felirhat6
az alabbi Osszefliggés:
2:2:2-d—1=8d—1<abcd—1<a+b+c+d<4d, amibdl
8d — 1< 4d,
4d < 1.

Ennek pedig 2 < d esetén nem lesz megoldéasa, tehat itt nincs megoldas.
Osszefoglalva, a kovetkezé megoldasokat kaptuk: a =1, b=1, c=1, d = 2;

a=1,b=1,c=1,d=3;a=1,b=1,c=1,d=5a=1,b=1,¢c=2,d=2;

a=1,b=1,c=2,d=5a=1,b=1,c=3,d=3;a=1,b=2,c=2,d=2.

Kdléczi Kristéf (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Egy masik, tobbek altal hasznélt gondolatmenet: feltessziik, hogy
a <b<c<d,amibbl abed—1 < a+b+c+d < 4d. Ebbdl abed < 4d+1 < 5d, azaz abc < 5
adddik. Innen (szintén esetszétvalasztdssal) megkaphatéak a megolddsok.

2. Tobb bekiildénél eléfordult a kdvetkezé hiba: az oszthatésdg definicidja alapjan
felirtdk, hogy (abed — 1)k = a+ b+ c+d, amibdl abedk = a+b+ c+ d+ k, tovdbba a szim-
metria miatt feltették, hogy k > d > ¢ > b > a, amibél az abedk < 5k Gsszefiiggést kaptdk.
Végiil k-val osztva az abed < 5 egyenlStlenséghez jutottak. Ezt vizsgdlva azonban nem
az Osszes megolddst kapjuk meg. A hiba ott van a gondolatmenetben, hogy k > d nem
feltétleniil teljesiil.

3. Honlapunkon egy harmadik megoldés olvashaté.

139 dolgozat érkezett. 4 pontos 81, 3 pontos 29, 2 pontos 15, 1 pontos 10, 0 pontos
4 dolgozat.
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