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Racsok és csoportok 2.

Egy olimpiai versenyfeladat tirigyén

4. Vandermonde-matrixok

Most ratériink az olimpiai feladatban szerepld racs vizsgédlatara. Rogzitsiink
(a;,b;) egész szampdarokat (1 <14 < k), ahol a; és b; relativ primek. Adott n > 0
esetén legyen M, az az egész elemii, k sorbdl és n + 1 oszlopbdl all6 matrix,
amelyben az i-edik sor j-edik eleme a7 710/ ~! és A,, az M,, oszlopai altal generalt
csoport.

4.1. Az M, determindnsosztéinak meghatarozasa. Folhasznaljuk az
egész egyiitthatds tobbvaltozés polinomok szédmelméletét. Az aldbbiak a [3] konyv
masodik és harmadik fejezetébol megérthetok, kiilonos tekintettel a 3.4. szakaszra.

4.1. tétel. A Zxy,...,x,] polinomjai kozétt igaz a szdmelmélet alaptétele,
azaz minden nulldtol és eqységtdl killonbozé polinom sorrendtdl és eqységszerestol
eltekintve egyértelmiien bonthatd irreducibilisek szorzatdara. A prim és irreducibilis
polinomok ugyanazok, és csak +1 egység. A Z-beli primszdmok primek Z[x1,. . ., x,)-
ben 1s.

Egy polinom akkor primitiv, ha egyiitthatéinak kozos osztdja csak egység lehet.
Egy els6foki polinom nem feltétleniil irreducibilis, példdul Z[x]-ben 22 nem az,
hiszen a 2-x félbontasban egyik tényezé sem egység. Ha azonban primitiv is,
akkor mar irreducibilis lesz, és egyben primtulajdonsidgi. Ez akkor is igaz, ha
az egyiitthatéi nem egész szamok, hanem egész egyiitthatds, akar tobbvaltozds
polinomok.

4.2. k6évetkezmény. A Zlxi,...,xy]-beli x;x2; — xpxe polinom irreducibilis
abban az esetben, ha i,j,k,{ pdronként kilonbozd. Két ilyen polinom kiilonbézd
négyelemd indexhalmazok esetében biztosan nem egymas egységszerese.

4.3. lemma. Legyen a k x k-as K mdtrizban az i-edik sor j-edik eleme
xf_]yf-_l. Ekkor det(K) = [ (ziyj — vizy).
1<i<j<k

Bizonyitas. Képzeljiikk elészor azt, hogy x; és y; valtozok, igy a deter-
mindns elemei Z[z1,...,2Zk,y1,...,yx]-beli polinomok. Emeljiink ki a determi-
nans i-edik sorabol xffl—et mindegyik i-re (ez megtehetd, mert x; # 0). Az ered-
mény egy Vandermonde-determindns lesz az y;/x; generdtorokkal, melynek értéke

IT ((w;/z;) — (yi/x;)). A nevezdkkel szorozva az allitast kapjuk.
1<i<j<k

fgy azonossagot kaptunk. Ha az x; és y; helyébe barmilyen szadmokat (s6t
polinomokat, akédr mod p maradékosztélyokat) helyettesitiink, az egyenldség e he-
lyettesités utan is érvényben fog maradni. (Még akkor is, ha valamelyik z; helyébe
nullgt frunk.) O
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4.4. allitas. Han+ 1 > k, akkor az M,, mdtriz k-adik determindnsosztdja

A= H (aibj — bia]‘) = det(Mk_l),

1<i<j<k
az n értékétdl figgetlenil. (Ha k = 1, akkor A = 1, mint dires szorzat).

Bizonyitas. Legyen Ay az M, matrix k-adik determinansosztéja. Azt fogjuk
megmutatni, hogy a A és Ag szamok egymas osztoi.

A Ay | A bizonyitdsdhoz legyenek x; és y; valtozok (1 < i < n—k+1). Egészit-
stik ki az M,, matrixot gy, hogy az utolsé k sora maradjon az, ami eredetileg volt,
az els6 n — k + 1 sordban pedig az i-edik sor j-edik eleme legyen 7' 7'/~ A ka-
pott négyzetes matrix determindnsat a 4.3. lemma segitségével szamithatjuk ki.
Az igy adédo szorzatot bontsuk harom részre: Py P> P3, ahol

(1) Py = I @iy — vz

1<i<j<n—k+1

(2) szH(wibj—yiaj), ahol 1<i<n—k+1 é 1<j<k
(3> P3 = H (aibj — biaj) = A.
1<i<j<k

A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt a determindns P PoPs értéke folirhato
az M, matrix k x k-as aldetermindnsainak olyan linearis kombinaciéjaként, amely-
nek egyiitthatéi R = Z[z1,. .., Tn—k+1,Y1,- - - s Yn—k+1)-bOl valék. Ezért R-ben a Ay
szam osztéja a Py P, Py = Py P, A szorzatnak.

Tegyiik fol indirekt, hogy van olyan p primszam, melynek Ag-beli kitevdje
nagyobb, mint a A-beli kitevéje. Mivel R-ben igaz a szamelmélet alaptétele, és
p ebben is primszam (4.1. tétel), ezért p | Py P>. Tehéat vagy p | z;y; — yiz;, vagy
p | ;b; — y;a; alkalmas i, j-re. Ez azonban lehetetlen, mert a; és b; relativ primek,
és {gy mindkét polinom primitiv. Tehat tényleg Ay | A.

A forditott oszthatdsdghoz azt kell igazolnunk, hogy A osztéja det(K)-nak,
ha K az M, egy tetszbleges k x k-as részmatrixa. Vegyilink fol u;, v; valtozokat
(1<i<k), és irjuk fol az M, mdtrixot, valamint a A és det(K) szdmokat is
a; helyett u;-vel és b; helyett v;-vel (azaz képzeljiink az a; és b; szdmok helyébe
valtozokat). Nyilvan elegendd az oszthatdsagot ebben az esetben igazolni.

Rogzitett ¢ < j mellett legyen d = u;v; — viu;, és frjuk fol det(K) Laplace-
kifejtését (2.1. tétel) arra az esetre, amikor a soroknak a kételemti {7, j} indexhal-
mazat vessziik. Azt kapjuk, hogy det(K) el6all az i-edik és j-edik sorbdl képzett
kétszer kettes aldeterminansok linearis kombinacidjaként. Ezek a kétszer kettes al-
determindnsok mind oszthatdk d-vel: ha a két oszlopindex s < ¢, akkor

n—s+1, s—1 n—t+1, t—1 t—s t—s
Uy Ui U; vy _os=1, n—t+1, s—1, n—t+1 |%i Ui
n—s+1 s—1 n—t+1 t—1 7vi ui ,Uj uj t—s t—s|’
'LLj 'Uj U’j v, U’j ’Uj
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bs az a—b|a'™" —b'™% szabaly miatt wv; —viug | (wiv;) " = (viuy)' 0. Ty
d | det(K).

Belattuk tehat, hogy det(K) oszthaté az u;v; — v;u; mindegyikével. Ezek a po-
linomok azonban paronként relativ primek a 4.2. kovetkezmény miatt. A szdmel-
mélet alaptétele miatt e polinomok szorzata, ami A, szintén osztdja det( K )-nak.

O
4.5. feladat. Szamitsuk ki M, dsszes determindnsosztdjdt.

Utmutatés. Az a; és a b; relativ primek, ezért A; =1. Ha 2<r <
< min(k,n + 1), akkor vegyiik {1,...,k} egy r elemil S részhalmazat, és &lljon
az M matrix az M, ennek megfelel6 soraibdl. A 4.4. lemma miatt az M matrix
r X r-es aldeterminansainak legnagyobb kozos osztdja azon a;b; — b;a; szdmok Ag
szorzata, amelyekre i,j € S és i < j. Az Osszes r X r-es aldetermindns legnagyobb
kozos osztdja tehat ezeknek a Ag szamoknak a legnagyobb kozos osztdja. fgy A,
sem fiigg az n véalasztdsatodl. O

4.2. Redukcié primhatvany modulusra. Egy vektort hivjunk s-sel osztha-
ténak, ha mindegyik komponense oszthato s-sel. Az s-sel oszthaté vektorok halma-
zét jelolje sZ*. Azt mondjuk, hogy egy A csoport tartalmazza a v vektort mod s,
ha v folirhaté egy s-sel oszthaté és egy A-beli vektor osszegeként, azaz v € sZF + A.

4.6. lemma. Legyen A C ZF egy csoport, v € ZF és s, t relativ prim egészek.
Ha A tartalmazza v-t mod s és mod t, akkor tartalmazza mod st is.

Bizonyitas. Legyen v = su+ g = tw + h, ahol g,h € A és u,w € Z*. Mivel
(s,t) =1, vanolyan e, f € Z, hogy se+tf = 1. Ekkor v = sev +tfv = se(tw+ h) +
+tf(su+g) = st(ew + fu) + (seh +tfg) € stZF + A. O

Ha A indexe ZF-ban A, akkor a 3.5. feladat szerint minden A-val oszthaté
vektor eleme A-nak. Ha tehat be akarjuk latni, hogy v € A, akkor elegend6 meg-
mutatni, hogy a A index minden ¢ primhatvéany-osztdja esetén v benne van A-ban
mod gq.

4.3. Az olimpiai feladat megoldasa. Ha d;; = a;b; — b;a; = 0 valamilyen
i # j esetén, akkor, mivel a; és b;, valamint a; és b; relativ primek, csak az le-
hetséges, hogy (a;, b;) és (a;,b;) egyenldk vagy ellentettek. Az elsé esetben (a;,b;)
elhagyhatd. A mdasodik esetben szintén, ha az n kitev6t pdrosnak véalasztjuk (erre
majd iigyeliink). Ezért a tovdbbiakban foltessziik, hogy d;; soha nem nulla, és azt
is, hogy n > k — 1. Az M,, altal generdlt A,, ekkor rdcs, hiszen a k-adik determi-
nansoszté a 4.4. allitasban definidlt A szam, ami nem nulla. Az A,, indexe tehat A,
az n-t0l fliiggetleniil.

m

4.7. lemma. Legyen q = p™, ahol p prim és m > 1. Tegyiik fol, hogy az n
szam oszthaté 2¢(q)-val, és nagyobb vagy egyenld, mint 2m és k — 1. Ekkor A,
tartalmazza a konstans 1 vektort mod q.

Bizonyitis. Ha pfa;, akkor az Euler-Fermat-tétel és ¢(q) | (n/2) miatt
"% =1 (q). Ha p | a;, akkor n/2 > m miatt a]’> =0 (¢). Ugyanez igaz a b; szd-

i =

a
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mokra is. Vegyiik M,, els6, kozéps6 és utolsé oszlopat (van kozéps6, mert n péros).
Mindegyikben csak 1 és 0 szerepelhet mod g, és a kozéps6 oszlop a két széls6 szor-
zata mod ¢q. Egy sor két széls6 eleme nem lehet egyszerre nulla, mert a; és b; relativ
primek. Ezért a két szélsé oszlop 6sszegébdl a kozépsoét kivonva konstans 1-et ka-
punk mod q. O

Az el6z8 szakasz eredményeivel kombindlva, ha n elég nagy, és 2¢(q) | n teljesiil
A minden ¢ primhatvény-osztdjara, akkor a konstans 1 vektor A,-ben van.

4.8. feladat. Igazoljuk, hogy A, és A,, vektorait komponensenként Gsszeszo-
rozva Anym-beli vektorokat kapunk, igy az A, rdcsok periodikusan ismétlédnek
(n>k-1).

Utmutatés. Ha a konstans 1 vektor Ap-ben van, akkor A, C A, t,,. Mivel
az indexiik ugyanaz a A szdm, meg is egyeznek. O

4.4. Az A, racs vektorai. Most is foltessziik, hogy di; = a;b; — b;a; #0
(amikor i # j). Ha n >k —1, akkor A, indexe A= T[] d;j, fgy A, a ZF
1<i<j<k
vektorainak A-ad részét tartalmazza (ez pontos értelmet kap, ha egy nagy gomb
vektorait tekintjiik).

4.9. feladat. Mutassuk meg, hogy ha k > 4, akkor A,, # ZF, mert M,,-nek van
két mod 2 egyenld sora. Altaldnositsuk ezt 2 helyett dltaldnos prim modulusra.

Utmutatas. Ha p prim, akkor a t = a; /b; osztds ptb; esetén elvégezhetd
mod p, azaz van olyan t egész, hogy tb; = a; (p). Ha p | b;, akkor pta;, mert a;
és b; relativ primek, ilyenkor legyen ¢ = a;/b; a oo szimbdélum. Ez tehét ¢t-re p + 1
lehet6ség mod p.

Ha a;/b; is t mod p, akkor p | a;b; — bja;. Mivel p | a; és p | b; egyszerre nem
lehetséges, az a;/a; és b; /b; tortek egyike biztosan értelmes mod p, és ha mindkettd
az, akkor ugyanaz az s értékiik mod p, ha pedig valamelyik nem értelmes, akkor
a szamléléja és nevezdje is nulla mod p. Igy mindig sa; = a; (p) és sb; =b; (p).
Ezért az M,, métrix j-edik sora az i-edik sor s"-szerese mod p. Ugyanez tehat A,
vektorainak megfelelé koordintdira is igaz, vagyis ha k > p + 1, akkor A, # Z*.
(A mod p vett M,, métrix rangja a kiilénboz6 mod p vett a;/b; tértek szdma, hiszen
ha r olyan sort vessziink, melyekre a;/b; paronként kiilonboznek mod p, akkor ennek
a részmatrixnak az r-edik determindnsosztéja nem oszthaté p-vel a 4.5. feladat
miatt.) O

Ha i # j, akkor d;; = a;b; — b;a; a legnagyobb modulus, melyre nézve a;/a;
és b;/b; egyenlb. Az az s;; szorzd, melyre s;ja; = a; (dij) és s;;b, =b; (d;;) az
sij = e;a; + fib; képlettel kaphatd, ahol e;a; + f;b; = 1 (van ilyen e;, f;, mert a; és
b; relativ primek). Legyen 1 < i < k esetén s;; = 1.

4.10. feladat. Nyilvin s; = [sj1,...,5;)" € A1 ésd; = [dj1,...,d;]" € A;.

Készitsink egy olyan bdzist A,-ben az s; és d; komponensenkénti szorzdsdval
a 4.8. feladat alapjdin, ahol a vektorok hdromszégmdtrizot alkotnak (n >k —1).
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Utmutatas. Legyen 1 < j < k. A d; vektor j-edik koordindtdja nulla, ezért
a j-edik bézisvektor elkészitéséhez tekintsitk a di,...,d;j_1 (komponensenkénti)
szorzatat. Ennek az els6 j — 1 koordindtdja nulla. Ahhoz, hogy A,-be jussunk,
szorozzunk még s}’ Tl nel. A féatloban all6 elemek szorzata A, mert s;; = 1 és
a féatlo j-edik eleme dy ;- ... -d;j_1 ;. fgy a vektoraink fiiggetlenek, és az altaluk
generalt racs indexe A. De A,, indexe is A, ezért bazist kaptunk. O

Ha az el6z8 feladatban kapott hdromszogmatrix K, akkor v = [eq,.. .,ck}T
pontosan akkor van A,-ben, ha a Klzy,...,2,]" =v linedris egyenletrendszer
(egyértelmi) megoldédsa egész x; szdmokbdl all. Ezt az egyenletrendszert fontrél
lefelé haladva kénnyt megoldani. A K inverzével szorozva [z1, ... ,mn]T =K lve
€ ZF. Ez k oszthat6sagi feltétel, ahol a bal oldalon mindig A 4ll, mert AK ! egész
elemii. Az els§ ezek koziil automatikusan teljesiil, mert K elsé sordnak elsé eleme 1.

4.11. példa. Legyenek a megadott parok (1,1), (1,3) és (1,—1). Ekkor n > 2
esetén az Osszes A, egyenld, dio =2, di3 = —2, do3 = —4, A =16, mindegyik
sij =1, és [c1,c2,c3]” pontosan akkor van A,-ben, ha 16| —8¢; + 8¢y és
16 | —461 + 202 + 2C3.

5. Ortogonalis racsok

Zéarasként belatjuk Peter McMullen egy gyonyori tételét. Mostantdl kicsit na-
gyobb tudést foltételeziink linedris algebrabdl (példdul euklideszi tér, ortogondlis
kiegészité altér). Legyenek vy, ..., v, € R¥ linedrisan fiiggetlen vektorok és V az &l-
taluk generdlt altér. Ebben vy, ..., v, egész egylitthatos linearis kombinaciéi egy
r rangl B récsot alkotnak. Ez tehdt nem az egész R¥-nak racsa, hanem csak a V
altérnek.

5.1. allitas. Jeldlje L a [vy,..., V.| mdtriz r X r-es aldetermindnsainak négy-
zetisszegét (r > 1). Ekkor a B rdces alap-parallelotépjdinak térfogata /L.

Bizonyitas. Foltehetd, hogy r < k. Legyen v,11,..., Vg ortonormélt bazis
a vi,...,v, altal generalt V altér V- ortogonalis kiegészit6 alterében (ezek egy
skockat” feszitenek ki), és M = [vq,...,vg]. Geometriai megfontoldsokbdl kapjuk,
hogy det(M) abszolit értéke a vy,. .., v, altal generélt racs alap-parallelotépjédnak
d térfogata.

Az MT M matrix két diagondlis blokkbdl all, és a tobbi eleme nulla. A mésodik
blokk a (k —r) x (k — r)-es egységmétrix. Az elsd, r x r-es blokkot jelolje N. Ek-
kor d? = det(MT M) = det(N). Alkalmazzuk a Cauchy-Binet-formulat (2.2. tétel)
az MT M szorzatra és az elsé r sorra/oszlopra. Ekkor d? = L adédik. (]

Ha B récs Z*-ban és V altér R¥-ban, akkor V-be B-nek kevés vektora is eshet.
Példdul az y = v2z egyenes nem tartalmaz egész koordindtaji pontot az origén
kiviil. Nevezziik V-t raciondlis altérnek, ha generalhaté raciondlis koordindtaju
vektorokkal. Raciondlis vektorok egy csaladja pontosan akkor fiiggetlen Q folott,
ha R f5l6tt az. Ha a V raciondlis altér r-dimenziés, akkor V N QF ortogonélis
komplementerének dimenziéja QF-ban k —r, és igy az R¥-ban vett ortogonélis
kiegészitd is racionalis altér. Tovabba Z* N'V-ben van r fiiggetlen vektor, hiszen egy
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raciondlis vektort alkalmas nem nulla egésszel megszorozva egész vektort kapunk.
Ezért Z* NV racs V-ben.

5.2. definicié. Egy B csoport v elemének B-beli magassiga a legnagyobb
olyan egész, amivel v eloszthaté tigy, hogy B-ben maradjunk. Ha B = ZF, akkor
ez a v komponenseinek legnagyobb kozos osztoja. Tehat v akkor primitiv, ha
magassaga ZF-ban 1. A B részcsoport tiszta ZF-ban, ha a vektorok magassiga
ugyanaz B-ben, mint ZF-ban. (Ez a 3.9. kovetkezmény (2) pontjéban szerepld
feltétel.)

5.3. lemma. Ha V raciondlis altér RF-ban, akkor V NZF tiszta részrdcsa
ZF-nak.

Bizonyitas. Valéban, ha v € ZF és mv € VNZF, akkor v € V (hiszen V zért
az 1/m szdmmal val6 szorzésra), és igy v € V N ZF. O

5.4. tétel (McMullen, [4]). Legyen V raciondlis altér R¥-ban. Ha Ay = V N ZF
és Ay = VENZF, akkor Ay és Ay alap-parallelotépjdnak térfogata megegyezik.

Bizonyitds. Legyen dim(V) =r és 0 <r <k (az r =0 és r = k esetben {0}
térfogatdt 1-nek tekintve igaz az 4llitds). Vegyiik Aj-nek egy by,..., b, és Ay-nek
egy b,y1,..., by bizisit. Ezek egyiitt bazist alkotnak R¥-ban, hiszen A; L Ay (de
ZF-ban éltaldban nem). Az 5.3. lemma és a 3.9. kévetkezmény miatt a [by, ..., b,]
matrix r-edik determindnsosztéja 1. Az analdg éllitas érvényes Ao esetében is.

Tekintsiik a [by,. .., by] matrix elsé r oszlopa szerinti e1 f1g1 + ... + em fmGm
Laplace-kifejtését, ahol f; az elsé r oszlophoz, g; az utolsé k — r oszlophoz tartozé
aldeterminansok, e; a megfeleld el6jelek, és m = (l:) Legyen w1 = [e1f1,. .-, €mfm]
éswa = [g1,. .., 9m]). Ekkor w; és wo skaldris szorzata a [by, ..., by] matrix d deter-
mindnsa (aminek abszolit értéke a by, ..., by dltal generdlt racs alap-parallelotép-
janak térfogata, azaz indexe).

Jelolje dy és dy az Ay, illetve Ay racsok alap-parallelotépjanak térfogatét.
Az 5.1. 4llitds miatt d? a w; vektor komponenseinek négyzetosszege, hiszen a négy-
zetre emelés utan az eléjelek mar nem szdmitanak, és ugyanez all do-re és wo-re is.
Mivel e két rdcs ortogonélis, dyds = |d|. Ez azt jelenti, hogy a wy és wy vektorokra
folirt Cauchy-egyenlGtlenségben egyenléség all. Ezért wy és wo egymas skalarszoro-
sai. Fz a skalar sziikségképpen raciondlis szam, azaz alkalmas m; és mo nem nulla

egészekre miwy = mows. De a [by,...,b,] matrix r-edik determindnsosztéja 1,
ezért wy (és hasonléan wo is) primitiv vektorok. Tehat wq = twa, és igy di = ds.
O

6. Appendix: Vetitések és alkalmazasaik

Az alabbi feladatokban a maétrixok normélalakja helyett geometriai médsze-
rekkel igazolunk korabbi allitasokat. Sz6 lesz egy szamelméleti alkalmazdsrol is. Fé
eszkoziink a vetités. Ha az ey és es egyenesek az origéban metszik egymast, akkor
az e1-re vald eg irdnyu vetités az a leképezés, amely a sik minden P pontjdhoz az e;
egyenes azon () pontjat rendeli, melyre P@) parhuzamos ex-vel.
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Ha U és W alterek, és RF minden eleme egyértelmfien folirhaté egy U-beli
és egy W-beli vektor Gsszegeként, akkor azt mondjuk, hogy R* a V és W alterek
direkt dsszege, jele RF = U @ V. Az egyértelmiiség feltétele, hogy U NW csak a null-
vektorbdl dlljon. A bazisok nyelvén ez azt jelenti, hogy van olyan by, ..., b, bazis
U-ban, és b, 1,..., by bazis W-ben, hogy ezek egyiitt bazist alkotnak R*-ban. Ha-
sonléan értelmezziik azt is, amikor Z* az A és B csoportok direkt Osszege, azaz
ZF=A® B.

Ha v=u+w, ahol ue U és we W, akkor az a leképezés, amely v-hez
u-t rendeli, az RF-nak az U-ra val6 vetitése a W irdnyban. Ha v = \by +... +
+ Agbg, akkor u = A\1by + ... + A\ b,, vagyis a vetités ,kinulldzza” az utolsé k — r
koordinétat.

6.1. feladat. Legyen R* = U @ W, ahol U egy R folitt r-dimenzids raciondlis
altér. Igazoljuk, hogy W pontosan akkor raciondlis altér, ha QF-nak az U-ra vett
W irdnyu vetiletében nincs r-nél tébb Q folott figgetlen vektor.

Utmutatas. Legyen by, ..., b, raciondlis bazis U-ban és b,1,...,bs; maxi-
malis szamu, R f6lott fiiggetlen raciondlis vektor W-ben. Ha s < k, akkor van olyan
v € QF, ami R folott fiiggetlen by, ..., b,-t6l. Ekkor v vetiilete fiiggetlen Q folott
by,...,b,-tdl O

6.2. feladat. Igazoljuk, hogy ha vi,...,vir1 € R* figgetlen Q folott akkor
az dltaluk generdlt csoport nem diszkrét, ezért nem is rdcs.

Utmutatds. Foltehet (k szerinti indukciéval), hogy vi,..., vy fiiggetlen R
folott, legyen B az altaluk generdlt racs és P az altaluk kifeszitett parallelotép.
Tekintsiik az nvi,q vektorokat (n egész), és mindegyiket toljuk vissza P-be a B
megfelelé elemével. A kapott pontok mind kiilonboz6k vy, ..., viy1 € R¥ fiigget-
lensége miatt. O

6.3. feladat. Igazoljuk, hogy minden irraciondlis szam egész tobbszordseinek
tortrészei stirlin helyezkednek el [0,1]-ben (azaz minden rész-intervallumban van
tortrész).

Utmutatés. Az elézé feladat vi = 1 és vo = o esetén azt adja, hogy [0,1]-
ben végtelen sok ilyen tortrész van. Ezért minden € > O-ra lesz kettd e-nél kozelebb
egymdshoz. A megfelel$ egész szorzokat kivonva olyan tortrészt kapunk, ami a nul-
ldhoz van e-nal kozelebb. Minden € hosszu intervallumba beleesik ennek valamelyik
tobbese. O

Sokkal er6sebb allitas is igazolhaté Minkowski rdcsokrdl szold tétele segitsé-
gével: ha « irraciondlis, akkor van végtelen sok olyan r/s tort, melyek barmelyike
a-tél kevesebb, mint 1/(2s?)-tel tér el (ldsd [2], 8.2. szakasz). Kronecker approxi-
maciés tétele arra ad feltételt, hogy vii1 egész tobbesei P-ben alkossanak siirii
halmazt.

6.4. feladat. Tegyiik fol, hogy U raciondlis altér és C a ZF-nak az U-ra vett
W irdnyd vetilete. Mutassuk meg, hogy C pontosan akkor rdacs U-ban, ha W is
raciondlis altér.
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Utmutatds. Ha W racionalis altér, by,...,b, raciondlis bazis U-ban és
b,41,...,by racionélis bazis W-ben, akkor irjuk fol ezekkel Z* egy bézisat. Ha
az egyiitthatok kozos nevezéje N, akkor minden v € ZF vektor U-ra esé vetiile-
tének N-szerese benne van a bq,...,b, generalta csoportban. fgy C diszkrét, és
nyilvan R folott generalja az U alteret. Megforditas: 6.1. és 6.2. O

6.5. feladat. Mutassuk meg a normdlalak haszndlata nélkil, hogy a 3.9. ko-
vetkezményben (2)-b6l kovetkezik (1).

Utmutatss. A (2) szerint valamely fiiggetlen by, . .., b, € Z* altal generalt B
csoport tiszta ZF-ban. Legyen by, ..., by racionélis bazisa QF-nak, W a by,...,b,
altal generalt valds altér, és U a b,y1,. .., by dltal generdlt valds altér. A 6.4. feladat
miatt Z*-nak az U-ra vett W irdnyt C vetiilete rdcs U-ban, legyenek ¢, o1, ..., €
€ Z* olyan vektorok, melyek vetiilete bazis C-ben. Ekkor minden v € Z* esetén
vannak olyan z; egészek, hogy vo = v — z,41Cpq1 — ... — zxc € W. Tehdt v folir-
haté by, ..., b, raciondlis egyiitthatds linearis kombinacidjaként, és ezért alkalmas
m # 0 egészre mvy € B. Mivel B tiszta, vo € B és ezért by,...,b,,cry1,...,Ck
bézis Z*-ban. O

6.6. feladat. Legyen B C Z* rdcs, di,...,dy, bdzis ZF-ban, W a dq,...,d,
daltal generdlt, U a d,41,...,dy dltal generdlt valos altér. Vetitsik B-t U-ra W ird-
nydbdl. Igazoljuk, hogy ha dy,...,d, € B, akkor a vetilet BNU, és B=(BNW)®
e (BNU).

Utmutatés. A v = z1dy + ... + zpdy vektor vetiilete U-ra u = z,11d,41 +
+ ...+ zpdg. Ha v € B, akkor dy,...,d, € B miatt u € B, azaz a vetiilet része
B N U-nak. O

6.7. feladat. Legyen B C Z* rdcs, w € ZF nem nulla vektor és C a w-re
merdleges B-beli vektorok halmaza. Vetitsiik B-t merdlegesen a w egyenesére. Mu-
tassuk meg, hogy van legrovidebb nem nulla vetilet, és ha v € B vetiilete egy ilyen
legrovidebb wq vektor, akkor B = A®C, ahol A a v egész tébbszordseinek halmaza.

Utmutatas. Az u € B vektor w-re es6 vetiiletének hossza az u-w = n skaldris
szorzat osztva w hosszaval. Mivel n egész, ezért a vetiiletek kozott tényleg van
legrévidebb. Tehat B vetiilete racs a w egyenesén, és ezért minden vektor vetiilete
wq egész szamszorosa. Ha u vetiilete mwy, akkor u — mv meroleges w-re, és ezért
C-ben van. O

6.8. feladat. Legyen w primitiv vektor Z*-ban és C' a w-re ortogondlis egész
vektorok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy w hossza megegyezik C alap-parallelotop-
janak térfogatdval. (Ez McMullen tételének specidlis esete.)

Utmutatds. Mivel w primitiv, van olyan v vektor, melynek w-vel vett ska-
laris szorzata 1 (oldjuk meg a linedris diofantoszi egyenletet). Az el6z§ feladatot
a B = ZF racsra alkalmazva azt kapjuk, hogy v és C generaljdk Z*-t, azaz C egy
P alap-parallelotépja v-vel egyiitt egy 1 térfogati parallelotépot feszit ki. Ennek
alapja P, magassiga pedig a v vektor w irdanyu vetiiletének hossza, ami w hossza-
nak reciproka. U

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/3 137



6.9. feladat. Igazoljuk, hogy a hdromdimenzids térben minden egész vektor
eldall két egész vektor vektoridlis szorzataként.

Utmutatas. Foltehetd, hogy w primitiv, alkalmazzuk az el6z06 feladatot. Ma-
sodik, elemi megoldds: ha (a1, ag, ag)-at akarjuk (x1,z2,x3) és (y1,y2,ys) vektoriélis

szorzataként eldallitani, akkor legyen x5 = y3 = Inko(a1, as) = d. Foltehetd, hogy
d # 0; ha a1 4+ asxe = —agxs, akkor y; = as/d+ 1 és yo = —a1/d+ xo megfeleld.

O

6.10. feladat. Mutassuk meg a mnormdlalak folhaszndldsa nélkil, hogy ha

B C ZF rdcs, akkor van olyan c1,. .., ci bdzisa ZF-nak, hogy alkalmas si, S, . .., Sk
egészekre sicq, ..., SkCk bdzis B-ben.

Utmutatas. Vegyiink egy olyan hv € B vektort, melynek Z*-beli h magas-
séga a lehetd legkisebb. Ekkor v € ZF primitiv, igy van olyan w € Z*, melynek
v-vel vett skalaris szorzata 1. Jelolje C' a w-re merdleges egész vektorok halmazat.
A 6.8. feladatban hasznalt gondolatmenet miatt v és C' generalja Z*-t, és ha v ve-
tillete w egyenesére wo, akkor a ZF merdleges vetillete w egyenesére a wq egész
tobbeseibdl all.

Vetitsiik a B C Z* récsot is merélegesen w egyenesére, és a vetiilet legrovidebb
vektorat jelolje mwy. Ha u € B vetiilete mwy, akkor a 6.7. feladat miatt B-t
generalja u és C'N B. Az u magassiga Z*-ban legyen g, foltevésiink szerint h < g.
Az (1/g)u € ZF vektort w egyenesére vetitve wq tobbszordsét kapjuk, ezért g | m.
Mivel hv € B vetiilete hwg, ezért m | h. Ez csak tigy lehetséges, ha ¢ = h =m.

Vagyis talaltunk egy olyan mv € B vektort, amelyre v és C generalja ZF-t, és
mv és BN C generdlja B-t. Vegyiink egy bazist C-ben, és irjuk fol ebben BN C
elemeit is (ilyen dtkoordindtdzast hasznéltunk a 3.11. feladatban). Az dtkoording-
tazds utan C-bdl ZF~1 lesz. Alkalmazzunk k szerinti indukciét, ekkor van olyan

Co,...,Ci bazis C-ben, hogy ssco, ..., sipc, € C bazis BN C-ben. Legyen ¢; = v és
s1 = m. O
Az alébbi feladat tobbszori alkalmazasdval elérhetjitk az s1 | ... | sx oszthatd-
sagot.
6.11. feladat. Tegyiik fil, hogy c1, . ..,c bdzis a C rdcsban és sicq, ..., SpCk

bdzis a B C C rdcsban. Legyen s az s1 és so legnagyobb kézis osztdja, t = s182/s
pedig a legkisebb kozds tobbszordsik. Vdlasszunk olyan e és f egészeket, melyekre
es1 + fsa = s, legyen c| = (s1/s)c1 — (s2/s)ca és ch, = fci + eca. Mutassuk meg,
hogy ¢}, ch,cs,...,ck bdzis C-ben és sc,tch, sscs, ..., spck bdzis B-ben.
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Maths Beyond Limits nemzetkozi : M J“z‘ ;
matematika tabor

Idén harmadik alkalommal keriil megrendezésre az intenziv és sokszini
Maths Beyond Limits (MBL) nemzetkozi matematika tédbor, 2018. szeptember 9.
és 21. kozott. Helyszine Milowka, egy kedves hegyvidéki falu Dél-Legyelorszagban,
ami csodalatos hangulatot teremt a matekozashoz, ismerkedéshez, illetve sporthoz.
A szervezdk kozépiskolas koru, a matematika irant kiilonosen fogékony fiatalok je-
lentkezését varjdk. A tdbor minden meghivott szaméra ingyenes, az utikoltséget
kivéve. Az MBL nyelve az angol, igy j6 nyelvismerettel érdemes érkezni, bar maga
a tabor is kivalo lehetGség a nyelv gyakorlasara.

Egy atlagos tabori nap sordan harom idépontban matematikai el6adason vesz-
nek részt a tabor lakéi, minden idépontban hidrom-hiarom meghirdetett eléadéas
koziil valaszthatnak, érdeklodésiiknek megfeleléen. Néhany eladas téméja: folyam
grafokban, védlasztasi rendszerek, véletlen mddszer, p-adikus szamok, projektiv geo-
metria, topoldgia, Galois-elmélet. Az el6addsokat kovetéen lehetéség nyilik az eld-
addkkal valo beszélgetésre, kérdések megvitatasara. Esténként pedig szdmos sza-
badidés tevékenység koziil lehet valasztani: akadt foci, roplabda, improvizacio,
éneklés, illetve palacsintasiités is.

A taborra 2018. dprilis 1-jét6l aprilis 30-aig lehet jelentkezni, hét feladat meg-
oldasaval, valamint a jelentkezési lap kitoltésével a kovetkezd cimen:

http://mathsbeyondlimits.eu/recruitment.

Tovabbi informadcidra, illetve a tavalyi taborbol béséges mennyiségii matematikéra
lehet lelni a tabor 144 oldalas brosurédjaban:

http://mathsbeyondlimits.eu/mbl2017.
A téborral kapcsolatos informaécidk, hirek elérhetdek a tabor Facebook-oldalan:
https://wuw.facebook.com/mathsbeyondlimits/.
A tavalyi résztvevék élményeirdl késziilt rovidfilm a kovetkezd cimen nézheté meg:
https://www.youtube.com/watch?v=DP1m862AV-o&feature=share.
J6 matekozast, sikeres jelentkezést kivannak minden érdeklédonek a szervezdk!
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket (ha a megoldds
pontos értéke nem raciondlis szdm, akkor kozelit6 értéket is adjunk):

a) 3202 4 92+l — 4, (5 pont)
b) log,(z — 3) + (log, (8z — 24))° = 6,25. (7 pont)

2. Egy haromszog oldalhosszai olyan szdmtani sorozat els6 harom eleme,
amelynek masodik eleme 6.

a) Adjuk meg azt a szdmhalmazt (a legegyszer(ibb alaki) pontos értékekkel,
amelynek elemei az ilyen haromszogek teriiletei. (7 pont)

b) Van-e az ilyen héromszogek kozott maximalis teriilet(l, van-e minimédlis
teriilet(i? Ha igen, akkor melyik az? (2 pont)

¢) Van-e az ilyen héromszogek kozott két olyan, amelyeknél a beirt kor sugara
egyenl$? Ha igen, akkor melyek azok? (3 pont)

3. Egy iigyfél egy bankbdl 1980-ban felvett egymillié Ft kolcsont, évi 5%-os
kamatra, 20 évi, évente egyszeri, azonos Osszegi torlesztési kotelezettséggel.

a) Mennyi volt az évi torlesztési dsszeg, 10 Ft-ra kerekitve? (5 pont)

A kolcsonszerzodést nem lehetett megvaltoztatni a novekvd inflacié ellenére
sem, pedig 1992-ben (12 évvel a térgyalt hitelfelvétel utdn) mar a bank adott
10%-o0s kamatot a néla elhelyezett pénzre. Ezért a bank a fent leirt kéleson felvevd-
jének felajanlotta, hogy hatralevé tartozasat megsziintetheti, ha az éppen fenndlld
tartozdsdnak 90%-at kifizeti.

b) Mennyivel tartozott az tigyfél 12 év leteltével? (4 pont)

¢) Mennyit helyezzen el az iigyfél egy (mésik) bankban, hogy abbdl az eredeti
torlesztd részletét évente kivéve és 10%-os kamattal szdmolva 8 év alatt megsziin-
tesse a tartozasat? Erdemes-e elfogadni a bank ajénlatdt, vagy kisebb 6sszegnek
egy (masik) bankban valé elhelyezésével érdemes tovabb torleszteni a tartozdsat?

(4 pont)

4. Jelolje k azt a kort, amelyik érinti a koordinata-rendszer x tengelyét, és érinti
az f(x) = %(w2 +20) (z € R) fiiggvény grafikonjat a fiiggvénynek a 2 abszcisszaju
pontjaban. (A fiiggvény grafikonjanak az érintése egy pontban azt jelenti, hogy
az érint6 kor ebben a pontban érinti a grafikonhoz az adott pontban hizott érintét,
és az érinté elvalasztja a grafikont és a kort.)

a) Irjuk fel a k kor egyenletét. (7 pont)

b) Mennyi annak a korldtos sikidomnak a teriilete, amelyet az y tengely,
az x tengely, a k kor és a fiiggvény grafikonja hatarol? (7 pont)
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II. rész

5. a) Oldjuk meg az X halmazra az A\ X = B; AUX = C egyenletrendszert,

ahol az adott A, B, C halmazokra B C A C C teljesiil. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy az A és B itéletekre az (AV B) A (AV —B) és A itéletek
ekvivalensek. (6 pont)

c) Igaz-e, hogy VH C RT és Vh € H esetén In € N* tigy, hogy % <h<n?
Ha nem, akkor adjunk rd példat, ha igen, akkor irjuk le, hogy az ilyen n fiigg-e
a h-tél, vagy nem? Allitdsunkat bizonyitani nem kell. (4 pont)

6. a) Hany olyan 2018 pontd, paronként nem izomorf fagraf van, amelyekben
nincs hdromnal t&bb élt tartalmazé at? (11 pont)

b) Hol helyezkednek el a koordindta-rendszerben azoknak a 2018 ponti fagra-
foknak a pontjai, amelyek mindegyikének pontja az origd, és minden élének a két
végpontja olyan (x1;y1), (r2;y2) pont, amelyre x1, y1, T2, Y2 egész szdmok, és
az (x1 — x2), (y1 — y2) szdmoknak az egyike 0, a masik 0, 1, vagy —1. (5 pont)

7. Egy tarsasdg 5 nébdl és 5 férfibdl all, és koztiik két hazaspar van.

a) Hanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha minden né mindkét
oldalan férfi iil? Két leiilés kiilonb6z6, ha van olyan személy a tarsasagban akinek
a két leiilésnél legaldbb az egyik oldal (jobb vagy bal) fel6l nem ugyanaz iil, mint
a masik leiilésnél. (4 pont)

b) Hanyféleképpen iilhetnek le egy kerek asztal koré, ha minden né mindkét
oldalan férfi iil, és mindkét férj a felesége jobb oldalan il (két leiilés kiilonbozé

olyan médon, mint az a) esetnél). (4 pont)
¢) Mennyi annak a valésziniisége, hogy a térsasag tgy iil le, hogy minden né
mindkét oldalan férfi iil, de egyik férfi sem iil a felesége mellett? (8 pont)
8. Legyen
sin 2z, ha 0 <z <,
/(@) {IQSin(x —7r)|, ha 7™ <2 <37

a) Differencidlhaté-e a fiiggvény az xg = m pontban? (4 pont)
b) Adjuk meg azt a leghévebb halmazt, amelyen a fiiggvény szigordan monoton
névekvé, és amelyen szigortian monoton cstkkend. (6 pont)
¢) Adjuk meg bizonyitds nélkiil a fiiggvény szélsGértékeinek helyét és értékét,
de jelezziik nem csak azt, hogy minimum vagy maximum, hanem a széls6értéknek
a szigoru, a helyi és az abszolut tulajdonsigat is. (6 pont)

9. Egy konyvesboltban harom kiadénak (jelolésiik legyen A, B, C) mind
a négy kozépiskolai évfolyam részére sz6lé matematika tankonyve megtalalhato,
aruk az évfolyamtél nem, csak a kiaddtol fiiggéen rendre 1500 Ft, 1800 Ft és
2000 Ft. A konyvekrdl a boltban levo példanyok szamara vonatkozdan az aldbbi
adatok allnak rendelkezésiinkre.
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9. évfolyamos: A-b6l 102 db, B-bél 120 db, C-bsl 78 db van;

10. évfolyamos: Osszesen 220 db van, aruk atlagosan 1750 Ft;

11. évfolyamos: Osszesen 210 db van, aruk atlagosan 1760 Ft;

12. évfolyamosrél:  nincs adat,
de tudjuk, hogy a négy évfolyamébdl egyiitt (tehét az dsszes konyv) 810 db van,
aruk dtlagosan 1760 Ft. (Az dtlagok egészre kerekitett értékek).

a) Mennyi a raktdron levé 9. évfolyamos konyviarak médusza, medidnja, dtlaga
és szérasa? (6 pont)
b) Mit tudunk a fenti adatok alapjdn a 12. évfolyamos konyvek szamardl és
atlagdrarol? (5 pont)
¢) Ha az A kiadé raktdrban levé konyveinek a szdma 305, akkor mennyi a B
és a C kiaddk raktdarban levé konyveinek szdma, egészre kerekitve (az dtlagok is
egészre kerekitett értékek voltak)? (5 pont)

Kantor Sandor
Debrecen

Helyesbités

A 2018/1. szdmu feladatsor 8.b) feladatdnak megolddsaban az elsé bekezdés-
beli esetvizsgdlat nem teljes. Ennek részletezése helyett mutatunk egy egyszer{ibb
megoldast. Koszonjitkk Kdntor Sdndornak.

Megoldas. Nevezziik a nem kivalasztott harom versenyzo6 sorszamat ,,vissza-
maradénak”. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamsorban a hat kivdlasztott szamot a harom
visszamaradd szam csak ugy valaszthatja szét, hogy legaldabb két helyen szom-
szédosak a kivélasztott szamok. Ha a visszamarad6 szamok nem valasztjak szét
a kivélasztottakat (tehédt a visszamaraddk éppen az 1,23 vagy a 7,8,9), akkor is
van legaldbb két helyen szomszédos szam.

Ha a szomszédos kivalasztott szamok kozott vannak olyanok, melyekre
a<a+1l<b<b+1teljesiil, akkor a+ (b+1) = (a+1)+b, tehat van egyezd 6sszeg.
Ha nincsenek ilyenek, akkor a két-két szomszédos szam az a, a + 1 és az a + 1,
a + 2. Ekkor a maradék harom kivalasztott szamot ezektdl és egymadstol is elva-
lasztja egy-egy visszamaradd szam. Tehat van két kivélasztott szam, melyre vagy
a<a+l<a+2<b<b+2,vagyb—2<b<a<a+1l<a+2. Azelsd esetben
a+ (b+2) = (a+2)+0b, amdsodikban is lesz egyez6 dsszeg. Tehat Botondnak nincs
igaza.

Megoldasvazlatok a 2018/2. szam emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész
1. Egy bolthdlozat hiszéves fenndlldasa alkalmabdl azzal kedveskedik a vdsdr-

I6knak, hogy 20% kedvezményt kapnak vdsdrldsuk dsszeqgébdl, ha 4 kockdval dobva
a dobott szamok 0sszege legaldbb 20.
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a) Mekkora ennek a valdszinisége?

b) Becsiiljiik meg, mennyibe keril a vdllalatnak ez az akcid a jubileumi évben,
ha 38000 vdsdrlora szdmitanak és a vdsdrldsok 0sszegszerti megoszldsdt az aldbbi
tablazatban adtdk meg:

04999 Ft 12%

5000 - 9999 Ft 36%

1000014999 Ft 47%
1500050 000 Ft 5% (11 pont)

Megoldas. a) Az dsszes esetek szama: Ny = 6% = 1296.

Kedvezd esetek:

6+6+6+6=24,5+5+5+5=20 | 2-1=2 eset

54+6+6+6=234+6+6+6=22,
346+6+6=21,24+6+6+6=20, | 5-
54+5+546=21

5+54+6+6=2244+44+6+6=20

44+54+6+6=21,44+6+5+5=20,
3+5+6+6=20

w [\
/| —
[CENISEN
SN— | —r
Sl
[N}
[ —
w D
|
N | =
[\
I
€4
S [l
@
o3}
o}
+

Ny = 70.

A keresett valészintiség: p = % = %86 ~ 0,054.
(e}

b) A vérhat6 38 000 vasarls koziil a kapott valdszinliség szerint 2052 fog nyerni.
A nyerteseket a vasarlasok megoszlasa szerint szétosztva, és a megadott Gsszegha-
tarok kozépértékével szamolva:

2500 Ft 12% 246 615000
7500 Ft | 36% 739 | 5542500
12500 Ft | 4% 964 | 12050000
32500 Ft 5% 103 | 3347500
Osszesen: | 100% | 2,052 | 21555000

Tehat varhatéan 21555000 Ft-ba fog keriilni a jubileumi akcié a cégnek.

2. Egy LED ldmpdt gy alakitottak ki, hogy
a LED fényforrdsokat eqy félgomb feliiletén helyez-
ték el és azért, hogy a feliilete ne legyen vakito, egy
gombszelet alaki opdlos burdt helyeztek folé az abra-
nak megfeleléen. A két bura falvastagsdga elhanya-
golhaté. A félgomb sugara 15 cm, a bura felilete
pedig pont kétszerese a félgomb felszinének. A lam-
pdkat a gydrban négyzetes oszlop alaki papirdobo-
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zokba csomagoljak ugy, hogy a csillarok ne mozdulhassanak el a dobozban. Mekkordk

legyenek a dobozok kiilsé méretei, ha a rétegelt papir vastagsiga d =5 mm?
(12 pont)

Megoldéas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. A félgbmb kozéppontja legyen O,
sugara r = 15 cm, a gémbszelet kozéppontja K, sugara R, magassdga m.

¢ A félgomb felszine: A = 2712, a bura
felszine: Agp = 2rRm. A feltétel szerint
Ap = 2A, vagyis 27 Rm = 47r?, amib6l
Rm =2r%. A BKO derékszogii hdrom-

) szogben irjuk fel a Pitagorasz-tételt:
m
(m — R)*> +r? = R?,
K
R m? —2mR + R?> + r? = R?,
m—R m? =2mR — 2.
A (@) r B

Behelyettesitve Rm értékét: m? = 3r2. Mivel m > 0, igy m = v/3r ~ 25,98 cm és

2 2
R:QL:—QT :z:17,32 cm.
m o \3r o V3

A doboz kiils6 méretei: a = 2(R + d) ~ 35,64 cm és m =~ 25,98 cm.

3. Egy személyauto fedélzeti szamitdogépe az dtlagfogyasztdst az el6zbleg megtett
100 km alapjdn szamitja. A tankban lévé izemanyag mennyiségét is ismerve igy azt
18 jelzi, hogy hdny km-t tudunk még autozni a meglévd tizemanyaggal, nevezzik ezt
hatdtdvolsdg. Egy alkalommal induldskor a hatdtdv kijelzett értéke 500 km. Egyen-
letes sebességgel haladunk autdpdlydn. 50 km megtétele utin a kijelzé 588 km-es
hatotdvot jelez. Ezutan még 680 km-t teszink meg ugyanezzel az egyenletes sebes-
séggel, amikor az lizemanyag jelzd vészvillogo kigyullad, jelezve, hogy mdr csak 51
tizemanyagunk van. Mennyi tiizemanyag volt a tankban induldskor?

Megoldas. Legyen a tankban 1év6 tizemanyag induldskor x liter, az auté-
palydn torténd egyenletes haladdskor a fogyasztds y liter/km. Mivel a hat6tdv
induldskor 500 km, igy az el6zoleg megtett 100 km-en 5—:&) liter/km volt az at-
lagfogyasztas.

50 km megtétele utdn a gépkocsi 50y liter iizemanyag fogyasztott, ezért a tank-
ban most  — 50y liter benzin van. Az el6z6 100 km-en az atlagfogyasztés:

> (505 )

2 \500 " ¥)"
Ezzel a fogyasztassal szamolva a tankban 1év6 {izemanyag még 588 km-re lenne
elegendo, igy

588( T
2

%—i—y) =z — 50y.
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Induléastél a vészvillogé kigyulladasaig 50 4+ 680 = 730 km-t tettiink meg y li-
ter/km atlagfogyasztédssal, vagyis 730y liter iizemanyagot fogyasztottunk el, ezért
x — 730y = 5. A mésodik egyenletbdl x-et kifejezve: x = 730y + 5. Ezt visszahelyet-
tesitve az els6 egyenletbe és rendezve:

730y + 5
2 4 _— = —
9 < 00 +y) 730y + 5 — 50y,

723,24y + 2,94 = 680y + 5,
43,24y = 2,06,
y ~ 0,047 641.

Ezt beirva a masodik egyenletbe: x =~ 39,78. Tehat indulaskor 39,78 liter iizemanyag
volt a tankban.

4. Egy torony csonkakip alaki kupoldja alul 4 m, felil 3 m kerileti, alkotdja
pedig 2 m. A kupola egyik oldaldn egy hangya mdszik fel a torony tengelyének
sikjaban, 47 cm-re van a kupola alsd szegélyétdl. A vele dtellenes oldalon egy mdsik
hangya mdszik felfelé ugyanabban a sikban, és mdr csak 3 cm hidnyzik, hogy elérje
a kupola tetejét. Ekkor a két hangya az eredeti wti célt feladva, a lehetd legrovidebb
uton egymds felé indul. Mekkora tdvolsdgot tesznek meg a taldlkozdsig, ha egyenld
sebességgel haladnak? (14 pont)

Megoldas. Egészitsiik ki a csonkakup palast felét 0
korcikké. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

Legyen OA=0B =R, OC=0D =7r. Az els§ A
hangya helyét jelolje az F' pont, igy AF = 47 cm, a ma-
sodikét a G pont, igy GD = 3 cm. AC' = BD = 200 cm,
igy R = r+200. Az adott keriilet értékekbol kovetkezik,
hogy a korivek hossza: AB = 200 cm, CD = 150 cm.
Az OCD és OAB korcikkek hasonlésdga miatt:

BT ey P20 T
200 1507 &Y 200 150’

amibél r = 600 cm addédik. Szamoljuk ki az o szoget:

a  CDy il o 190
360°  2rm 0 PO T 5600

-360° ~ 14,32°.

Az OFG haromszogben keressitk az F'G oldalt,
OF =r+CF=600+153="753 cm, OG=r+3=
= 603 cm. Hasznéljuk a koszinusz-tételt:

FG? = 753% 4+ 603% — 2 - 753 - 603 - cos 14,32°.

Ebbdl FG =~ 225,20 cm. Mivel azonos sebességgel haladnak, ezért egy hangyanak
ennek a felét, 112,62 cm-t kell megtenni.
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II. rész

5. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:
Sla| =+ (32 +2—2V/8— 20 —2?).

b) Hatdrozzuk meg az f(x) = —a? — 20 + 8 és a g(x) = 5|z| figguények dltal
kozrezdrt teriiletrész nagysdgdt. (16 pont)

Megoldas. x = 0 megoldésa az egyenletnek, mert ekkor a gyokjel alatti kife-
jezés értéke pozitiv és mindkét oldal 0.

Legyen x > 0. Ekkor
Sr=x- (3x4+2—2V8— 2z —a?).

A —22% — 22 + 8 = 0 mésodfoki egyenlet megoldasai —4 és 2. fgy —22—-224+82>0
akkor teljesiil, ha 0 < x < 2. Ekkor mindkét oldalt osztva x-szel:

5=3x+2—-2v—-2%2—-22x+38,
2y —2? -2z +8=3x—3.
Mindkét oldalt négyzetre emelve (ez x > 1 esetén ekvivalens dtalakitds):

4(—2? — 20 +8) = 922 — 182 + 9.

Rendezve:
0= 132° — 10z — 23.
A masodfoku egyenlet gyokei: x1 = % és o = —1.
A kezdo feltétel és a kikotés miatt az egyenlet megolddsa: x1 = %

Legyen z < 0. Ekkor
—br =z (3x+2—2V/8— 2z —a?).

A —22 — 22 + 8 > 0 egyenlStlenség akkor teljesiil, ha —4 < z < 0. Mindkét oldalt
osztva x-szel:

—5=3x+2—-2v—22—21+38,
2y —22 —2x+8=3x+T.
Mindkét oldalt négyzetre emelve (ez x > ,g esetén ekvivalens 1épés):

4(—z% — 22 +8) = 92 + 422 + 49.

Rendezve:
0 = 1322 + 50x + 17.
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A masodfoku egyenlet gyokei:

_ —25-2/101 _
= 3 ~

—25+2y101 _

—3,4692 és x4 = 13

T3 —0,3769.

Mindkét megoldas megfelel a kikotéseknek.
Osszegezve: Négy megoldést taldltunk. EbbSl harom kielégiti az egyenletet.
b) Hatdrozzuk meg a metszéspontok x koordi-
natait.

x > 0 esetén 5z = —2% — 2z + 8, vagyis
2’ + 7z —8=0.

A pozitiv megoldas x; = 1.

W &~ ot & 9 wSo =2

x < 0 esetén —bx = —x? — 2z + 8, vagyis

22— 3z —-8=0.

A negativ megoldés zo ~ —1,7. S ps3-io] 14 ¥z

A kozrezart teriiletrész nagysaga:

T =

\o

1
—z2—2;1:+8—(—5z)dz+/—z2—2x+8—5xdx:
0

Ju
K}

1

/ —x2+3m+8dm+/—x2—7m+8dx=
-1,7 0

3 3.2 0 3 72 1
= -2 gl - 8| ~7634417=118.
3 2 . 3 2 .

6. Egy tizemanyagtolté dllomds foldalatti benzintdrolo tartdlya egy fekvd hen-
gerpaldstbol és a két végét lezaro két félgombbdl dll. Teljes hossza 6 m, sugara 1,2 m.

a) Mekkora a tartdly térfogata?
b) Mennyi benzin van benne, ha a szintmérd 1szé éppen a sugdr felénél dll?

¢) Egy tartdlykocsibdl feltoltik a tdroldt. Mennyi benzint engediek bele, ha
a szintmérd 92 cm-rel emelkedett? (16 pont)

Megoldas. a) Hasznéljuk az dbra jeloléseit. h =6 m, r = 1,2 m. A tartaly
térfogata egy henger és egy gomb térfogatanak az Osszege. A henger magassiga
m=h—2r =3,6 m.

dr3m 4.12%7

V =r2mm +

=1,2271-36+ ~ 23,524 m>.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/3 147



/

)

NS A

M
Yo
m L
b) A szintméré yo = % = 0,6 m magasan all. Az OFN derékszogli harom-
szogben
— 0,6 1 2
cos% = % = 1:2 =3 ezért % =60°, a=120°= ?ﬂ rad.

Az LM N korszelet teriilete:
1 1 2
T, = 57 (ar —sina) = 51,2’ <; — sin 120°> ~ 0,884426 m2.

Az tizemanyag térfogata egy gombszelet és egy korszelet alapu hasab térfogatanak
Osszege. A gbmbszelet magassdga yo.

3 063
Vo:Vgsz+vh:wyg—%+Tsz~mmr-1,2-0,62—”T’+0,884426-3,6,

Vo ~ 4,315 m®>.

Tehét 4,315 m? benzin van a tartalyban.

¢) Ha a szintmérd 92 cm-t emelkedik, akkor 0,6 + 0,92 = 1,52 m magasan fog
allni, vagyis a tartaly tetejéig még y; = 2,4 — 1,52 = 0,88 m tavolsag van. Szamitsuk
ki a tartdlyban 16v6 levegd térfogatat a b) pontban alkalmazott mddszerrel és ebbél
mar egyszerien megkaphatjuk, mennyi benzint engedtek a tartdlyba.

i I I
\
N

0

h [ R

\

Az ORS derékszogli haromszogben

B8 r—i 0,32 4
cos — = = =

2 r 12 15

ezért % ~1,30086 rad, a ~ 2,601 73 rad.
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Az LM N Xkorszelet teriilete:

1
T = 77'2(0@ —sina,.) &

5 1,2%(2,601 73 — sin 2,601 73) ~ 1,503 15 m?.

|~

A gbémbszelet magassaga ;.
o Y}
Vi= Vgszl + Va1 = Yy — T + Ty -m =

70,883

=7-1,2-0,88% — +1,50315- 3,6 ~ 7,61712 m?,

Vi ~ 7,617 m®.
A tartalyba toltott benzin mennyisége:

Vog =V — Vo — Vi = 23,524 — 4,315 — 7,617 = 11,592 m>.

7. Egy ismeretlen alapi szdmrendszerben az aby kétjeqyi szdm és a szdmjegyei
feleserélésével kapott ba,, kétjegqyil szdm kiozott a kovetkezd dsszefiiggések allnak fenn:

1. aby + ba, = 110,
2. ab, — bag = 201.
a) Hatdrozzuk meg a szdmrendszer alapjdt.

b) Az ilyen alapi szdmrendszerekben milyen oszthatdsdgi szabdly érvényes
a 3-mal és az 5-tel vald oszthatdsdgra?

¢) Hatdrozzuk meg a ¢ és d szamjegyek értékét gy, hogy az 12¢45d, alakid szam
a lehetd legnagyobb 15-tel oszthato szdm legyen ezekben a szdmrendszerekben.
(16 pont)

Megoldas. a) Az els egyenletben az 1-es helyiértékil szamjegyeket 6sszeadva
latszik, hogy b+ a = x, vagyis b = x — a. A mésodik egyenletbdl:

axr +b—bxr —a = 20.
Ebbe beirva az elsé egyenletbol kapott Gsszefiiggést:
ar+x—a—(x—a) z—a=20.
Rendezve:
2ax—2a—x2+x:20,
2a(x — 1) —z(x — 1) = 20,
(2a — z)(x — 1) = 20.
Ha 2 péros szdm, akkor (z — 1) pdratlan, (2a — z) pedig pdros. Ha x pératlan

szém, akkor (x — 1) péros és (2a — x) paratlan. A két szorzdétényezd tehat ellenkezd
paritasi. 20 osztéit figyelembe véve 4 esetet kell megvizsgdlnunk:
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1. (2a—2)(xz—1) = 1-20. Ekkor z — 1 = 20, vagyis x = 21, és 2a —x = 1, vagyis
a = 11. Ez megoldés.

2. (2a—x)(x—1) =20-1. Ekkor z — 1 = 1, vagyis = 2, és 2a — x = 20, vagyis
a = 11. Mivel a > z, ezért ez nem megoldas.

3. (2a—z)(x —1) =4-5. Ekkor x — 1 = 5, vagyis = 6, és 2a — x = 4, vagyis
a = 5. Ez megoldas.

4. (2a —z)(x — 1) =5-4. Ekkor « — 1 = 4, vagyis x = 5, és 2a — x = 5, vagyis
a = 5. Mivel a = x, ezért ez nem megoldés.

Tehat a szdmrendszer alapja x = 6 vagy « = 21 lehet.

b) Egy 6 vagy 21 alapu szamrendszerben pontosan akkor oszthaté 3-mal egy
szam, ha az utolsé szamjegye oszthatd, hiszen a szamrendszer alapja oszthatd
3-mal.

Mivel 6 =5+1¢és 21 =4-5+1, ezért a 6 és 21 minden hatvanya 5-tel osztva
1-et ad maradékul. fgy ezekben a szdmrendszerekben egy szam akkor oszthatd 5-tel,
ha szdmjegyeinek Gsszege oszthato 5H-tel.

¢) Legyen © = 6. Ekkor az 12¢45dg akkor lesz 15-tel oszthatd, ha 3-mal és 5-tel
is oszthat6. 3-mal akkor oszthatd, ha utolsé szamjegye d = 0 vagy d = 3.

12¢450¢ esetén a szamjegyek Osszege 12 + c. Ez csak ¢ = 3 esetén lesz 5-tel
oszthatdé, igy a szam 123450¢.

12¢453¢ esetén a szamjegyek Osszege 15+ c. Ez csak ¢ =5 esetén lesz 5-tel
oszthaté. Ekkor a szam 125453¢. Ez a nagyobb szam.

Legyen o = 21. Ekkor az 12¢45ds2; utolsé szamjegye lehet 18. Ekkor a szam-
jegyek Osszege 30 + c¢. Az 5-tel valé oszthatésdghoz lehet ¢ = 20. Ez a legnagyobb
szamjegy a 21-es szdmrendszerben, igy biztosan ez a feltételeknek megfelel6 legna-
gyobb szam, tehét

12(20)45(18),,.

8. Péter eqy 5,2 millio Ft értéki uj autot vdsdrol eqy autdkereskeddtdl. Az osz-
szeqg 40%-a az dnrész, amit dtvételkor ki kell fizetnie, az dr fennmaradd részét 5 év
alatt torleszti, évi egyenld részletekben 8%-os éves kamattal.

a) Mennyi lesz Péter éves tirlesztd részlete?

A kereskedd ajdnlata, hogy ha 5 év milva egy ugyanilyen értékii kocsit vesz
ndla, akkor ezt az autdt visszavdsdrolja téle, évi 10% értékcsokkenést figyelembe
véve €s csak az drkilonbozetet kell kifizetnie.

b) Mennyit kell fizetnie Péternek az ij autéért 5 év milva, ha elfogadja az ajin-
latot?

Péter elhatdrozza, hogy elfogadja a kereskedd ajanlatdt és elétakarékoskodik
az 5 év milva esedékes autdcserére. A bank legjobb ajdnlata évi 2,4%-o0s kamat
5 éves futamiddre havi egyenld részletekben torténd befizetéssel, havi kamatozdssal.
(A havi kamat az éves kamat tizenketted része.)

Mekkora dsszeget fizessen be a bankba havonta, hogy az 5 év utdan kivett osszeg-
bél fedezni tudja az autd cseréjét? (16 pont)
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Megoldas. a) Az 5200-0,6 = 3120 eFt hitelt 8% kamattal évi « eFt-os egyenld
részletekben 5 év alatt torleszti ugy, hogy az utolsé befizetéskor a hitel lejar.

3120-1,08° =2 -1,08* + - 1,08 + 2 - 1,08% + 2 - 1,08 + z,

1,08 — 1
45843036 = 2~ — — 58666
: T og—1 O

x ~ 781,424 eF't.

Az éves torleszto részlet 781424 Ft lesz.

b) 5 év milva a 10% értékesokkenést figyelembe véve az auté értéke 5200000 -
-0,9° &~ 3070548 eFt lesz, ezért Péternek 5200000 — 3070548 = 2129452 eFt-ot
kell fizetni 5 év mulva a kereskedOnek a cseréért.

¢) 5 év alatt, havi 2 Ft-os befizetéssel, évi 2,4%-os, vagyis havi 0,2%-os kamattal
2129452 Ft-ot kell sszegytjtenie.

z-1,002%° 4+ 2-1,002%° 4+ ... + 21,0022 + z - 1,002 = 2129452,

1,002%0 — 1
1,002 -7 ————— =2129452
T T 002 -1 ’

r ~ 33373 Ft.

Tehat 33373 Ft-ot kell havonta befizetnie, hogy 5 év miulva a kivett Gsszegbdl
fedezni tudja az autd cseréjét.

9. Egy 12 pontu egyszeri grdfnak 56 éle van.

a) Legaldbb hdny kilencnél nagyobb fokszdmi csicsa van a grifnak?
b) Bizonyitsuk be, hogy a grdf dsszefiiggd.

Egy asztalitenisz csapatnak 6 férfi és 6 nd versenyzdje van.

c) Az edzének két férfi, két ndi és két vegyes pdrost kell kivdlasztania egy kizelgd
versenyre. Eqy versenyzd legfeljebb két killonbozd tipusu pdrosban jdtszhat. Hdnyféle
kivdlasztas lehetséges?

d) Mennyi az esélye annak, hogy az egyik ndi versenyzd, Timea, eqyik pdrosba
sem keril be? (16 pont)

Megoldas. a) Ha minden csticsnak 9 lenne a fokszdma, akkor a fokszdmok
Osszege 12 -9 = 108 lenne. Az 56 él miatt a fokszamok Osszege 112, a kiilonbség 4.
Egy csics maximélis fokszama 11 lehet, tehdt lehet két 11 fokszdmu csics és
10 csucs, aminek 9 a fokszdma. Ez megvaldsithato ugy, hogy egy 12 pontu teljes
grafban két pontban minden élt meghagyunk. A maradék 10 pontot egy szabélyos
10 szog cstucsainak képzelve elhagyjuk a szomszédos cstucsokat Gsszekotd éleket.
Ekkor ezek fokszdma 9-re csokken.

Tehat legalabb kett6 9-nél nagyobb fokszamu csicsa van a grafnak.

b) A 11 pontu teljes graf éleinek szdma Hgi = 55. Mivel ennek a grafnak 56 éle

van, igy a 12. pontbdl is indul legalabb egy él, ezért a graf dsszefiiggd.
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c) A 6 férfiversenyzé koziil két férfi
. N1 paroshoz kell kivalasztani jatékosokat,
ugy, hogy egy férfi jatékos nem szerepel-
het mindkét parosban (dbra).

Ez ngp = % . 473 = 90-féleképpen le-

/ __--*N3  hetséges. Hasonléan ny = 90-féleképpen
Sl lehet kivdlasztani a ndi paros tagjait
a 6 né koziil. A vegyes péaros tagja bar-

+Na melyik né és barmelyik férfi lehet, mert
‘ eddig mindenki legfeljebb egy parosban
szerepel. igy a két vegyes paros tagjait

N ny=6-6-5-5= 900-féleképpen lehet ki-

. valasztani. Osszesen tehat ng = ng - ny -
-ny = 7290000 féle kivélasztas lehet-

séges.

d) Ha Timea egyik parosba sem keriil be, akkor a néi pdrosok tagjait csak
5 n6 koziil valaszthatjuk ki, igy nn1 = % . % = 30. A vegyes paros tagjait 6 férfi
és 5 no6 koziil valaszthatjuk, vagyis ny; =6-5-5-4 = 600. Tehat a kedvezo esetek
szama: ng = ng - N1 - nvi = 1620 000.

fgy annak az esélye, hogy Timea egyik parosba sem keriil be:

_ng 1620000

=—=——=0,2=20%.
ng 7290000 0 0%

Lorantfy Laszlé
Dabas

C gyakorlat megoldasa

C. 1444. Oldjuk meg a kévetkezd egyenlitlenséget:
xt — 423 + 822 — 8x < 96.
I. megoldas. Alakitsuk a fenti egyenl6tlenséget a kovetkezéképpen:
z* — 42 + 827 — 8z — 96 < 0.
Mint ismeretes, amennyiben egy egész egyﬁtthatés polinomnak gytke egy egész

szam, ugy az a konstans tagjanak osztéja. Igy érdemes megvizsgédlni a —96 osztéit,
annak reményében, hogy taladlunk koztitk megoldast.
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Els6 esetben —96 = (—1)-96 = —96 =1 (—96). Behelyettesitve lathatjuk,
hogy egyik oszté sem megoldas.

Miésodik esetben —96 = (—2) - 48 = 2 - (—48). Behelyettesitve 14thatjuk, hogy
x = —2 gytke az egyenletnek. Polinomosztédssal a kovetkez6 harmadfoku fliggvényt
kapjuk:

(z* — 42® 4+ 82% — 8z — 96) : (x +2) = 2® — 627 + 20z — 48.

A fenti elvet tovdbb alkalmazva: —96 = 4 - (—24) és —96 = (—4) - 24. Behelyettesitve
lathatjuk, hogy = = 4 szintén gyoke az egyenletnek. Egy tovabbi polinomosztassal
a mar megkapott harmadfoku fiiggvény alapjan a kovetkezot kapjuk:

(2° — 62° + 20z — 48) : (z —4) = 2° — 2z + 12.
Azonban ezen mdsodfokid polinom esetén a diszkrimindns értéke 4 — 4 -12 < 0,
vagyis nincs valés gyoke. Tehat az f(x) = 2* — 42 + 822 — 8z — 96 fiiggvény gor-
béje pontosan két pontban metszi az z-tengelyt. Mivel f(—3) = f(5) = 189 > 0 és
f(0) = =96 < 0, ezért a fiiggvény a (—oo; —2) és az (4;00) intervallumon pozitiv
értékeket, mig a (—2;4) intervallumon negativ értékeket vesz fel. Minthogy gra-
fikonja mashol nem metszi az z-tengelyt, igy értéke nem is véltozhat pozitivrol

negativra vagy forditva egyéb helyeken. Mivel a feladatban szerepl6 egyenlétlenség
megengedi az egyenlGséget is, ezért —2 < x < 4 esetén teljesiil.

Pszota Mdté (Révkomdrom, Selye Jadnos Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Sokan szamitégépes programmal dbrdzoltdk az f(x) fiiggvényt, és dgy
olvasték le a két gyokot. Am ekkor még egyrészt ellenbrzéssel meg kell réla gyézddni, hogy
val6ban gyok a két leolvasott érték (hiszen lehetne a valédi gyok mondjuk —2,00004 is),
masrészt be kell latni, hogy mds megoldds nincsen (hiszen bérmilyen programmal is
abrazoljuk, mindenképpen csak egy adott intervallumon latszédik a fiiggvény gorbéje).

I1. megoldas. Azonos atalakitasokkal az egyenlGtlenség bal oldala a kovetkezd
szorzattd alakithato:
(2 — 22)((2® — 2z) + 4).

Vezessiink be 1j valtozot: y = 22 — 22 = x(x — 2), ezzel a megoldandé egyenlStlen-
ségiink a kovetkez6 egyszeri alakot Olti:

y? + 4y < 96.
Adjunk az egyenlStlenség mindkét oldaldhoz 4-et, igy teljes négyzetet kapunk:
(y +2)* < 100.

Ennek megoldasa: —10 < y + 2 < 10, amib6l 0 < y < 8 vagy —12 < y < 0.

Térjiink vissza a régi valtozora. A kiovetkezd egyenlGtlenségeket kapjuk:
—12<z(x—2) <0, iletve 0<z(x—2)<8.
Az f(z) = z(xz — 2) fiiggvény negativ és zéré értéket a [0;2] intervallumon vesz

fel, minimalis értéke f(%2) = f(1) = —1, tehdt minden pontban igaz, hogy
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x(x — 2) > —12. Vagyis az elsé egyenlStlenség z(x — 2) < 0, azaz x € (0;2) esetén
teljestil.

A vizsgdlt fliggvény pozitiv értékeket az eldbbi intervallumon kiviil, vagyis
x ¢ (0,2) esetén vesz fel, itt teljesiilni kell az x(z —2) < 8 egyenlStlenségnek.
Az 22 — 22 — 8 = 0 egyenlet gyokei

2—\/4—1—4-8__2 & 2—1—\/4—1—4-8_4
2 o 2 o

tehdt ha x ¢ (0,2), akkor az z(x — 2) < 8 egyenlStlenség megolddsa x € [—2;0] U
U[2;4].
Végiil az eredeti egyenlétlenség megoldédsa = € [—2;4].
Werner Andrds (Budapest, Piarista Gimn., 10. évf.)
Megjegyzés. Sokan oldottdk meg a honlapunkon is ldthaté médon a feladatot: az

egyenlGtlenséget
(z—1D*"+2z—-1>-99<0

alakra hozva, majd bevezetve az y = (x — 1)* valtozét.

205 dolgozat érkezett. 5 pontos 112, 4 pontos 33, 3 pontos 17, 2 pontos 9, 1 pontos 19,
0 pontos 10 dolgozat. Nem versenyszert 5 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4891. Az Sy, S3, S3 korok pdronként kivilrdl érintik egymdst. Legyenek A,
B és C rendre az Sy és Sy, Sy és S3, So és Sz kirok kozos pontjai. Az AB egyenes
ismételten elmetszi az So €s Ss koroket a D, illetve az E pontokban. A DC' egyenes
ujabb metszéspontja az Ss korrel legyen az F' pont. Bizonyitsuk be, hogy a DEF
hdromszdg derékszogii.

(5 pont) (Kvant)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.

Az 010203 haromszog oldalait az A, B, C pontok tgy osztjdk fel, mint
a hdromszog beirt korének érintési pontjai, hiszen O1A = O1B =11, O A = O5C =
=19 és O3B = O3C = r3. Ezért az ABC haromszog koriilirt kore éppen az 010203
haromszog beirt kore.

Legyen ADC< = a. Ekkor a keriileti és kozépponti szogek tétele miatt az AC
ivhez tartozé kozépponti szog: AO,C'<t = 2a. Mivel K a beirt kor kézéppontja,
05 A és O,C pedig érintok, azért OoC K< = 90° és O AK < = 90°, mert az érin-
t6k merdlegesek a sugarakra. Ebbdl adddik, hogy az AO,C K négyszogben, ami egy
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derékszogii deltoid, CK A< = v = 180° — 2. Ez a szog kozépponti szog az ABC hé-
romszog koriilirt korében, ezért az AC ivhez tartozé keriileti szog:
180° — 2«

ABC<I:5=f=90°—a.

A BCD héromszogben BCD<t = 180° — a — (90° — a) = 90°.
A BCFE hurnégyszogben BCF< = 180° — BCD< = 90°, ezért a vele szem-

ben 1évé BEF< is 90°, vagyis a DEF haromszog derékszogii. Ezt kellett bizonyi-
tani.

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., Szakgimn. és Ovoda, 11. évf.) és

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

114 dolgozat érkezett. 5 pontos 91, 4 pontos 7, 3 pontos 2, 2 pontos 8, 1 pontos
6 dolgozat.

B. 4901. Térpfalvdn jdrvdny dtotte fel a fejét azt kovetden, hogy csuf korsdg
fertozott meg néhdny torpot. Szerencsére a betegségbdl minden torp egy nap alatt
megqyogyul, €s ezutdn egy mapig immunissd vdlik, dm sajnos ezt kovetden jra
fertézédhet. Az dllapot megualtozdasa mindig €jszaka, alvdas kézben kovetkezik be.
Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjik fel azt a megrigzitt szokdsukat,
hogy minden egyes nap minden bardtjukat megldtogatjik. Mdrpedig ha egy beteg torp
egy nem immunis, egészséges torppel taldlkozik, az utobbi bizonyosan megfertézddik.
Mutassuk meg, hogy ha Toérpfalvin 100 torp él, akkor a jdrvanynak a kitorését
koveté 101. napon mdr biztosan vége van.

(6 pont) BME VIK folklor

Megoldas. Jelolje By azoknak a torpoknek a halmazat, akik a legels6 napon
(a jarvdny kitorésekor) betegek. Legyen tovdbba By azoknak a halmaza, akiket
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a Bj-beli torpok (az 1. napon) megfertéznek; nyilvan a By és a By halmazok disz-
junktak. Jelolje ezutdn Bs azon torpok halmazat, akik a 3. napra megbetegednek;
ez csak gy torténhet, hogy a 2. napon megfertézédtek Bo-beli bardtaikt6l (hiszen
akkor csak azok voltak betegek). Ertelemszertien a Bs és a By halmazok diszjunk-
tak; megmutatjuk, hogy rdadasul Bs a Bi-t0l is diszjunkt. Ez abbdl kovetkezik,
hogy a 2. napon minden Bj-beli torp immunis volt, igy akkor nem fertézédhetett
meg — tehat nem tartozhat Bs-ba.

Hasonléan definidljuk a By, Bs, ... halmazokat: minden j-re legyen B; azok-
nak a torpoknek a halmaza, akik a j-edik napon betegek. Nyilvdn a Bj-beliek
a Bj;_1-hez tartozé barataiktdl kaptdk a fertézést a (j — 1)-edik napon. Megmutat-
juk, hogy a By, Bo, B3, By, . .., B; halmazok paronként diszjunktak. A j = 1,2, 3 ér-
tékekre ez vilagos; tegyiik fel, hogy igaz minden j < n-re. Vizsgaljuk ezutan B,, sta-
tuszat. A Bp-nek és a B, _;-nek nincs kozos eleme, hiszen az (n — 1)-edik napon
beteg B,,—1-beli térpok az n-edik napon éppen egészségesek (s6t, immunisak), ezért
egyikiikk sem tartozhat Bj,-be. Mivel az (n — 1)-edik napon B,,_s elemei immuni-
sak, azért egyikiik sem betegedik meg aznap, vagyis az n-edik napon valamennyien
egészségesek; tehat B, és B,_o is diszjunktak.

A B,-nek a By, By, ..., B,_3 halmazokhoz valé viszony&t tisztdzandé tegyiik
fel indirekten, hogy valamelyikiikh6z nem diszjunkt; legyen 1 < k < n — 3 olyan ér-
ték, amelyre B,,-nek és Bj-nak létezik egy kozos T eleme. Jelolje S az egyik olyan
elemét B,,_1-nek, akitél az (n — 1)-edik napon T megfert6z6dott. Az indukcids fel-
tevés szerint S sem Bp-nak, sem pedig Bj_1-nek nem eleme, azaz a k-adik napon
nem beteg és nem is immunis. fgy azonban S-et a k-adik napon megfert6zi beteg
baratja T, ezért a (k 4+ 1)-edik napon S beteg lesz, vagyis S € By11. Ebb6l kovet-
kezik, hogy B, _1 és Bp+1 nem diszjunktak, ami k +1 < n —1 < n és az indukcids
feltevés szerint lehetetlen. Ezzel allitdsunk n-re is teljesiil, tehat j minden értékére
igaz.

Ha E-vel jeloljiikk azoknak a torpoknek a halmazat, akik sosem kapjak el
a betegséget, akkor az E, By, By, ... — paronként diszjunkt — halmazok egyesitése
a 100 lakosbdl 4116 teljes Torpfalva. Ha a By, Ba, . .. B1gg halmazok egyike sem iires,
akkor Big; mar sziikségképpen az; ha pedig valamelyikiik iires, akkor az utana
kovetkez6 tobbi is. A 101-edik napon tehdt semmiképpen nincs beteg, a jarvany
véget ér.

139 dolgozat érkezett. 6 pontos 61, 5 pontos 21, 4 pontos 17, 3 pontos 17, 2 pontos 13,
1 pontos 8, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4902. Adott a sikon négy kilonbézé hosszisagu, egymdssal pdrhuzamos
szakasz, A1By, AsBs, A3Bs és AyBy. Tetszéleges 1 < i< j <4 esetén legyen
M;; az A;Bj és A;B; egyenesek metszéspontja. Mutassuk meg, hogy az MisMsy,
MisMsy és MiyMoss egyenesek eqy ponton mennek dt vagy pdrhuzamosak.

(6 pont)

Megoldas. A feladatot az (idedlis egyenessel kibOvitett) projektiv sikon,
a Desargues-tétel tobbszori alkalmazdsaval fogjuk igazolni. Ehhez néhdny defini-
ciét, és magat Desargues tételét mondjuk ki el6szor.
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1. definicié. Az ABC és A'B’'C’ haromszogek egy e egyenesre nézve (ten-
gelyesen) perspektivek, ha az AB és A'B’, az AC és A'C’, illetve a BC és B'C’
egyenesparok P, @), R metszéspontjai mind rajta vannak az e egyenesen.

Megjegyzés. Az idedlis egyenessel kibdvitett projektiv sikon két haromszoget akkor is
tengelyesen perspektivnek tartunk a definicié alapjan, ha megfelel oldalparjaik parhuza-
mosak (ekkor azok metszéspontjai mind rajta vannak az idedlis egyenesen).

2. definicié. Az ABC és A’B'C’ hiromszogek egy S pontra nézve (centrdli-
san) perspektivek, ha az AA', a BB’, és a CC’ egyenesek mind dtmennek az S pon-
ton.

Desargues tétele. Ha az ABC és az A'B’C’ hdromszigek pontra nézve
perspektivek, akkor egyenesre nézve is azok, és forditva is igaz: ha a haromszogek
egyenesre nézve perspektivek, akkor pontra nézve is azok.

Ezutan térjiink ra a feladat bizonyitasara.

Tetszéleges 1 < i # j < 4 esetén jelolje Pj; az A;A; és B; B egyenesek metszés-
pontjat (mivel a megadott szakaszok kiilonb6z6 hosszisaguak, ezért a P;; pontok
nem idedlis pontok). Legyen tovabbd az egymaéssal padrhuzamos Ay By, A2 By, A3 Bs,
Ay By egyenesek kozos (idedlis) pontja Do.

Tekintstik az A;B;A; és a B;A;By
(ahol 4, j, k tetszOleges kiilonb6z6 1 <
< 1,7, k < 4 indexek) hdromszogeket. Mivel
a két haromszog a D, pontra nézve pers-
pektiv, igy Desargues tétele alapjan tenge- Ai Bi
lyesen is perspektiv, azaz az A;B;, A;B;,
az AAJ'BIC7 AkBj, illetve az A;Ar, B;Byg A;

egyenesparok M;;, Mj; P;, metszéspont-
jai egy egyenesre esnek (lasd az dbrdt). M
Az i, §, k indexek megfelel$ valaszté- A, By

saval adédik a kovetkezé hat darab pont- \

harmasra, hogy az adott pontharmasok

mind egy egyenesre esnek: (1) Mi3, Mag, Pi2; (2) M1z, Mas, Pi3; (3) Mia, Mig, Pa3;
(4) M14, M24, P12; (5) ]\4'147 M34, 13137 illetve (6) M24, M34, P23 mind (kulon—kulon)
egy egyenesre esik.

Tovabbé mivel az A1 Ay Az és By By B3 haromszogek a Do, pontra nézve pers-
pektivek, Desargues tétele alapjan tengelyesen is perspektivek, azaz az A1 Ay, B1Bo,
az A1 A3, B1 B3, illetve az As Az, Bo B egyenesparok Pio, Pi3, Po3 metszéspontjai is
(akdr az imént) egy egyenesre esnek.

Utoljara tekintsiik az Mo My3Mag és Msy Moy My haromszogeket.

A fentiek szerint

(1 +4 :>) MisMos N My Moy = P12, illetve

(245 =) MyoMos N M1yMzs = P13 és (346 =) MyoMi3 N MayMsy = Pog,
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azaz a két haromszog a Pjo P13 Pa3 egyenesre perspektiv, de akkor Desargues tétele
alapjan az Myo M3 Moz és M3y Moy M4 haromszogek pontra nézve is perspektivek,
azaz az MioMsy, Mi3Moy és My4Mos egyenesek valéban egy ponton mennek &t.

Megjegyzés (diszkusszid). Eléfordulhat az A;, B; pontok megfelel6 vélasztdsa esetén,
hogy az az S pont, amire nézve az Mi2Mi3 Moz és Mszs M4 Mi4 hiromszogek perspektivek
az idedlis egyenes egy pontja. Ekkor — mivel projektiv sikon dolgoztunk — természetesen
az MiaMsy, Mi1sMay és Mi4Mas egyenesek parhuzamosak lesznek.

Débréntei Ddvid Bence (Pépa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12. évf.) és

Molndr-Sdska Zoltdn (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyzd, 5 pontos 1. 4 pontos
tovabbi 1 tanulé dolgozata.

B. 4903. Hatarozzuk meg azokat az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokat, ame-
lyekre teljesiil, hogy abed — 1| a+ b+ ¢+ d.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

Megoldas. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a < b<c<d. A szdm-
négyesben szerepl6 1-esek szama szerint 6t eset lehetséges.
1. eset: a, b, ¢ és d koziill mind a négy egyenl6 1-gyel.

Ekkor abcd — 1 =0, tehat a + b+ ¢+ d = 0 kellene, hogy legyen, de ez nem
teljesiil.

2. eset: a, b, c és d koziil hdrom egyenld 1-gyel. Ekkor a megoldés elején tett
feltevésiink miatt a = b = ¢ = 1. Ezt behelyettesitve ezt kapjuk: d — 1 | d + 3. Ekkor
d—1|d+3—(d—1)=4is fennsll.

Mivel d pozitiv egész, ezért a kivetkez6 lehetdségek vannak: d — 1 =1, azaz
d =2, és ez megoldas is; d — 1 = 2, azaz d = 3, ez is megoldas; végiill d — 1 = 4, azaz
d =5, ami szintén megoldds. Mivel a 4-nek csak ez a harom pozitiv egész osztoja
van, ezért itt nem lesz tobb megoldés.

Ezenttl haszndlni fogjuk a kovetkezd két osszefiiggést: ha abed — 1| a+ b+
+ c+d, akkor abed — 1 < a+ b+ c+d (ez pozitiv egészek esetén teljesiil); illetve
a+b+c+d<4d.

3. eset: a, b, ¢ és d koziil kettd egyenld 1-gyel: a = b= 1. Ekkor cd—1 | c+d+2.
Ezt az esetet tovabb bontjuk c értéke szerint.

Ha ¢ = 2, akkor felirhatjuk ezt az Gsszefiiggést:

2d —1<d+4,
d<5.

Itt a d =2,3,4,5 eseteket megvizsgalva azt kapjuk, hogy a d =2 és a d =5 ad
megoldast.
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Ha ¢ = 3, akkor ezt irhatjuk fel:
3d—1<d+5,
d<3.

Mivel ¢ < d, ezért itt csak a d = 3 eset lehetséges, ami megoldast is ad.

Ha pedig ¢ > 3, akkor ezt irhatjuk fel:

4dd—1<cd—1<c+d+2<2d+2, amibol
2d < 3.

Mivel d > 3, ezért ez nem lehetséges.

Tehat itt megtalaltuk az 6sszes megoldast.

4. eset: a, b, ¢ és d koziil egy egyenld 1-gyel: a = 1. Ekkor bed — 1 | b+ c+d+ 1.
Mivel 2 < b < ¢ < d, felithatjuk a kovetkez6 Osszefiiggést:

2.2.d—1=4d—1<bed—1<a+b+c+d=b+c+d+1<3d+1, amibél
4d — 1< 3d+1,
d<2.

N

N

Mivel d > 1, ezért itt csak a d = 2 eset lehetséges, ami ad is egy megoldast b = ¢ = 2
esetén.

5. eset: a, b, ¢ és d koziil egyik sem 1. Mivel 2 < a < b < ¢ < d, ezért felirhat6
az alabbi Osszefliggés:
2:2:2-d—1=8d—1<abcd—1<a+b+c+d<4d, amibdl
8d — 1< 4d,
4d < 1.

Ennek pedig 2 < d esetén nem lesz megoldéasa, tehat itt nincs megoldas.
Osszefoglalva, a kovetkezé megoldasokat kaptuk: a =1, b=1, c=1, d = 2;

a=1,b=1,c=1,d=3;a=1,b=1,c=1,d=5a=1,b=1,¢c=2,d=2;

a=1,b=1,c=2,d=5a=1,b=1,c=3,d=3;a=1,b=2,c=2,d=2.

Kdléczi Kristéf (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Egy masik, tobbek altal hasznélt gondolatmenet: feltessziik, hogy
a <b<c<d,amibbl abed—1 < a+b+c+d < 4d. Ebbdl abed < 4d+1 < 5d, azaz abc < 5
adddik. Innen (szintén esetszétvalasztdssal) megkaphatéak a megolddsok.

2. Tobb bekiildénél eléfordult a kdvetkezé hiba: az oszthatésdg definicidja alapjan
felirtdk, hogy (abed — 1)k = a+ b+ c+d, amibdl abedk = a+b+ c+ d+ k, tovdbba a szim-
metria miatt feltették, hogy k > d > ¢ > b > a, amibél az abedk < 5k Gsszefiiggést kaptdk.
Végiil k-val osztva az abed < 5 egyenlStlenséghez jutottak. Ezt vizsgdlva azonban nem
az Osszes megolddst kapjuk meg. A hiba ott van a gondolatmenetben, hogy k > d nem
feltétleniil teljesiil.

3. Honlapunkon egy harmadik megoldés olvashaté.

139 dolgozat érkezett. 4 pontos 81, 3 pontos 29, 2 pontos 15, 1 pontos 10, 0 pontos
4 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(583-588.)

K. 583. Egy egész szamot nevezziink primdnak, ha igaz ré, hogy az els6 szam-
jegye prim, az els6 két szamjegyének Osszege is prim, az els6 harom szdmjegyének
Osszege is prim és igy tovabb. Hatdrozzuk meg a csupa kiilonb6z6 szamjegyekbol
allé prima szamok koziil a legnagyobbat.

K. 584. A Mikuléds nagyon erés, &m puttonyaban legfeljebb 100 kg ajdndékot
bir felvinni az emeletre. A Toldi utca 6-ba hiaromféle ajandékcsomagot vitt: A, B
és C tipusut. Mind a harom fajta csomag egész kilogramm tomegii. Nyolc A-t és
nyolc B-t egyszerre fel tud vinni, de abban a kérben mar semelyik ajandékbdl sem
vihet tobbet (sem A-bdl, sem B-bél, sem C-bél). Hasonl6képpen nem terhelheti
meg jobban mér a puttonyat, ha 10 A-t, 4 B-t és 4 C-t visz fel egyszerre. Hany
kg-os lehet az A, B és C tipusu ajandék?

K. 585. Andrés felir a tdblara hdrom (nem feltétleniil kiilonb6z6) pozitiv egész
szamot, melyek 2018-nal kisebbek. Egy lépésben Andras a tdblan 1é6v6 szdmokat
(A, B és C) letorli és ezen szamok helyett az

A+B B+C A+4+C
2 7 2 2

szamokat irja fel a tablara. Ezt a 1épést Osszesen 11-szer megismételve harom olyan
egész szam van a tablan, melyek koziil az egyik a 100. Melyik a tablan 1évé mésik
két szam?

K. 586. Egy szabalyos hatszog egy belsé pontja harom egymast kéveto csics-
t6l rendre 4, 4 és 8 egységnyire van. Hany egység a hatszog egy oldala?

K. 587. A 2014, 2015, 2016 és 2017 szamok koziil hiany &ll el6 hat, nem
feltétleniil kiillonbozb paratlan szam négyzetének Osszegeként?

K. 588. Legyenck A és B olyan négyjegy(i szamok, melyekre A > B, tovdbba
A szédmjegyeinek sorrendjét megforditva B-t kapjuk. Mi lehet A — B legkisebb,
illetve legnagyobb értéke?

%

Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

160 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/3



A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1469-1475.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1469. Az ABC héromszog C csucsdbdl indulé magassdg talppontja T
(az AB oldal bels6 pontja), R pedig a szogfelez6é: AB =10, AT =3, AR =4.
Hatéarozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat.

C. 1470. Mekkora annak a két egyforma géombnek a sugara, amelyek kozép-
pontjai az egységkocka szomszédos lapjainak kozéppontjai, és érintik egymast?

Feladatok mindenkinek

C. 1471. Igazoljuk, hogy minden négynél nagyobb ketté-hatvany felirhaté két
paratlan négyzetszam kiilonbségeként. Példaul 32 = 81 — 49.

C. 1472. Egy tarsasjatékban kiilonboz6 kartyakat lehet gyiijteni, ezeken mas-
mas dolgok talalhaték. Minden kartyan az alabbi kilenc dolog koziil szerepel pon-
tosan kettd: szinek (piros, fehér vagy z6ld), elemek (levegd, fold, tiiz vagy viz),
vagy allatok (nyul vagy bérdny), de egy kategdridbdl legfeljebb egy lehet rajta.
Hényféleképpen tudunk négy kartyat kivalasztani ugy, hogy azokon Gsszesen nyolc
kiilonb6z6 dolog legyen, ha a jaték minden lehetséges lapot tartalmaz?

C. 1473. Mennyi annak a 2a alapt szamrendszerbeli abc szamnak az alapja,
amelyrdl tudjuk, hogy ¢ —b =0 —a = 1, és értéke megegyezik a tizes szamrendszer-
beli (29a” + 9a + 9)-cel?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1474. Az ABC hegyesszogl haromszog magassagainak talppontjait jelolje
P, Q és R, amelyek az oldalakat BP : PA=1:2 és AQ : QC = 3 : 1 aranyokban
osztjak. Hatarozzuk meg, hogy R milyen ardnyban osztja a BC oldalt.

C. 1475. Legfeljebb mekkora lehet egy egységnyi sugari gombbe irt henger
palastjanak felszine?

%

Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A B pontversenyben kititizott feladatok
(4939-4947.)

B. 4939. Mutassuk meg, hogy egy konvex 2018-sz6get nem lehet haromszo-
gekre darabolni gy, hogy minden keletkezé haromszog szogei fokokban mérve egé-
szek legyenek.

(3 pont)
B. 4940. Milyen értékeket vehet fel az x + y + z Osszeg, ha

ot 4 4yt + 1621 4 64 = 32227

(3 pont)

B. 4941. A hegyesszogli ABC hiromszog koriilirt korének O koézéppontjat
tiikrozzitk a magassagok talppontjaira. Igazoljuk, hogy e hiarom pont altal meg-
hatdrozott kor ugyanakkora sugard, mint az ABC haromszog koriilirt kore.

(4 pont)

B. 4942. A nemzetkozi kombinatorikai konferencidra érkezé szdz matemati-
kust egy szallodaban helyezik el, ahol a szobak egytol szazig vannak megszamozva.
A recepcids azt tervezi, hogy a matematikusokat érkezésiik sorrendjében az adott
sorszamu szobéaba kiildi. Az elsének érkezd vendégnek viszont elfelejti a megfeleld
utasitast megadni, igy 6 a szobdk koziil véletlenszertien valaszt egyet. Végiil a recep-
ciés a tobbieknek azt az utasitast adja, hogy az érkezési sorszamuknak megfelel$
szobat egyesével foglaljak el; illetve ha az mar foglalt, akkor valasszanak a sza-
bad szobdak koziil egyet tetszés szerint. Hanyféleképpen koltézhettek be a szobakba
a vendégek?

(4 pont) Javasolta: Faragd Andrds és Kaspdri Tamds (Paks)

B. 4943. Egy téglatest alaku tégla egyik lapjanak mindegyik csicsdban van
egy-egy hangya. A hangydk mindegyike a szemkozti csticshoz, azaz a sajat csu-
csahoz tartozo testatld masik végpontjaba szeretne eljutni. At tudnak-e menni
a hangydk a tégla felszinén a szemkozti csiicsba gy, hogy az utvonalaik ne messék
egymdst és mind a négy hangya a leheté legrovidebb uiton haladjon?

(4 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

B. 4944. Jelolje t egy konvex S sikidomba irt (valamely) maximalis teriilet
haromszog teriiletét, mig T az S koré irt (valamely) minimédlis teriileti hdromszog

teriiletét. Mekkora a % hédnyados maximuma?
(5 pont)
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B. 4945. Hatdrozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre
1-2°4+2.28 +3.224 . 4p.2"!

négyzetszam.

(5 pont) Németh Ldszlé (Fonydd) javaslata alapjan

B. 4946. Az f(z) valds egyiitthatds polinomra igaz, hogy minden, 10-es szdm-
rendszerben 5-re vagy 8-ra végz6d8 k pozitiv egész esetén f(k) értéke egész szam.

a) Igazoljuk, hogy f(0) egész szdm.

b) Mutassunk példat olyan f(x) polinomra, amire a fenti feltételek teljesiilnek,
de f(1) nem egész szam.

(6 pont)

B. 4947. Igazoljuk, hogy egy kockat a keletkez6 darabok egybevagdsagdatol
eltekintve egyféleképpen lehet pontosan 6t darab tetraéderre darabolni.
(6 pont)

%

Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

£

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(719-721.)

A. 719. Legyen ABC nem egyenl6szari haromszog koriilirt korének, illetve
beirt korének kozéppontja O, illetve I. Az A-val szemkoztes hozzéirt kor BC-t
Aq-ben érinti, a B-vel szemkoztes hozzdirt kor C' A-t Bi-ben érinti, tovabbé a C-vel
szemkoztes hozzairt kor AB-t Cy-ben érinti. Legyen P az AB;Cy haromszog ma-
gassdgpontja, H pedig az ABC haromszog magassagpontja. Igazoljuk, hogy ha M
a PA; felez6pontja, akkor HM és OI parhuzamosak.

Javasolta: Michael Ren (Andover, Massachusetts, USA)

A. 720. Egy pozitiv egész szdmot elevennek neveziink, ha van 1010"" _n4l
nagyobb primosztéja. Bizonyitsuk be, hogy ha S eleven pozitiv egészekbél 4llé
végtelen halmaz, akkor létezik olyan végtelen T részhalmaza, melynek barmely
véges nemiires részhalmazaban az elemek Osszege eleven szam.
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A. 721. Legyen n > 2 pozitiv egész szam, tovabba aq, as, . .., a, olyan pozitiv
valés szamok, melyek Osszege 1, négyzetosszege pedig S. Mutassuk meg, hogy ha
2

b, = % (i=1,...,n), akkor tetszdleges r > 0 mellett

7

n a n bz
Y
— (1 — ai)r ; (1 — bz)

1

£

Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 451. Kukac-robot egy szamsoron szeretne végighaladni, végigkiszni. A ro-
bot onnan kapta a nevét, hogy mozgéisa a kukacokéra emlékeztet. A kiszas két
fazisbdl all: eldszor 6sszehlizza magat ugy, hogy testének elsé része helyben marad
a szamsoron és a végét elére hizza, amig csak lehet; majd mésodszor forditva, tes-
tének utolsé pontja marad egy helyben és el6re kinyulik, amig a szabalyok engedik.

Szabalyok:

— Osszehtizott allapotban a Kukac-robot alatt 16v6 szamok Gsszege legaldbb K,
és a lefedett szamok szdma kettonél nem lehet kevesebb.

— Kinyujtott allapotban legfeljebb L lehet az alatta levé szamok Gsszege és nem
nytlhat 6t szamndl hosszabban.

— A Kukac-robot indul6 helyzete: az els6 két szamon helyezkedik el 6sszehtizott
allapotban. (A kezddééllapotra a szabdlyokat nem kell vizsgdlni.)

— Beérkezésnek szamit az a kinyujtott allapot, amikor a szdamsor utolsé tagjat
lefedi.

Készitsiink programot i451 néven, amely meghatarozza, hogy Kukac-robot
végig tud-e menni a szamsoron és ha igen, akkor legkevesebb hany 1épésben.

A program standard bemenetének elsé sordban 3 szdm van: N (10 < N <
< 10000) a szdmsor hossza, K (2 < K < 20) dsszehuzott allapotban a Kukac-robot
alatti és L (K < L < 45) a kinytjtott allapot alatti szdmok &sszege. Az ezt kovetd
sorban a szamsor tagjait adjuk meg szokozzel elvalasztva, azaz N darab szamot z;
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A program irja ki a standard kimenetre, hogy legkevesebb hany megnyulas

alatt kuszik at a Kukac-robot a szamsoron. Ha nem tud a szdmsoron végigkuszni,
akkor a kimenet legyen -1.

Példa a bemenetre Kimenet
12 10 30 5
678049989118
10 9 17 -1
2802248821

Bekiildend6 egy tomoritett i451.zip allomédnyban a program forraskédja és

rovid dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasillomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

I. 452 (E). A feladat a brit Nemzeti Statisztikai Iroda altal 2017. jilius 10-én

kozzétett, az Egyesiilt Kirdlysagban dolgozé kelet-eurdpai vendégmunkasokrdél sz61é
felmérésének feldolgozasa tablazatkezel6 program segitségével.

1.

Nyissuk meg a honlapunkrdl letoltheté eu_angliafelmeres.txt tabuldtorok-
kal tagolt UTF-8 kddolasu szovegfajlt a tablazatkezel6 program munkalapjara
az Al-es cellatol kezd6déen. Munkankat 1452 néven mentsiik el a tablazatke-
zel6 alapértelmezett formatumaban.

. Irassuk ki képlet segitségével a D2:D29-es tartomanyban az eredeti forrasban

haszndlt jelléseket (EU8, EU15, EU Other) az aldbbiak szerint:

EUS 2004-ben csatlakozott orszagok
EU15 2004 el6tt csatlakozott orszagok
EU Other | més évben csatlakozott orszagok, valamint Malta és Ciprus

A 31. sortdl kezd6dGen a forras tobbi részében az angol orszagneveket cseréljiik
le a megfelel6 magyar orszdgnevekre.

Az egyes orszagokat a brit Nemzeti Statisztikai Iroda tobb szempont alapjan
hasonlitotta 6ssze. Mi hét szempontot fogunk vizsgalni, melyeket az A oszlop-
ban 1év6 Osszehasonlitds sz6 vezet be. Szdmozzuk meg ezeket 1-t61 kezddéen
a kovetkezd formatumban: 1. 8sszehasonlitds, . . . , az utolsé a 7. dsszehasonlitds
legyen.

Az 1. 6sszehasonlitds az EU8 orszagokbdl érkezett vendégmunkasok szama-
nak életkor szerinti eloszlasat tartalmazza. Hatarozzuk meg korosztdlyonként
a 39. sorban, hogy melyik orszagbdl érkezett a legtobb vendégmunkas. Jelenit-
siik meg az orszag neve alatt a 40. sorban, két tizedesjegy pontossaggal, hogy
ez az adott korosztaly hany szazaléka.

A 2. 6sszehasonlitdst koveté A47-es cellaba szamitsuk ki, hogy Gsszesen hany
ezer 6 érkezett Anglidba 2011-ig az EUS8 és EU14 orszdgaibdl.

A 3. osszehasonlitdas C50-es celldja a 1664 éves korosztaly létszamat tartal-
mazza. Az alatta 1év6 sorokban szamitsuk ki, hogy hény 6t jelentenek a meg-
adott szazalékok orszagonként.
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8. A 4. Osszehasonlitas alatt feltételes formazas segitségével jeloljiikk meg piros
hattérrel azon ipardg nevét, ahol a legnagyobb, és kék szinnel, ahol a legkisebb
az eltérés az EUS és a tobbi orszdg munkavallaldi kozott.

9. A J60-as celldba irjuk be: ,,EUS orszagon kiviil”. Szamitsuk ki az alatta 1évo cel-
lakban a , Kiskereskedelem és vendéglatas”, a ,,Gyéari munka”, valamint a ,,Pénz-
iigy” teriiletén mennyi az EUS orszagain kiviili orszagokbdl érkezett vendég-
munkdsok szdma. (Szlovénia nem szerepel a felsorolasban jogi problémék mi-
att.)

10. Az 5. 6sszehasonlitds adatai alapjdn hatdrozzuk meg, hogy melyik két orszag
kozott volt legtobbszor a legnagyobb kiilonbség az egyes utazasi tipusokat
tekintve. frjuk ki képlettel a két orszdg nevét az AT77-es cellaba, valamint
az eltérések szamat az A78-as celldba.

11. A 6. 6sszehasonlitdasndl — az aldbbi mintanak megfeleléen — vélaszoljunk a ko-
vetkez6 kérdésre: az Anglian kiviil, més EU-s orszdgokban él6 angol népesség-
nek hany szazaléka van 15-64 év kozott, és ezek hany szazaléka van abban
az orszagban, ahol egyébként a legtobb angol él, és ez melyik orszag.

A B €
79 6.8

80 Angol églek az EU mas agail év szerinti a (f6) kevesebb, mint 15 éves] 15-29 év k&zé#_
81 [Csehorszag 294@{ 357 f(':i
82 Magyarorszag 24716 729f5
83 |Lengyelorszag 171 lé] 28116
84 Szlovakia 247@‘ 198 6!
85 |[Esztorszag 4415 1326
86 Szlovénia 341_61 2315
87 Lettorszag 17 £6) 39 f6,
23 Litvania 18 6] 2816
89 |Az Bsszes kint é16 né é -a van 15-64 év kozott, amibél % -ban.

12. A 7. tsszehasonlitdsndl a 28 napndl rovidebb utazdsokat hasonlitjuk ossze.
Adjuk meg az A97-es cellaban, hogy melyik orszag esetén legkisebb az eltérés
az oda beutazé angol nemzetségliek és az onnan Anglidba beutazék szama ko-
z6tt. (Az Anglidba érkezé utazdk utazdsainak szdmat az 5. Osszehasonlitasnél
taldljuk.)

13. Készitsiink diagramot, amely ¢sszehasonlitja az angol nemzetségiiek Litvani-
aba, illetve a litvanok Anglidba torténd, 28 napnél révidebb utazasainak sza-
mat. A diagram az Osszehasonlitdst ,,vakacidk”, ,latogatdsok”, ,iizleti ut”, és
»egyéb” kategdridanként szemléltesse. A diagram héttere legyen Litvénia zédsz-
laja, a betliszint igy vélasszuk meg, hogy minden adat olvashaté legyen.

Bekiildend6 egy tomoritett i452.zip dllomanyban a megoldast ad6 tabla-
zatkezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacid, amely megadja a felhasznalt
tablazatkezeld nevét és verzidjat.

Forras: https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/
populationandmigration/internationalmigration/articles/livingabroad/
migrationbetweenbritainandtheeu8 (utolsé letoltés: 2017-11-26).

I. 453. Feladatunk egy sikbeli bolyongds szimulacidéja és az eredményének
megmutatasa. Egy N x M méretli négyzethald celldiban egész szamok vannak.
A cellak jelent6s részében a 0, mig néhény celldban a —5 vagy +5 talalhaté. Ezeket
a celldkat megjeloljiik, és a benniik 1év6 szamot rogzitjiik, vagyis nem fog valtozni
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a szimuldcié soran. A kezdetben nulla értékii celldk mindegyikébél elindulunk, és
egy ideig véletlenszeriien bolyongunk a cellak kozott, amig meg nem érkeziink egy
megjelolt cellaba. Ekkor a kezdetben nulla értéki cella szamahoz hozzaadjuk annak
a megjelolt cellanak a szamat, ahova eljutottunk.

Ezt a bolyongast minden, kezdetben nulla értéki cellabdl S-szer végezziik el,
tehat az ilyen celldk szdmértéke S-szer fog valtozni. A bolyongds sordn minden
esetben egy cellardl egy vele csicsban vagy oldalandl érintkez6 szomszédos cellara
lépiink. Ha az S-szeri bolyongdst minden nem megjelolt cellara elvégeztiik, akkor
a szimuldci6é véget ér. Ekkor minden megjelolt cella értékét megszorozzuk S-sel.
Az igy kialakult szamértékekhez rendeljiink linedrisan egy szinskalardl szineket, és
a kapott képet jelenitsiik meg grafikusan.

A program bemenete a négyzethalé mérete (50 < N, M < 100), az egy cellabdl
indulé bolyongdsok széma (50 < S < 1000), valamint a nem nulla kezd8értékii
celldk széma (1 < Z < 100), és soronként egy-egy megjeldlt cella koordindtéi és
—b vagy +5 értéke.

A feladat megolddsaként a versenykiirasban szerepld eszkozokkel elkészithetd
alkalmazdsok mellett a webes vagy mobil applikdcidkat is elfogadjuk. A bemeneti
adatok egyszerii bevitelét az alkalmazas jellegétél fiiggéen lehessen megadni.

Bekiildendo egy i1453.zip tomoritett allomanyban a program forraskédja és
a miikodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabba a hozzd kapcsolédd felhaszndléi
dokumentacid, valamint a leiras, amely tartalmazza, hogy a forrdsallomany melyik
fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

I/S. 25. Egy cégnél N ember dolgozik sszesen P projekten. Egy ember t&bb
projektcsoportnak is tagja lehet, de egynek biztosan tagja. A vezetOség meg akarja
hivni egy taldlkozora a lehetd legtobb olyan munkatarsat, akik koziil senki nem
dolgozik egy mésik meghivottal sem k6z6s projekten. Sajnos a vezet&ség nem tudja
megallapitani, hogy legf6ljebb hany meghivott lesz, ezért segitségiinket kérte. Ké-
szitslink programot, amely a projektcsoportok tagjainak ismeretében meghatarozza
a meghivottak legnagyobb szdmat. A munkatarsakat pozitiv egész szdmokkal azo-
nositjuk.

A program standard bemenete N és P értéke, majd a kovetkez6 P sor mind-
egyikében egy-egy projekten dolgozé munkatéirs azonositéja szerepel szdkozzel el-
valasztva. A program adja meg a standard kimeneten a meghivottak létszamanak
maximumat.

Példa (az Gjsor karaktereket / jeloli):

Bemenet Kimenet
86/12/728/45/643/57/ 15/ 3/

Korldatok: 2 < N < 1000, 2 < P < 1000.

Ertékelés: a megoldéas lényegét leiré dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N és P értékek esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen beliil.
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Bekiildend6 egy is25.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskédja.

S. 124. Kertész baratunk telke téglalap alaku, oldalainak hossza a és b egy-
ség. A kertre teritsiink gondolatban egy egység oldali négyzethalét. Bardtunk sze-
retné a kert bizonyos részeit egység nagysagu, négyzet alaku jarélapokkal lefedni,
hogy a kertben utakat hozzon létre. A jarélapok a négyzethdld egy-egy négyzeté-
ben helyezkednének el. A kert egyik kivalasztott sarkdban lenne az elsé jardlap,
és a szemkozti sarkaban az utolsé. A jarélapokon szépen &t lehetne sétalni az elsé
jardlaprol indulva a szemko6zti sarokba. Szabdly, hogy az egyik jarélaprol a masikra
csak akkor 1éphetiink, ha oldalaik érintkeznek, illetve séta kézben mindig tavolod-
nunk kell az elsé jarélaptdl. A kertész szeretné gy elhelyezni a jardlapokat, hogy
a lehetséges sétak szama éppen egy elore kitaldlt k érték legyen. Ugyanakkor sze-
retné az utak létrehozasahoz a legkevesebb jardlapot vasarolni, de sajnos nem tudja
meghatdrozni, hogy ez mennyi legyen. Készitsiink programot, amely megadja ezt
a legkisebb értéket.

A program standard bemenete a telek a és b mérete, illetve a lehetséges sétak
k szama. A program adja meg a standard kimeneten

=2 2= > a k-féleképp sétalhaté utak koziil a legkevesebb jaré-
4 lappal rendelkez6 utakhoz sziikséges jarélapok szamat,
illetve —1-et, ha nem lehetséges k-féleképp bejarhatd
T uthalézatot késziteni. A mellékelt dbra a lenti példa
-1 egy lehetséges megoldasat szemlélteti, illetve egy sétat
mutat a nyilakkal.
Példa:
Bemenet Kimenet
4 6 10 14

Korldtok: 2 < a,b < 20, 2 < k < 106,

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacio 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasido alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,

amely csak kisebb bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 masodpercen
beliil.

Bekiildendo egy s124.zip tomoritett dllomanyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forrdaskédja.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.

g

168 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/3



Beszamolé a 2017. évi E6tvis-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat 2017. évi Eotvios-versenye oktéber 13-dn
délutan 3 drai kezdettel tizennégy magyarorszagi helyszinen* keriilt megrendezésre.
Ezért kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigye-
lettel a segitségiinkre voltak. A versenyen a hirom feladat megoldasdra 300 perc
all rendelkezésre, barmely irott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznélhatd, de (nem
programozhatd) zsebszamolégépen kiviil minden elektronikus eszkéz haszndlata ti-
los. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanulék, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 42 versenyzé
adott be dolgozatot, 15 egyetemista és 27 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasat.
o

1. feladat. Az 1. abran ldthatd, d
oldalhosszusdgu, négyzet alaki asztallap
A sarkdndl eqgy m tomegi, kis pénzérme
nyugszik. Az asztal B sarkdhoz egy hor-
gdszzsindr eqyik végét rogzitjik, majd
a zsinort az érmén ,dtvetve” az asz-
tal C' sarkdhoz rigzitett szemescsava-
ron vezetjik dt. A zsinor szabad végét
igen lassan hizni kezdjik addig, amig
az érme végil leesik az asztalrol. Az asz-
tallap és az érme kozotti csiszdsi sur- 1. dbra
loddsi egytitthato p, mdshol a surlddds
elhanyagolhato.

a) Hol esik le az érme az asztalrél?
b) Becsiiljiik meg, mennyi munkdt végeztink a folyamat kézben!
Adatok: m =77g, d=1,0m, u=0,3.

(Vigh Maté)

Megoldés. A pénzérmére hdrom erd hat: a két zsinérszarban haté erd, va-
lamint a pénzérme és az asztal kozott fellépd csuszasi surlédési erd. A pénzérmét
lassan mozgatjuk, a gyorsulasok elhanyagolhatok, igy a harom er6 eredéje jo ko-
zelitéssel nulla. A zsinér nem sirlédik a pénzérmén, igy benne mindenhol azonos
nagysagu eré hat. Ebbol kovetkezben a pénzérme mindig a zsindrszarak pillanat-
nyi szoglelezéjének irdnyaba fog mozogni (hiszen a cstszdsi surlddési eré mindig
a sebességgel ellentétes irdnyd). Ennek a sebességvektornak mindkét zsindrszdrra

*Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm.
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ugyanakkora a vetiilete, igy a két zsinérszar mindig azonos mértékben rovidiil —
tehat a hosszaik kiilonbsége a mozgas soran nem fog véltozni.

a) Ennek alapjan:

\/id—dzl'g—l'l

és T+ a0 =d,

ahol x1 és xo a két zsinérdarab hossza, amikor a pénzérme eléri az asztal szélét.

Az egyenletrendszert megoldva megkapjuk, hogy a pénzérme az asztal B sar-

katol
2
T] = (1 — {) d ~ 0,293 m

tavolsagra esik le az asztalrol.

b) A munkavégzés megegyezik a strlédasi munka abszolit értékével. Mivel
a sarlédasi erd allandd, igy a munka a sarlédasi erd és a pénzérme altal befutott
s ut szorzata:
W = pumg - s.

A két zsindrszar hosszanak kiilonbsége dllando, tehat a pénzérme egy hiperbolaiven
fog mozogni. (A hiperbola fékuszai az asztal B és C sarkai.) A hiperbolaiv hosszét

elemi uton nem tudjuk meghatarozni — ezért is kért a feladat becslést —, de alsé és
felsé kozelitést adhatunk ra.

A

- D Alsé becslés az asztal A sarkdt és a leesés
A\

‘ L pontjat 6sszekotd egyenes szakasz hossza (2. dbra):
W\

N\ Smin = \/d? + 22 ~ 1,042 m,
W\

fels6 becslés pedig az A és L pontokon dtmend és
T a BC szakaszt merélegesen metsz6 korvonal hossza.
B i

A kor sugara egyszerii geometriai megfontoldsok
2. dbra alapjan:

_d? o

~ 1,854
2$1 ’ m,

amibdl a keresett ivhossz:

d
max = Raresin — ~ 1,056 m.
S arcsin R m

Léthatjuk, hogy a két érték elég kozel van egyméshoz. (A hiperbolaiv hosszét
szamitégéppel numerikusan is kiszdmolhatjuk, akkor s &~ 1,048 m-t kapunk.)

Ezek alapjén, valamint a megadott adatokkal és g = 9,81 m/ s>-tel a keresett
munkavégzés:

0,0236J < W < 0,0239 J.

170
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2. feladat Egy gombkondenzdtor fegyverzeteinek su-
gara R és 3R. A gomboket rovidre zdrjuk, és a nagyobb
gombat lefoldeljik. A két fémgomb kozitt eqy @Q ponttol-
tést mozgatunk dllandd v sebességgel sugdarirdnyban kifelé %
(3. dbra).
Mekkora dram folyik a gombdket Gsszekitd vezeték-
ben, amikor a mozgd toltés éppen féluton”, a gombdok ko-
zéppontjdtdl 2R tdvolsdgban van? (A révidrezdrd vezeték
elektrosztatikus terét ne vegyiik figyelembe!)

(Gndadig Péter)

3. dbra

I. megoldas. A feladat nehézsége abban rejlik, hogy a fémgémbok eredetileg
fenndllé gbmbszimmetridjat elrontja a @ ponttoltés jelenléte. Emiatt a gémbokon
kialakulé toltéseloszlas erGsen inhomogén lesz, és az elektromos mez6 szerkezete
is meglehet6sen bonyolult. Szerencsére a toltéseloszlds meghatarozasa elkeriilhetd,
amint azt az aldbbi megoldasban latni fogjuk.

Jeloljiik a kis fémgomb pillanatnyi toltését gi-gyel, a nagyobb gombét go-vel,
a ponttoltés pillanatnyi tavolsdgdt a gombok kozéppontjatdl pedig r-rel! A kisebb
fémgomb potencialja a foldelés miatt nulla, és mivel a fém ekvipotencilis, ugyanez
a kozéppontjdra is igaz. A gombokon elhelyezkedd toltések azonos (R, illetve 3R)
tavolsagra helyezkednek el a gombok kozos kozéppontjatdl, ezért itt a potencialt
konnyen felirhatjuk:

(1) AT S R

R""r "U3R
A nagy gombon kiviil a foldelés miatt nincs elektromos tér (a belsd toltések terét
a nagy gomb teljesen ledrnyékolja), igy a Gauss-térvény értelmében a rendszer
Ossztoltése nulla:

(2) Q+q +qg=0.

A fenti két egyenletbél a kisebb gomb toltésének abszolut értéke kifejezhetd r fiigg-
vényében:

® at)=-(32-3)e

Mivel a gombok 6ssztoltése allandé (—Q), igy a ponttoltés mozgédsa kozben csak
a gombok kozotti vezetékben folyik aram, a foldbe juté vezetékben nem. A kis
gbmbre vonatkozd kontinuitasi egyenletbdl a gombok kozott folyd dram derivaldssal
(vagy a kis megvéltozdsokra érvényes formuldk segitségével) meghatdrozhaté:

7 dg; dr dgy dgi 3 QUR
= = — —— =) = — 5
dt dt dr dr 2 72
az aram irdnya pedig a kis gémb felé mutat. Tehdt az aramerdsség értéke, amikor
a ponttoltés éppen r = 2R tavolsdgra van a gombok kézéppontjatol:

3 Qu
[=:S%
8 R
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II. megoldas. Az els6 megoldas kulcsa az volt, hogy észrevettiik: a poten-
cidl értéke konnyen kiszamithaté a gombok kozos kozéppontjdban. Az (1) és (2)
egyenletekhez mas mddon, a szuperpoziciés elv segitségével is eljuthatunk.

Képzeljiik el, hogy a gombok kozéppontjatol r tavolsagra elhelyezkedd @ pont-
toltést gondolatban N-edrészére csokkentjiik. Ekkor a gombok ¢ és go toltése is
N-edrészére cstkken. Forgassuk el ezt az elrendezést a gdbmbok kozéppontja koriil
egy kicsit, és szuperpondljuk ra az eredeti elrendezésre! Igy mér két Q/N ponttoltés
helyezkedik el a kdzépponttdl r tdvolsdgra, a gdmbok toltése pedig rendre 2g; /N és
2g2/N. Ismételjiik meg ezt az eljardst még (N — 2)-szor gy, hogy végiil dsszesen
Q toltés legyen az r sugaru gombfieliileten, a lehetd legegyenletesebb elrendezo-
désben. Az N — oo hatdresetben a ponttoltést ilyen médon végiil , szétkenhetjiik”
egy 1 sugaru, egyenletes feliileti t6ltéssiirliségii, ) Ossztoltést gobmbhéjja, mikoz-
ben a fémgdmbok g1 és go toltése valtozatlan marad. Ennek az az elénye, hogy
az eredeti feladatot visszavezettiik egy konnyebb, gdmbszimmetrikus problémaéra.

Ismert, hogy egy egyenletesen toltott gombhéj potencidlja kiviil gy szamit-
haté, mintha a gomb toltése a kozéppontjaban dsszpontosulna, beliil pedig ugyan-
akkora, mint a gomb feliiletén. A legkiils, foldelt gomb feliiletén tehét a potencialt
a hdrom (q1, @ és go toltésii) gobmbhéj potencidljanak osszegeként kaphatjuk meg:

¢ Q (2

kSR +k3R +k3R =0,

ami ekvivalens a (2) egyenlettel. A kis gomb feliiletén a (szintén nulla) potencidlt

teljesen hasonldéan, harom tag Osszegeként irhatjuk fel: a legkiils6 gémb jaruléka

kq2/(3R), a ,szétkent” ponttoltésé kQ/r, mig a legbelsé gombé kq;/R. Ez végiil

az (1) egyenletre vezet. Az (1) és (2) egyenletek birtokdban a végeredményhez
az 1. megoldassal azonos médon juthatunk el.

Megjegyzés. Az egyik mésodik dijat nyert versenyz6, Marozsdk Tébids egy harmadik
Uton oldotta meg a feladatot. Ismert, hogy ha egy foldelt, vezetd gombhéj kozelébe egy
ponttoltést helyeziink, akkor a gobmbon megosztott toltések helyettesitheték egy, a gomb-
feliilet ponttoltéssel atellenes oldalan elhelyezett tiikortoltéssel. Ennek a tiikortoltésnek
a nagysaga és helyzete kiszamolhaté abbdl a feltételbol, hogy a gomb teljes feliilete nulla
potencidli. A feladatban szereplé két, koncentrikus gémbhéj esetén a @ toltést el6szor
,tikrozniink” kell mindkét gombre, majd az igy kapott tiikortoltésekkel is folytatni kell
az eljarast. Végiil valtakozo el6jelil tiikortoltések végtelen sorat kapjuk a kis gémbon be-
lill és a nagy gombon kiviil. A kis gdmbon beliili tiikortoltések ossztoltése (azaz q1) egy
geometriai sor felosszegzésével kiszdmithatd, és igy kozvetleniil a (3) egyenlethez jutunk.
Bar ez a mdédszer matematikailag sokkal nehezebb, mint a fenti két, részletesen ismerte-
tett megoldds, elvben lehet8séget ad a gdmbok kozott kialakuld elektromos tér (legaldbb
numerikus) meghatdrozaséra is.

3. feladat. Egy 30 mm sugard, homogén, témaor tveggolyo igen hosszi ideje
forrdsban lévd vizbe meril. A golydt hirtelen jeges vizzel telt edénybe meritjik 30 md-
sodpercre, majd onnan kiemelve hészigeteld edénybe helyezziik. (A vizeseppeket gyor-
san letordljik.) Becsiiljik meg, mennyi lesz az tiveggolyd egyensilyi hémérséklete
hosszi 1d6 elteltével!

Tovébbi adatok: Az diveg stiriisége 2500 kg/m?, fajhéje 830 J/(kgK), hé-
vezetési tényezdje 0,95 W/(mK).
(Vigh Mdté)
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I. megoldas. A hosszu ideje lobogd vizbe meriil6 golyd belsejében a hémérsék-
let mindenhol 77 = 100 °C-os. Amikor a golyét a To = 0 °C-os, jeges vizbe tessziik,
akkor annak kiils6 része kezd el el6szor lehiilni, majd ez a ,hidegfront” halad foko-
zatosan a goly6 belseje felé. A hészigetel$ edénybe helyezve a golyd belsd energidja
mar nem valtozik tovabb, csak annyi torténik, hogy a hémérséklet a belsejében ki-
egyenlitddik. Vajon mekkora tipikus £ mélységig hatol be a hidegfront a golydba
30 masodperc alatt? Elképzelhetd, hogy csak a golyd legkiils6, vékony ,kérge” hiil
le a jeges vizben, de az is, hogy szinte az egész golyé lehil, csak a kozepe tajan
marad meleg (4. dbra).

T

Tz T2

4. dbra

A goly6 belseje és a jeges vizzel érintkezd (0 °C-os) felillete kozotti hévezetést
a Fourier-torvény irja le, amely analég a fémek elektromos vezetését leir6 Ohm-
torvénnyel (5. dbra). Mig egy dllandé A keresztmetszetli, Az hosszisdgu egyenes
vezetékben foly6 elektromos dram (I) a vezeték végei kozotti AU potencidlkiilonb-
séggel ardnyos, addig ugyanezen vezetékben terjedd héaram (Ig) a AT hémérséklet-
kiilonbséggel aranyos:

1 AU AT

ahol 1/p a vezeték anyagdnak elektromos vezetSképessége (a fajlagos ellendllds
reciproka), A pedig a h6vezetési tényezo.

A I:(>I 0 A )

U Az Uz T Az T

5. dbra

Sajnos golyé (gombgeometria) esetén a Fourier-torvény matematikai alakja
a fentinél bonyolultabb. Tovabbi nehézség, hogy a feladatban a hémérsékleteloszlas
nem &llandé (nem staciondrius), hanem a hédram hatdsira idében valtozik. Ilyen
koriilmények kozott reménytelen a feladatra matematikailag egzakt valaszt adni.
Megprébalhatjuk azonban dimenzionalis megfontolasokkal kitaldlni, hogy hogyan
fligg a hidegfront £ behatolasi mélysége az ido6tél.
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Elsé 1épésként vizsgaljuk meg, milyen mennyiségektél fliigghet £. Természete-
sen fiigg az id6tdl, ezen kiviil fiigg még a golyéd A hévezetési tényezdjétdl (rossz
hévezetd esetén £ lassabban novekszik), az iiveg o slirliségétél és ¢ fajhsjétol. A go-
ly6 R sugara is fontos paraméter lehet, de ha £ < R (azaz a jeges vizbe merités
ideje viszonylag rovid), akkor a hidegfront terjedésére lényegében nincs hatéssal
a golyo véges mérete. Mi a helyzet a golyd kozepe és a feliilete kozotti hémérséklet-
kiilonbséggel? A Fourier-térvény szerint kétszer akkora hémérséklet-kiilonbséghez
kétszer akkora hoaram tartozik, de ekkor a golyo egyes rétegeinek lehtitéséhez sziik-
séges hoelvonas is megkétszerezddik. Tehat a hidegfront id6beli terjedését nem,
csupén a ,,magassagat” befolydsolja AT = T — Ty értéke.

Keressiik tehdt a £ behatolasi mélységet a kovetkezd alakban:
E~ AP,

ahol a, B, v és § dimenziétlan konstans kitevok. A jobb oldalon allé6 mennyiségek
mértékegységei:

kg - m kg m?
[)‘]_Wv lo] = [c]_ﬁa [t] =s.

m3’

Ezekbdl csak egyféleképpen ,keverhetiink ki” méter dimenziéjui mennyiséget:

&(t) ~ o

Egy dimenzidtlan faktor erejéig most mér ismerjiik a £(t) fiiggvényt, de vajon mi az
aranyossagi tényez6? Nem tudjuk, de varhatéan egységnyi nagysagrendii, és mivel
becslésrol volt szd, vegyiik 1-nek! A megadott adatok alapjan tehat ¢ = 30 s alatt
a ,hidegfront” behatolasi mélysége:

At
x| — =~ 3,7 mm,
co

ami majdnem egy nagysagrenddel kisebb a golyé R = 30 mm-es sugarandl. El6zetes
feltevésiink, mely szerint £ sokkal kisebb R-nél, utélag beigazolédott.

A T, egyensilyi hémérsékletet becsiiljiik gy, hogy a & vastagsdgi kéreg hé-
mérséklete To = 0 °C, azon beliil pedig 77 = 100 °C. A hémérséklet kiegyenlitodését
kifejez6 egyenlet:

%w(R —&°Ty + %w[R:)’ — (R~ 5)3} Ty = %wR?’TOO,

amib6l £ < R felhasznéldsaval (csak a &-ben elsbfoki tagokat tartva meg) megkap-
juk a goly6 egyensulyi homérsékletét:

3
Too ~T) — Eg(T1 —Ty) ~ 63 °C.

Mivel becslésrél van szo, ezért az eredmény mésodik értékes jegyét nem szabad
nagyon komolyan venniink.
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II. megoldas. Hasznaljuk a Fourier-térvényt, és kozelitsiik a hémérséklet-
profilt a 6. dbra bal oldaldn lathatd, szakaszonként linedris fiiggvénnyel! (Kénnyen
belathatd, hogy egy ilyen homérsékletprofil kés6bb nem marad szakaszonként line-
aris, de ez a becslésiink érvényességét nem befolydsolja majd.)

T L€ T
T1‘

T "R r T

6. abra

A vérhatéan kis £ behatoldsi mélység miatt a problémat kezelhetjiik egy-
dimenzidsként (azaz golyd helyett egy végtelen féltér esetét vizsgdljuk). Tegyiik
fel, hogy t id6 utéan a ,linedris hidegfront” szélessége £. Ekkor a golyé belsejébél
a jeges vizbe dtmend hédram nagysaga (teljesitmény):

(4) Ip = JWEL ; 23

Ez a kidramlé teljesitmény okozza At id6 alatt a hidegfront A szélesedését (6. dbra
jobb oldala):

T+ T
2

IoAt = coA |THAE + &l — coA

A )

ahol a behatolédsi mélységnek megfeleld rész energidjat a szélein mért hémérsékletek
atlaganak segitségével fejeztiik ki. Ebbél rendezés utdn addédik:

T, -1, %

(5) I = coA 5 Ap

A hédramokra kapott (4) és (5) dsszefiiggéseket egyenlévé téve kapjuk:

ene= 2at
co

Osszegezziik fel ennek az egyenletnek mindkét oldalit! Ekkor a jobb oldalon
a vizbe merités t ideje, a bal oldalon pedig £2/2 jelenik meg (ezt beldthatjuk pl.
egy Osszenyomott rugéban tarolt energia analégidjival vagy integréldssal). Tehat
a ,linearis hidegfront” behatolasi mélysége az id6 fiiggvényében:

A
€)= 2\/; ~ VA,

ami egy 2-es faktor erejéig egyezik a dimenzidanalizis eredményével.
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A hémérséklet kiegyenlitédését kifejezd egyenlet (& < R kozelitésben):

4 T +T 4
Sr(R—€PTy + 4nR2e T2 L SopsT
3 2 3
ebbél
3
Ty =Ty — %(Tl —Ty).

Végiil a szakaszosan linearis hémérsékletprofilra levezetett £ behatolasi mélységet
felhasznalva kapjuk a becslés végsé formulajat:

3 At

Az adatokat behelyettesitve T &~ 63 °C egyensulyi hémérséklet adddik, egyezésben
a dimenzidanalizissel kapott értékkel.

S

Az iinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2017. november 24-én dél-
utédn keriilt sor az ELTE TTK Konferenciatermében. Meghivast kaptak az 50 és
25 évvel ezel6tti E6tvos-verseny nyertesei is. Jelen volt a 25 évvel ezel6tti dijazottak
kozil Gefferth Andrds, Maulis Addm és Pdlfalvi Ldszlo, akik az akkori feladatok
ismertetése utan roviden beszéltek a versennyel kapcsolatos emlékeikrol és pélya-
jukrdl.

Ezutan kovetkezett a 2017. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemuta-
tésa. Az 1. feladat megoldasat Tichy Géza, a 2. feladatét Vankd Péter, a 3. feladatét
Vigh Mdté ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Solyom Jend,
az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat elnoke adta &t.

Mindharom feladat helyes megoldasaért elsd dijat és Eotvos-érmet nyert
Kovacs Péter Tamas, a Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimnazium érettségizett
tanuléja, Pdlovics Robert és Juhdsz Tibor tanitvanya, aki jelenleg a BME fizikus
hallgatoja.

Két feladat helyes megoldasaért mdsodik dijat nyert Marozsdk Tdbias,
az Obudai Arpad Gimnazium 12. osztdlyos tanuléja, Gartner Istvin tanitvanya.

Egy feladat helyes megoldasaért harmadik dijat nyert Németh Balazs, a Bu-
dapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimndzium 12. osztalyos ta-
nuldja, Dvordk Cecilia és Csefké Zoltdn tanitvéanya, valamint Németh Rébert,
a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimndzium érettségizett
tanuléja, Horvdth Gdbor és Szokolai Tibor tanitvanya — az ELTE fizikus hallgatdja.

Egy feladat lényegében helyes megolddsaért dicséretet kapott Fajszi Bulcsii,
a Budapesti Fazekas Mihdaly Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gimnazium 10. osztalyos
tanuléja, Horvdth Gdbor és Csefkd Zoltdn tanitvanya; Fehér Szilveszter, az Obu-
dai Gimnazium érettségizett tanuldja, Fehér Gabriella tanitvanya — az ELTE fizikus
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hallgatéja; Gyulai Marton, a miskolci Foldes Ferenc Gimnézium 11. osztélyos ta-
nuléja, Pdl Mihdly és Zdamborszky Ferenc tanitvanya; Kiirti Zoltan, az ELTE Apa-
czai Csere Janos Gyakorlé Gimnéazium és Kollégium érettségizett tanuléja, Zsigri
Ferenc tanitvanya — az ELTE fizikus hallgatéja; Mocskonyi Mirkd, a szentendrei
Ferences Gimnazium érettségizett tanuldja, Adolf Géza és Borbély Venczel tanitva-
nya — az ELTE fizikus hallgatéja; Olosz Adél, a PTE Gyakorl6 Altaldnos Iskola,
Gimnézium és Szakgimnazium 11. osztalyos tanuldja, Koncz Kdroly és Kotek Laszlo
tanitvanya; Simon Daniel Gabor, a Kecskeméti Banyai Julia Gimnéazium 12. osz-
talyos tanuldja, Bakk Jdnos tanitvanya; Szakaly Marcell, a Budapesti Fazekas
Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimndzium 12. osztalyos tanuldja, Csefkd Zol-
tdn és Dvordk Cecilia tanitvanya, valamint Téfalusi Adém, a Debreceni Fazekas
Mihaly Gimnéazium 11. osztalyos tanuldja, Tdfalusi Péter és Zamborszky Ferenc
tanitvanya.

Az els6 dijjal Zimanyi Gergely adomanyabol 63 ezer, a masodik dijjal 45 ezer,
a harmadik dijjal 25 ezer forint pénzjutalom jart, a dicséretesek konyv- és targy-
jutalmat, a dijazottak tanarai pedig a Typotex Kiadé konyveit kaptdk. A verseny
megszervezését az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat a MOL tdmogatdsabol fedezte.

Tichy Géza, Vanké Péter, Vigh Maté

Megoldasvazlatok
a 2018/2. szam emelt szintii fizika gyakorlé feladatsorahoz

Tesztfeladatok

1 2 3 14| 5 6 T8[9 |10 |11 |12 | 13 | 14 | 15
AJA/D | B|C|D|A|C|A|D A C A | D C

Szamolasos feladatok

1. a) Osszesen négy eré hat a testre, ketté vizszintes és kettd fiigg6leges.
Fiiggbleges irdnyban az mg nehézségi er6 és az asztal N tartdereje kiegyenlitik
egymast. A vizszintes erdk egyike az F' fondlerd, a masik pedig a cstszasi sur-
16dési erd (Fy = uN = pmg ~ 0,25 - 0,6 kg- 10 5 = 1,5 N). Ezek eredéje szolgal-
tatja a centripetélis erét (Fep, = % = 1,2 N). Tudjuk, hogy a centripetdlis erd
a kor kozéppontja felé mutat, a csuszasi surlédési erd pedig a sebességgel ellenté-
tes, vagyis a korpalya érintéje menti. Ennek alapjan a fonédlerérol megallapithatjuk,
hogy a strlédési erével vektorosan Gsszeadva megkapjuk a centripetélis erét, vala-
mint a vektordsszeadas olyan derékszogli hdaromszoget eredményez, amelynek egyik
befogdja a surlédasi erd, atfogdja a fonalerd és masik befogdja a centripetalis erd
(1. dbra). Az F fondlerd nagysagat a Pitagorasz-tétel segitségével szamithatjuk ki:

F=\/F2+F2~152+122N=19N.
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oldalnézet feliilnézet

N
v F
<—[LC]—->
mg

1. dbra

b) A fondlerd és a test sebességvektora kozotti szoget a tangensfiiggvény segit-
ségével szamolhatjuk ki:
Fep 1,2
F, 15

tga = = 0,8,

amibdl a = 38,7°.

¢) A fondler6 pillanatnyi teljesitményét nem egyszeriien a fondler6 és a se-
besség szorzata adja, mert ezek a vektorok nem egyiranyuak. Csak a sebesség-
vektorral parhuzamos eréosszetevd (1,5 N) végez munkét, a merdleges komponens
munkdja, és igy a teljesitménye is nulla. Ezért a fonaler6 pillanatnyi teljesitménye:
1,5 N-1m/s=15W.

Megjegyzés. Mivel a sebesség allandd, a mozgdasi energia nem valtozik, a fondlerd
munkéajat tehdt teljesen felemészti a surlodasi veszteség.

2. a) Alkalmazzuk a hosszi egyenes vezetd mégneses terére vonatkozé Gssze-
fliggést:
Vs 20 A
1077 —

e =133-107% T.
Am 27(3-1072 m) 3310

B= Moi =A4r
27y
b) Lényegében az eldzé Osszefiiggést kell alkalmaznunk (ami az Ampere-féle
gerjesztési térvénybdl kovetkezik), azonban csak azt az dramot kell figyelembe
venniink, ami az r < R =1 mme-es sugdron beliil folyik. Mivel az aramstiriiség
a vezet$ keresztmetszete mentén azonos, és a feliilet a sugar négyzetével ardnyos,
igy a kérdéses sugaron beliil folyé aram:

2
I(ry=1I(R) - iz
Ennek felhasznélasdval a kovetkez6 egyenletet irhatjuk fel:
2
I I(R) 1z I(R)-r
B=133-103T=pp+ — — gy » — 2 R VW ° _
,33-10 HO " oy T HO 27 Ho o Rr?
A% 20 A) - T
:47T.10—775.<—)T2 — (4 ) o,
Am  27(1-10-3 m) m

amibél a kérdéses sugarat egyszertien leolvashatjuk: 7 = 0,33 - 1072 m = 0,33 mm.
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3. A feladat a) és b) részének megolddsa Gsszekapcsolddik. Irjuk fel az ellen-
allasokat a nyugati és a keleti oldalra; mindkét esetben a dupla kabelellenallashoz
sorosan kell hozzdadnunk az dtvezetés ellenalldsit (2. dbra):

_ T 10 km —z _
100 Q2 R 200 Q2
_ T 10 km —z _
2. dbra

Q
1009:2'(13 )-x—i—R,
km

200 Q =2- (13 Q) - (10 km — z) + R.
km

a) Ha a két egyenletet kivonjuk egymdsbdl, kiesik az R ellendllds, és a-re egy
els6foki egyenletet kapunk:

100(2:2609752£

T
km

amelynek megoldasa: x = % km = 3,1 km.
b) Ha z-et akdrmelyik fenti egyenletbe behelyettesitjitk, megkapjuk az dtveze-
tés ellenalldsat: R = 20 €.

4. a) A megadott 10 pm = 107'' m-nek meg kell felelnie az elektronok
de Broglie-féle hullamhosszanak:
h

)\elektron =
p

ahol h a Planck-allandé és p az elektronok impulzusa, amit igy méar konnyen
kiszamithatunk:

-1 —34 . k
h  6,63-107" Js —6.63-10-23 gm

p=m-v= = =
)\elektron 10 1 m S

Ha a fenti képletben 1év6 m tomeget az elektron nyugalmi tomegének tekintjiik,
akkor az elektron sebességére

p _ 603107 Hm —729.10" 2
m  91-1031 kg "’ s

v =

értéket kapunk, ami a fénysebességnek kozel negyedrésze. Ha az elektron energidjat

2
egyszeriien az %mv2 mozgdsi energiaként szdmitjuk ki (vagy haszndlhatjuk a ;—m

Osszefiiggést is), akkor az elektron mozgdsi energidjara a kovetkezd értéket kapjuk:
2

1 2 p
va = =

1 2
= (9,1-107% kg) (7,29 107 E) ~24-107% J = 15 keV.
2m 2 S
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Megjegyzés. Egy szézalékon beliil azonos eredményre jutunk akkor is, ha a mozgasi
energiat relativisztikusan szdmoljuk:

2
Emozg. = —F/7— —mc = p202 + (mc2)2 - m02 ~ 2,4 . 10_15 J =15 keV.

b) Az ugyanekkora (10 pm) hullimhosszisdgu fotonok energidja:

¢ —34 3'108?,\, —14 k
Efoton:h-f:h~X:(6,63-1O Js)mr\anO J =125 keV.

Megjegyzés. A feladat a) és b) része egymastdl fiiggetleniil is megoldhaté.

¢) A mikroszképoktdl elvarjuk, hogy ne tegyék ténkre a prepardtumokat,
amelyeket benniik vizsgalunk. Tudoményosabban megfogalmazva az elvaras az,
hogy a mérémiiszer minél kevésbé befolyasolja a vizsgdlando6 targyat, jelenséget.
Ezért az elektronmikroszkop latszik alkalmasabbnak, mert annak kisebb energidja
elektronokra van sziiksége, mint a fénymikroszképnak.

Megéllapithatjuk azonban, hogy hidba kisebb az elektronok energiaja az ugyan-
akkora hulldimhossziisigi fotonokéhoz képest, a 2,4-1071% J = 15 keV energisju
elektronok is nagy romboldst tudnak végrehajtani (f6leg az atomok kiilsé és ko-
zéps6 elektronhéjain), tudomédnyosan megfogalmazva ezek az elektronok rugalmat-
lanul szérédnak az atomi elektronokon. Ezért az elektronhéjak mintdzatat még nem
sikeriilt kozvetlen médon megfigyelniink.

A 10 pm hulldmhosszisagu fotonok a kemény rontgensugarzas tartomanyaba
esnek (energidjuk 125 keV koriili). Még nem taldltdk meg annak a mdédjat, hogy
ezeket a rontgensugarakat fokuszaljak, vagyis mai tudasunk szerint réntgenlencsék,
és igy rontgenmikroszképok sem 1éteznek.

Honyek Gyula
Budapest

Fizika feladatok megoldasa

P. 4958. Egy urdnércdarabban 200 millié 233U atom taldlhatd. Az 233U izotdp
felezési ideje 1,6 - 10° év, és 22°Th-ra bomlik, melynek felezési ideje 7,8 - 103 év. Ez
tovdbb bomlik **Ra-ra, melynek felezési ideje 15 nap. Becsiiljik meg az urdnércda-
rabban levd 22°Ra atommagok szdmdt!

(5 pont) Orszdgos Szildrd Led Fizikaverseny, Paks
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Megoldas. Mivel az urdn felezési ideje sokkal nagyobb, mint a tériumé, az pe-
dig sokkal nagyobb, mint a radium felezési ideje, vagyis

Ty > Ty > T1Y,

az urdn aktivitdsa (idegység alatt bekovetkezd bomldsok szdma) dllandénak te-
kintheto:
N(0)”

TlU/2

)YV xa(0)” =n2

Elegendden hosszu id6 elteltével radioaktiv egyensily (dn. szekuldris egyen-
suly) all be: id6egység alatt ugyanannyi atommag bomlik el az egyik fajtdbol, mint
amennyi a bomlasi sor azt megeléz6 tagjabol keletkezett. Egyensiilyban a bomlasi
sor egyes tagjainak aktivitdsa megegyezik:

NU NTh NRa
aV =a™ = o™, vagyis T = o = oRa
Ty Tipp 1o

Innen a rddium atommagok (atlagos) szdma az urdnércdarabban:

Ra
NRa o T1/2 NU -~ 15 nap

T, 1,6 - 106 év

Hajnal Daniel Konrdd (Eger, Dobé 1. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

- (200 - 10°%) ~ 51.

Megjegyzés. A végeredmény fiiggetlen a térium felezési idejétdl; annak megaddséra
csak azért volt sziikség, hogy lassuk: a radioaktiv egyensily feltétele teljesiil.

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Tsk. és Gimn., 11. évf.)

33 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 12, hidnyos
(2-3 pont) 2 dolgozat.

P. 4969. Két lapos tekercs kézds szim- ;
metriatengelyen, egymdstél h tdvolsdgra L
az abran ldthato mddon helyezkedik el.
A tekercsek menetszdma Ny, illetve No, su-
garuk R és r (r < R), valamint Iy, illetve
I erdsségi daram folyik bennik. Mekkora h
erdt fejt ki egqymdsra a két tekercs?

(6 pont) A Kvant nyomdn
Ny

Megoldas. A két tekercs kozott hatd
er6 vonzo hatdsi, ha a két dram (I; és I) R i Evh
koriiljarasi irdnya megegyezik, ellenkezo i
esetben pedig ugyanakkora nagysagu, de

taszité. A tovabbiakban harom kiilonb6z6 megolddst mutatunk a feladatra.
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I. megoldas. Az elrendezés forgdsszimmetridja miatt a két tekercs kozott hato
ered0 er§ a szimmetriatengellyel parhuzamos, igy elegend6 csak az ilyen irdnyu
eroket Osszegezniink.

A nagy tekercs éltal a kis tekercs helyén létrehozott magneses térnek ten-
gelyiranyi B) komponense, illetve radilisan kifelé mutaté B, komponense van
(1. dbra). Vegyiik észre, hogy a AF = I - AL x B képlet szerint tengelyiranyt erdt
csak B, okoz, azaz feladatunk ennek a komponensnek a meghatarozasa.

By (h)

1. dbra 2. dbra

Ismeretes, de a Biot—Savart-térvény segitségével kénnyen le is vezethet6 (et-
t6l itt most eltekintiink), hogy a nagy tekercs altal a tengely mentén, a tekercs
kozéppontjatdl h tavolsdgban keltett mégneses indukcié nagysaga

By(h) = LN (0 + R2)

Vegyiink fel egy igen kicsiny Ah magassdgi, r sugari hengerfeliiletet (koa-
xidlisan) a kis tekercs koré (2. dbra). Tekintettel arra, hogy r < R és Ah < h,
a magneses indukcié nagysdga a henger alap- és fedSlapjan, illetve az oldalpaldst
mentén dllandonak vehet6. A henger felsé lapjan a mégneses indukcié nagysaga
egy kicsiny A B-vel kiilonbozik az alaplap menti indukciétol:

emiatt a korlapokon be- és kilépd mégneses fluxus nem egyezik meg. A teljes (zart)
hengerfeliileten kiléps Osszes magneses fluxus viszont (a mdgneses tér forrdsmen-
tessége miatt) nulla:

By(h + Ah) r2r — By (h) r?r + 2rrAh B, =0,
ahonnan megkaphaté a szdmunkra érdekes (sugdrirdnyd) komponens:

AB 3
BJ_ = _27” =~ */j/()IlNle’f'h(h? + R2)

—5/2
2 Ah 4 '

182 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/3



Megjegyzés. Az utolsé 1épés jogossdgat a kicsiny mennyiségek hianyadosanak differen-
cialhdnyadossal torténd kozelitésével lathatjuk be:

de a Newton-féle (1 +¢)™ = 1 + ne (ha € < 1) kozelitd képlet is eredményre vezet:

3 3 —3/2
2 2175 o (12 2\ —3/2 ~ (B2 2\ =75 2hAh ~
[(h+ Ah)” 4+ R7] (h* 4+ 2hAK + R7) (h* + R%) (1+7h2+R2

—5/2

_3 (1 3 2hAh

—3/2
~ (PR (15 5 - R2> = (h* + R*)™"" — 3hAR(R? + R?)

A kis tekercsre haté ered6 er6 (kihaszndlva, hogy a tekercs minden pontjaban
AL meréleges B | -re):

3 -
F=) AF=5LNB1Y Al= 5#011]2N1N2R2r2h(h2 +R2)

II. megoldas. Mivel a két tekercs egyforma nagysagu erét fejt ki egymasra,
a feladat megoldashoz szamolhatjuk a kis tekercs dltal a nagy tekercsre kifejtett
erot is.

Minthogy r < R, a kis tekercs magneses tere kozelitheté egy
m = IQNQ . 7“271'

nyomatéki magneses dipdlus terével.

Bontsuk fel az m vektort két kom-
ponensre a 3. dbrdn lathaté moédon.
Az egyes komponensek altal létreho-
zott magneses indukciévektorok nagysa-
gét (B, illetve Bg) és irdnyat kénnyen
meghatarozhatjuk a dipélustél L =
= +vh? + R? tdvol 1évé P pontban, hi-
szen ezek a Gauss-féle féhelyzeteknek fe-
lelnek meg. B; nagysaga az I. Gauss-
féle f&helyzetre (a dipdl tengelyére esd
pontokra) vonatkozé ismert képlet (lasd
az 1. megolddst) alapjan:

_ poma 1 |

B
! or L3

1M Cos

—3/2
2 '

(h* + R?)
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B, nagysdga a II. Gauss-féle f6helyzetre (a dipdl tengelyére merdleges sikban elhe-
lyezkedd pontokra) vonatkozé képlet alapjén:

1
By = Homa NlmSlmﬂ( R2) 3/2.

dr I3 47

Megjegyzés. A 11. féhelyzetben a magneses indukcié By vektora ellentétes irdnyu
az meg dipélnyomatékkal, az 1. f6helyzetben viszont B; és m, azonos irdnyd vektorok.
B2 nagysaga — ugyanakkora L tavolsag és ugyanakkora dipélnyomaték esetén — éppen fele
Bi-nek. Mindezt pl. a Biot—Savart-torvény alkalmazasaval lathatjuk be, ha azt a 4. dbrdn
lathato kicsiny, dramjarta korvezetd, vagyis az me = I LApAL nyomatéki mégneses dip6l
P pontbeli terének kiszamitasara hasznaljuk. A magneses indukcidhoz csak a két kis koriv
drama ad jarulékot, és az eredd tér nagysdga:

B _ ol (LAp (L+AL)ApY _ polAp (1 1 N
T ar L2 (L+AL? )~ 4 \L (L+AL))"

ol ApAL _ Hom2 1
Ry A L3

AL
L

mo P
© w
I ® B
4. dbra

A 3. dbra alapjan a keresett radiilis indukcidkomponens nagysaga

3u0m(

Bl:Blsinc,zhLBgcosgp*4 h2+R2) 3/2 sin @ cos p =

2E0 1, Ny R h (k2 + R2) T2,

pom o poy-3/2 R r _ 3po
P2+ R =
w N S AV i

= w

és végiil a nagy tekercsre haté ero:

F=2RrhiN\ B = %M011]2N1N2R21"2h(h2 + R2)75/27r.

ITI. megoldés. A feladat energetikai megfontoldsokkal is megoldhaté. Legyen
a két tekercs onindukciés dllandéja rendre Ly és Lo, a kolesonos indukcids egyiitt-
hatdjuk pedig M. (A koélcsonds indukeiérdl és a magneses tér energidjarol lasd még
Gnadig Péter: A kolcsonds indukcio c. cikket a KoMalL 2001. évi 2. szamaban, il-
letve Szdsz Krisztidn: Két parhuzamosan kapcsolt idedlis tekercs eredd induktivitdsa
c. cikket a K6MaL 2011. évi 9. szdmdaban és a KéMaL honlapjin. — A Szerk.)

A két lapos tekercs kolesonos indukcids egyiitthatéjat konnyen meghatéroz-
hatjuk, ha a nagy tekercs altal létrehozott magneses indukciévektort a kis tekercs
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altal hatdrolt korlapon &llandénak tekintjiik. (Ez a feltevés r < R miatt jogos.)
A kis tekercsen athaladé magneses fluxus:

Q10 = N2r27rB”(h) = %11N1N2R2T2 (h2 + R2)73/2,

és igy a kolesonos indukcids egyiitthato:

_ D10 _ Hom

—3/2
I 2 '

M(h)

NiNoR*r? (h* + R?)

Lathato, hogy a kolesonos indukcids egyiitthaté fiigg a tekercsek tavolsagatol, mig
az onindukcids egyiitthatok nyilvan fiiggetlenek h-tol.

A rendszer mégneses terének energigjat az
Lo 1. 0
E= §L1I1 + 5[/2]2 +MILI,

kifejezés irja le. Ha a két tekercs kozotti tavolsdgot egy kicsiny Ah értékkel meg-
noveljiik, mikézben F' nagysdgu hizderdt fejtiink ki, akkor W = FAh > 0 munkat
végziink. Ek6zben a rendszer magneses terének energiaja

AE =111, AM(h)
értékkel megvaltozik. Els6é gondolatunk az lehet, hogy a munkatétel szerint

AE

AE =W, vagyis F= NE

Ez azonban nem lehet igaz, hiszen h novelésekor E(h) csokken, {gy AE < 0 nem
egyezhet meg a W > 0 munkaval.

A hiba forrasa a kovetkezo: mikozben a tekercseket eltavolitjuk egymastol,
a benniik foly6 aramot csak kiilsé fesziiltségforrasok segitségével tarthatjuk allandé
értéken, és ezen fesziiltségforrasok altal leadott energiat nem vettiik figyelembe
az energiamérleg felirasanal. Ha a munkatételt helyesen akarjuk alkalmazni, akkor
vagy ki kell szamitanunk a kiilsé aramforrasok energialeadasat, vagy — egy ,,triikkk”
alkalmazdsaval — energetikailag zartta kell tenniink a rendszert. A tovabbiakban
a masodik maddszert kovetjiik.

A tekercseket, amelyekben kezdetben I és I aram folyt, oly mértékben le-
hiithetjiik, hogy szupravezetokké valjanak. Ekkor az aramok fenntartdsahoz nincs
szitkség kiils6 fesziiltségforrasra, tehat a tekercsek kivezetéseit akar rovidre is zar-
hatjuk. A tekercsek kozott haté erd nyilvan csak az aramok nagysagatol fiigg, attol
nem, hogy milyen hémérsékletiiek (milyen vezetéképességiliek) a vezetékek.

Tévolitsuk el gondolatban a két leh{itott (szupravezetévé tett) tekercset egy-
mastol egy kicsiny Ah tavolsdggal. A rendszer most energetikailag zért, tehat
az altalunk végzett W = FAh munka a méagneses energia AFE megvaltozasdval
lesz egyenld. Mivel a szupravezetd tekercsek magneses fluxusa nem valtozhat meg
(ellenkezé esetben fesziiltség indukdlédna, és az ,végtelen nagy” dramot inditana
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el benniik), a tekercsek eltdvolitdsa kozben nemcsak M, hanem Iy és Iy is véltozni
fog. A tekercsek fluxusa, vagyis

(I)l =L1]1—|—M12, illetve @2 :L212+M11

alland6 marad, vagyis

Ly - AL+ 1o - AM+ M - Aly, =0,
tovabba

Lo -Aly+ 1 - AM + M - Al =0.
Ha a fenti egyenletek bal oldalanak I, illetve Is-szorosét kivonjuk a mégneses
energia

AE = L1 AL + Lolo ALy + LIZWAM + M (L1 ALy + LAL)
megvaltozasabdl, azt kapjuk, hogy
AE =—-L11AM > 0.
(A helyes eredmény csak egy elGjelben tér el a naiv, hibds gondolatmenet eredmé-
nyétol.)
A kolesonos indukeids egyiitthatd kicsiny megvaltozasat az I. megolddsban al-

kalmazott mddon (differencidlszémitédssal, vagy a Newton-formula alkalmazésaval)
szamithatjuk ki:

3 .
AM = =2 NiNo R?r?h(h? 4 R?) " Ah,

és igy a keresett vonzdero:

AM 3
F=-NL=o =+ h NN, R h(h + B?)

Marozsdk Tébids (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 12. évf.)

10 dolgozat érkezett. Helyes Elek Péter, Marozsdk Tébids, Olosz Adél és Téfalusi
Adédm megoldédsa. Hidnyos (1-3 pont) 6 dolgozat.

—5/2

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 376. Egy félliteres, vizzel teletoltott miianyag palackot a kupakjan atmeno,
a szimmetriatengelyére merdleges vizszintes tengely koriil ingaként meglengetiink.
Mérjitk meg az inga lengésidejét kiilonboz6 kezdeti kitérések esetén! Viltozik-e
az eredmény, ha a vizet megfagyasztjuk?

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
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G. 629. Naszreddin Hodzsa véllara vette nehéz taskéjat, ugy szallt fel a sza-
marara. Megkérdezték téle, miért nem rakja a taskat a szamarara? Ezt valaszolta:
»Az bizony éllatkinzés lenne, épp elég nehéz vagyok én is a szegény pardnak.”

a) Miért hibés ez a vélasz?

b) Rajzoljuk fel a torténetben szerepld testekre haté erdket!

(3 pont)

G. 630. Miért homort egy forgé edényben 1évo viz feliilete?
(3 pont)

G. 631. 30 g tomegl rézhuzal végeire 1,2 V fesziiltséget kapcsolunk, ennek
hatdsara 2 A erdsségii aram folyik at rajta. Mekkora fesziiltséget kell kapcsolnunk
egy ugyancsak 30 g tomegt, kétszer olyan hosszi rézhuzalnak a végeire, hogy azon
is 2 A er6sségli aram folyjon keresztiil?

(3 pont)

G. 632. Egy 900 km/h sebességgel haladé repiil6gép masodpercenként 4 liter
tizemanyagot (kerozint) hasznél fel. Mekkora utat tesz meg percenként az az autd,
amelyik 100 kilométerenként 6,4 liter benzint fogyaszt, és 5 éra alatt annyi benzinre
van sziitksége, amennyi kerozint kilométerenként fogyaszt a repiil6gép?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5012. A phjongcshangi téli olimpidn a magyar férfi rovidpdalyas gyorskor-
csolyavalté 5000 méteren 6 perc 31,971 masodperces rekordidével olimpiai bajnok
lett. A 111,12 m hosszi rovidpalyas gyorskorcsolyapalya két 8,5 m sugari félkorbél
és az azok végpontjait 6sszekoto egyenes szakaszokbdl all. Becsiiljitk meg, mekkora
szogben délnek be a korcsolydzok a kanyarokban!

(4 pont) Kozli: Frei Zsolt, Budapest

P. 5013. Az dbrdn lathaté, R=1 m
sugari gytirtibol és konnyti, kicsi kerekek-
kel felszerelt kiskocsibol all6 szerelvény to-
mege m. A gylri aljaba egy szintén m to-
megi, pontszeri testet helyeziink. A tes- m
tet pillanatszertien vy sebességgel elindit- O O
juk. Mekkora vg, ha a kocsi éppen felemel-
kedik a talajtdl, amikor a test a gytirii legfels6 pontjdba keriil? A sirlédds mindeniitt
elhanyagolhaté.

(5 pont) Kozli: Berke Martin, Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimndzium

P. 5014. Mekkora sebességgel kellene felloni egy lovedéket a Holdon, hogy
emelkedési magassaga elérje a Hold sugaranak p szazalékat? Legyen elGszor p = 1,
azutan p = 10, végiil p = 100. Mindharom esetben 2 értékes jegy pontossaggal adjuk
meg az eredményt!

(4 pont) Példatari feladat nyomdn
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Pontversenyen kiviili feladat: Lepkeszarnyak szinei.

A feladat a KoMaL honlapjdn taldlhaté meg (http://www.komal.hu/
cikkek/fizika-mtaek/fizika-mtaek.h.shtml).

Bekiildési hataridé: 2018. dprilis 10. A feladat az MTA Energiatudomanyi
Kutatékozpont tamogatasaval keriil kittizésre.

P. 5015. Az 55 Cancri nevii csillag tomege és atmérdje megegyezik a Napéval.
Legbels6 bolygdja, a Janssen keringési ideje minddssze 17,76 6ra. Adjuk meg a csil-
lag és a bolygd atlagos tavolsagat csillagaszati egységben, amely a Nap és a Fold
atlagos tavolsagal

(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

P. 5016. Egy homogén tomegeloszlasi rid fekszik a vizszintes asztallapon.
A rudat az egyik végén hatd, a riddra mindenkor merdleges erével lassan fliggo-
leges helyzetbe akarjuk hozni. Legalabb mekkora a surlédasi egyiitthaté a rad és
az asztallap kozott, ha a rid a feldllitds kozben nem cstszik meg?

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5017. Egy 10 literes bojlerbe olyan kis teljesitményii fiitétestet épitettek,
hogy az ne legyen képes a vizet forraspontig melegiteni. A viz teljes felmelegedése
utan a fltést kikapcsolva a viz hémérséklete az els6é percben 1 °C-kal csokken.
Mekkora a fiitotest teljesitménye, ha a bojler vizértéke 3 kg?

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn

P. 5018. Ha a tiizel6t nem kélyhaban égetjiik el, hanem egy hoéerégép tiizte-
rében, a hoerdgéppel pedig egy hészivattyut hajtunk meg, akkor a lakasba tobb
h6 juthat, mint amennyi a tiizel6 elégetésekor keletkezik. Legyen a lakas a ho-
er6gép als6 hotartalya, valamint a hészivattyu fels6 hotartalya. A hoszivattyu alsé
hotartalya lehet az utca levegoje. Tegyiik fel, hogy a héerégép hatédsfoka 7, a hoszi-
vattyurdl pedig tételezziik fel, hogy héerdgépként mitkddtetve ny hatasfokd lenne.
Szamitsuk ki, hogy a tiizel6 elégetésekor felszabadulé hének hanyszorosa keriil igy
a lakasbal

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5019. Fiiggéleges irdanyd, homogén, 2 - 1072 T indukciéji magneses mez6-
ben a vizszintessel 30°-0s szogben mozog egy 1,5 eV energidju elektron. Hanyszor
metszi mozgasa kozben ugyanazt az indukciévonalat, mig 20 cm-t siillyed?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5020. Egy erny6n 1évé kor alakd nyilast az ernyére merdleges, koherens 1é-
zerfénnyel vilagitunk meg. Az erny6tdl tavolabb, az optikai tengelyre merélegesen
egy CCD-érzékel6 lemezt helyeztek el. Hany szazalékkal csokken az optikai tenge-
lyen 16v6 pixel megvildgitdsa (a rd esd fény intenzitdsa), ha a nyflds 1/6-4t egy
atlatszatlan, korcikk alakid lemezzel eltakarjuk?
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lézerfény

N

CCD pixel
¢

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5021. Legfeljebb mekkora energidra tehet szert egy — kezdetben &llénak
tekinthet6 — elektron, ha egy 1 MeV mozgési energiaju masik részecskével iitkozik,
amennyiben ez a részecske

a) proton;
b) elektron;
¢) pozitron?

(4 pont) Kozli: Frohlich Georgina, Budapest

P. 5022. Két fonal koziil az egyik L, a masik 2L hosszisagi. A fonalak végein
azonos, m tomegl, pontszertinek tekinthetd testek vannak. A testeknek azonos,
Q toltése van. Egyensuly esetén mekkora szoget zarnak be a kozos pontban rogzitett
fonalak?

Adatok: L=20cm, m=1g, Q=2,8-10"7 C.
(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2018. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

ES

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 3. March 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 160): K. 583. An integer
is said to be a prime-rose if its first digit is a prime, the sum of the first two digits is
also a prime, the sum of the first three digits is also a prime, and so on. Find the largest
prime-rose number in which all digits are different. K. 584. Santa Claus is very strong,
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but he can only carry a maximum of 100 kg of presents in his sack. In a large apartment
building, he was to deliver three different kinds of presents: A, B and C. The mass of
each type of present is a whole number of kilograms. He can carry eight A and eight B at
the same time, but in that case he cannot take any further piece (neither A, nor B or C)
in that round. Similarly, he cannot take anything further if he carries ten A, four B and
four C. How much may each of the presents A, B and C weigh in kilograms? K. 585.
Andrew wrote three (not necessarily different) positive integers on a blackboard, each of

them smaller than 2018. Then he erased these numbers (A, B and C), and replaced them

with A—SB, B+C A;C He repeated this procedure 11 times altogether. As a result, one

of the three numbers on the board is 100. What are the other two numbers? K. 586. The
distances of an interior point of a regular hexagon from three consecutive vertices are 4, 4
and 8 units. How long are the sides of the hexagon? K. 587. How many of the numbers
2014, 2015, 2016 and 2017 can be expressed as a sum of squares of six not necessarily
different odd numbers? K. 588. Let A > B be four-digit numbers such that B is obtained
by writing the digits of A in reverse order. What are the smallest and largest possible
values of A — B?

New exercises for practice — competition C (see page 161): Exercises up to
grade 10: C. 1469. The foot of the altitude drawn from vertex C of a triangle ABC
is T', an interior point of side AB. The angle bisector drawn from C intersects AB at R.
Given that AB = 10, AT = 3 and AR = 4, find the lengths of the sides of the triangle.
C. 1470. What is the radius of two touching congruent spheres centred at the centres
of two adjacent faces of a unit cube? Exercises for everyone: C. 1471. Prove that
every power of two greater than four can be expressed as the difference of two odd square
numbers. For example, 32 = 81 — 49. C. 1472. A certain game involves collecting cards
with various things on them. Each card has exactly two of the following 9 things: colours
(red, white, or green), elements (air, earth, fire, or water) and animals (rabbit or sheep).
A card shows at most one of each category. In how many different ways is it possible to
select four cards such that there are eight different things on them, provided that the
game contains all possible combinations? C. 1473. The number abc is expressed in base
2a notation. What is the base if c—b = b— a = 1, and the value of abc equals 29a + 9a + 9
in decimal notation? Exercises upwards of grade 11: C. 1474. Let P, Q and R denote
the feet of the altitudes of the acute-angled triangle ABC. Given that BP: PA=1:2
and AQ : QC = 3 : 1, find the proportion of the pieces formed by R on side BC. C. 1475.
What is the largest possible area of the lateral surface of a cylinder inscribed in a unit
sphere?

New exercises — competition B (see page 162): B. 4939. Show that a convex
2018-sided polygon cannot be dissected into triangles in which the angles in degrees
are all integers. (3 points) B. 4940. What may be the value of the sum z 4y + z if
2t 4 dy* 4 162" + 64 = 32xy2? (8 points) B. 4941. The centre O of the circumscribed
circle of an acute-angled triangle ABC' is reflected in the feet of the altitudes. Prove that
the circle formed by the three reflections has the same radius as the circumscribed circle
of the triangle. (4 points) B. 4942. The one hundred mathematicians participating in an
international combinatorial conference were all housed in the same hotel. The receptionist
was originally planning to place them in the order of their arrival in the rooms numbered 1
to 100. However, he forgot to give that instruction to the guest arriving first, who has thus
chosen a room at random. So the receptionist instructed all the other guests to take the
room with their number in the order of arrivals, or, if that room has already been taken,
to select any other room they like. How many possible arrangements of the guests in the
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rooms are there? (4 points) (Proposed by A. Faragé and T. Kdspdri, Paks) B. 4943.
There is an ant at each corner of a given face of a rectangular brick. Each ant wants to get
to the opposite vertex of the cuboid, that is, to the other endpoint of the space diagonal
drawn from his vertex of the cuboid. Is it possible for the ants to crawl to the opposite
vertices along the surface of the brick, so that they follow the shortest possible paths and
their paths do not intersect? (4 points) (Proposed by M. E. Gdspdr, Budapest) B. 4944.
Let ¢ denote the area of (some) triangle of maximum area inscribed in a convex plane
figure S, and let T' denote the area of (some) triangle of minimum area circumscribed
about S. What is the maximum of the ratio %? (5 points) B. 4945. Find all positive
integers n for which 1-2°42.2' +3.22 4 ... 4+ n-2""! is a perfect square. (5 points)
(Based on the idea of L. Németh, Fonyéd) B. 4946. Let f(z) be a polynomial of real
coefficients such that f(k) is an integer for every positive integer k that ends in 5 or 8 in
decimal notation. a) Prove that f(0) is an integer. b) Give an example of a polynomial f(z)
that meets the above conditions, but f(1) is not an integer. (6 points) B. 4947. Prove
that there is exactly one way of dissecting a cube into five tetrahedra. (Two dissections
are not considered different if the resulting pieces are congruent.) (6 points)

New problems — competition A (see page 163): A. 719. Let ABC be a scalene
triangle with circumcenter O and incenter I. The A-excircle, B-excircle, and C-excircle
of triangle ABC touch BC, CA, and AB at points Ai, Bi, and C, respectively. Let
P be the orthocenter of AB1C7 and H be the orthocenter of ABC. Show that if M is
the midpoint of PA;, then lines HM and OI are parallel. (Proposed by: Michael Ren,
Andover, Massachusetts, USA) A. 720. We call a positive integer lively if it has a prime
divisor greater than 101", Prove that if S is an infinite set of lively positive integers,
then it has an infinite subset 7" with the property that the sum of the elements in any
finite nonempty subset of T is a lively number. A. 721. Let n > 2 be a positive integer,
and suppose ai,az,...,a, are positive real numbers whose sum is 1 and whose squares

2
add up to S. Prove that if b; = %‘ (i=1,...,n), then for every r > 0, we have
n

n a; bz
2 ey STy

i=1 i=1

Problems in Physics
(see page 186)

M. 376. A half-litre bottle is filled with water and is made swing about a horizontal
axis, which is perpendicular to the bottle’s symmetry axis, and goes through the cap of
the bottle. Measure the period of the pendulum for different initial angular displacements.
Will the result change if the water is frozen in the bottle?

G. 629. Once, when Nasreddin Hodja shouldered his heavy pack and got on his
donkey with the pack, he was asked why he did not put his pack to the donkey. He
answered: ,,Because that would be cruelty to animals, I am heavy enough for this poor
little thing”. a) Why is this answer wrong? b) Draw the forces acted upon the objects
mentioned in the story. G. 630. Why does the surface of the water in a rotating container
have concave shape? G. 631. A current of 2 A is flowing through a 30 g copper wire across
which there is a voltage of 1.2 V. What should the voltage across that copper wire be
which is also 30 g, but twice as long as the other one and the same 2 A current flows
through it? G. 632. A plane, which is flying at a speed of 900 km/h, uses 4 litres of fuel
(kerosene) in each second. What distance is covered in each minute by that car which has
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a fuel consumption of 6.4 litres of petrol per 100 km and which needs the same amount
of petrol in 5 hours as the amount of kerosene consumed by the plane while it covers
a distance of one kilometre?

P. 5012. Team Hungary won men’s 5000 m short track speed skating relay gold at
PyeongChang Winter Olympic Games and claimed champion in a time of 6:31.971 and set
a new Olympic record. The short track of total length 111.12 m consists of two straight
and two semi-circular segments with radius 8.5 m. Estimate the skaters’ angle of lean in
the turns of the track. P. 5013. The total mass of the trolley, which has small light wheels,
and the ring of radius R =1 m on the trolley is m (see the figure). A small point-like
object of mass m is placed to the bottom of the ring. The small object is given an initial
speed of vg. What is the value of vy if the trolley just rises from the ground when the
object reaches the topmost point of the ring? Friction is negligible everywhere. P. 5014.
At what speed should a projectile be projected on the Moon, in order that the height to
which it rises is p percent of the radius of the Moon? Let the values of p be the following:
p =1, 10 and 100. (Give your answers to 2 significant figures.) P. 5015. The star called
55 Cancri has the same diameter and mass as the Sun has. Its innermost planet Janssen
has an orbital period of 17.76 hours. Determine the average distance between the star
and the planet in astronomical units, which is the average distance between the Sun and
the Earth. P. 5016. There is a uniform-density rod on the horizontal tabletop. We would
like to bring the rod slowly to a vertical position with a force which is exerted at one end
of the rod and which is perpendicular to the rod during the whole process. What is the
least value of the coefficient of static friction, if the rod does not slip? P. 5017. A heating
element is built into a boiler of 10 liters. The element has such a small power that it is
unable to heat the water to its boiling point. After heating the water totally, during the
first minute after ceasing the heating the temperature of the water decreases by 1 °C.
What is the power rating of the heating element if the water equivalent of the calorimeter
is 3 kg? P. 5018. If fuel is burnt in a heat engine and a heat pump is operated with the
heat engine then more heat can be transferred into the flat than in the case when the
fuel is burnt in a stove. Let the flat be the low temperature heat reservoir of the heat
engine and the high temperature heat reservoir of the heat pump. The cold temperature
heat reservoir of the heat pump can be the air of the street. Suppose that the efficiency
of the heat engine is 771, and that the efficiency of the heat pump if it was operated as a
heat engine would be 7. Calculate the factor by which the heat transferred to the flat by
means of the heat engine and the pump is greater than the heat transferred to the flat by
burning the fuel in the stove. P. 5019. An electron of energy 1.5 eV is moving in a uniform
vertical magnetic field of induction 21072 T, such that the angle between its velocity
vector and the horizontal is 30°. How many times does it cross the same induction line
while it descends 20 cm? P. 5020. A circular hole on a screen is illuminated by a coherent
laser beam perpendicular to the screen. Behind the screen and perpendicular to the optical
axis a CCD-detector sheet was placed. By what percent does the illumination of the pixel
on the optical axis (the intensity of the incident light beam) decrease if one-sixth of the
hole is covered by an opaque sheet having a circular sector shape? P. 5021. At most how
much energy can be gained by an — initially stationary — electron if it collides with another
particle of energy 1 MeV, if the particle is a a) proton; b) electron; c¢) positron? P. 5022.
The lengths of two threads are L and 2L. At the ends of the threads there are point-like
objects of mass m. The objects have the same ) charge. What is the angle between the
two threads which are fixed at the same point in equilibrium? Data: L =20 cm, m =1 g,
Q=28-10"7 C.

68. évfolyam 3. szam KoéMaL Budapest, 2018. marcius



