Matematika feladatok megoldasa

B. 4848. Keressiik meg az dsszes olyan P konvex poliédert, aminek a belsejé-
ben létezik egy olyan O pont, hogy P minden O-ra illeszkedd sikkal vett metszete
O kozépponti paralelogramma.

(6 pont)

Megoldas. Jeldlje (XY Z) az X, Y és Z pontok altal feszitett sikot.

Eloszor is belatjuk, hogy P kozéppontosan szimmetrikus O-ra. Legyen X tet-
sz6leges pont P-ben, és tekintsiink egy O X-re illeszkedd S sikot. A PN S sikmetszet
a feltétel szerint O kozéppontd paralelogramma, igy tartalmazza X-nek O-ra vo-
natkozé X' tiikérképét. Ebbdl X’ € P is kovetkezik, ami igazolja a kozéppontos
szimmetriat.

Legyen P egy lapjdnak hdrom egymadst kovetd csticsa (ilyen sorrendben) A, B
és C, az AB és BC élek felez6pontjai X és Y. A pontok O-ra vonatkozé titkorképei
értelemszertien A, B', C', X' és Y.

Az XY egyenes P hatdrat pontosan az XY szakaszban metszi, ezért
(OXY) N P éppen az XY XY’ paralelogramma, vagyis az XY' szakasz P hatérdra
illeszkedik.

M4ésrészrol az A, B, B’ és C' pontok nem egy sikba esnek. Valéban, ha C’
illeszkedik az (ABB’)-ra, akkor C' € (ABB’) N (A’B'C") = A’B’, ami nem lehet.
Igy viszont az XY’ szakasz az ABB'C’ tetraéder két kitérs élének felezépontjat
Osszekoto szakasz, amely a tetraéder, és igy egyuttal P belsejében halad. Ezzel

ellentmondaésra jutottunk, igy nem létezik ilyen P poliéder.

Imolay Andrds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

21 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13 versenyz6: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Miérton, Gaspar Attila, Hoffmann Baldzs, Imolay Andras, Janzer Orsolya Lili, Kerekes
Anna, Kocsis Jilia, Nagy Néandor, Schrettner Jakab, Simon Déniel Gédbor, Téth Viktor,
Weisz Maté. 5 pontos 4, 4 pontos 1, 3 pontos 2, 2 pontos 1 dolgozat.

B. 4863. Az ABC hdromszégben AB = BC. A D pont gy helyezkedik el
a hdromszég belsejében, hogy ADC'<( = 2ABC<. Bizonyitsuk be, hogy a B pontnak
az ADC< kiilsé szdgfelezdjétdl valo tdvolsiga az AD és DC' szakaszok szdmtani
kozepe.

(5 pont) (Kvant)
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Megoldas. Legyen O az ABCA ko-
rillirt korének kozéppontja, és haszndl-
juk az dbra jeloléseit. A keriileti- és ko-
zépponti szogek tétele miatt ADC< =
=2ABC< = AOC«q, ezért az A, C, D
és O pontok egy korre illeszkednek.

0 Az AD = DC esetben D = O, az allitds
NN trividlis, ezért a tovabbiakban az alta-
ldnossag megszoritasa nélkiil feltessziik,

\ hogy AD > DC.

Az ADC« szogfelezbje az ADC kort
az O-val atellenes E pontban metszi, ami
felezi az AC ivet. A C' pont D E-re vonat-
koz6 C' tiikorképe illeszkedik AD-re. Igy
AE = CE = C'E, s ezért az AC’ szakasz
E F felezépontjara EFC'< = 90° teljesiil.
Innen egyrészt a felezés miatt

g

_ DC'+ DA DC+ DA

DF ,
2 2

mésrészt definicié szerint DF = DE - cos (FDE<).

Mivel OF atmér6, a Thalész-tétel miatt ODE< = OAE< = 90°. A kiils§ és
a bels6 szogfelezok merolegesek egymaésra, igy OD éppen a D-nél 1év6 kiils6 szog-
felezé. Legyen G a B mer6leges vetiilete OD-n. A szimmetria miatt B, O és E
kollinedrisak, igy az ODEA és a OGBA szogei paronként megegyeznek, ezért a hé-
romszogek hasonléak. Ezt kihasznélva

BO AO
_ DC+DA
-2

amivel az &llitast belattuk.
Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)

46 dolgozat érkezett. 5 pontos 37, 4 pontos 4, 3 pontos 2, 1 pontos 1, 0 pontos
2 dolgozat.

B. 4889. Az ABCD érintdtrapéz beirt kore az AB alapot a T, a vele pdr-
huzamos CD alapot az U pontban érinti. Legyen M az AD és BC szdregyenesek
metszéspontja, €s legyen V az AB oldal és az MU egyenesek metszéspontja. Mu-
tassuk meg, hogy AT =V B.

(4 pont)
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Megoldéas. Eloszor lassunk be egy
segédtételt. Hasznaljuk az 1. dbra jelolé-
seit.

Tétel. A hdromszig beirt és hozzd-
irt korének egy oldalra esd érintési pont-
jai szimmetrikusan helyezkednek el, tehdt
AT =VB.

Bizonyitas. Legyen a haromszog ol-
dalainak hossza a szokasos jelolések sze-
rint a, b, ¢, a beirt kor érintészakaszainak
hossza x, vy, z, a hozzairt kor érintoszaka-
szainak hossza p és g, a haromszog kerii-

Oy

lete k, és s = % 1. dbra

CG = CH, mivel a k; korhoz C pontbdl huzott érintészakaszok.

CG+CH=CA+AT+TB+ BC =k =2s, ezért CG=CH = s, amibdl
AT =p=s—b.

20+ 2y + 2z =k, vagyisx +y + 2z = s.

BV =y=s—(z+2z)=s-0, tehat AT = BV.

Két esetre bontjuk a feladat bizonyitasat.

1. eset: AB < CD. Hasznéljuk a 2. dbra jeloléseit. Legyen k a beirt kor.

Ebben az esetben az M metszéspont az AB egyenes C és D pontokat nem
tartalmazo oldalara esik. A k kor az M AB héromszég AB oldaldhoz irt kore.

Nagyitsuk az ABM haromszoget az M pontb6l \ = % aranyban. Ekkor
az M AB haromszog beirt kore k-ba megy at. Az AB egyenes képe a C'D egyenes,
hiszen AB || CD és AB érinti a beirt kort, CD pedig érinti k-t. A V pont képe U
lesz, hiszen a pont és a képe, valamint M egy egyenesen vannak, és V rajta van
az AB egyenesen, igy a képe rajta van a C'D egyenesen. Tehdt az AB egyenest
az M AB haromszog beirt kore a V' pontban érinti.
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2. dbra 3. dbra
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Hasznaljuk a segédtételiinket. A beirt kor érintési pontjanak tavolsiga az egyik
csucstol egyenld a hozzairt kor tavolsdgaval a masik csucstdl, vagyis AT = VB.

2. eset: AB > C'D. Haszndljuk a 3. dbra jeloléseit.

Most M a CD egyenes A és B pontot nem tartalmazé oldaldn lesz. Ekkor k
az M C D haromszog hozzairt kore.

Nagyitsuk az MCD haromszoget az M pontbdl A = J]\\/[/[_g aranyban. Ekkor

MC'D beirt kore k-ba megy at. A C'D egyenes képe az AB egyenes lesz. Mivel C'D
érinti a beirt kort, AB pedig érinti k-t, az U pont képe V', a @) pont képe pedig T
lesz.

Pontosan akkor igaz, hogy AT = VB, ha DQ = CU. Utébbi a segédtételiink
értelmében igaz, igy AT = V B is teljesiil.

Ha AB = CD, akkor ABC D paralellogramma, azaz nem létezik az M pont.

Kerekes Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és
Débréntei Ddvid Bence (Papa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12 évf.)
dolgozata alapjan

92 dolgozat érkezett. 4 pontos 57, 3 pontos 22, 2 pontos 2, 1 pontos 3, 0 pontos
8 dolgozat.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok
EEEnBEEEEE ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(577-582.)

K. 577. Xavér kivett hdarom lapot egy csomag francia kartyabdl, és letette
Oket egymads mellé az asztalra. A letett lapokrdl az aldbbi informacidkat arulta el:

— A harom lap kozott van egy kiraly, amelyiktol kozvetleniil jobbra 1 vagy 2 dama
talalhato.

— A harom lap kozott van egy dama, amelyiktél kozvetleniil balra 1 vagy 2 dama
talalhato.

— A héarom lap kozott van egy kér, amelyiktol kozvetleniil balra 1 vagy 2 pikk
talalhato.

— A harom lap kozott van egy pikk, amelyiktol kozvetleniil jobbra 1 vagy 2 pikk
talalhato.

Balrdl jobbra haladva milyen lapok lehetnek az asztalon?

K. 578. Egy 2 X n-es tdblazat fels6 soraba beirjuk a pozitiv egész szamokat 1-
t6l n-ig novekvd sorrendben, az alsé soraba pedig cstkkeno sorrendben. Hany olyan
50-nél kisebb n pozitiv egész szam van, melyre minden fels6 sorban 1évé szam és
az alatta 1évo szam relativ prim?

K. 579. 105 lanyt és 95 fiut tetszOlegesen 100 parba osztunk. A fii parok
kezet fognak, a lany parok pacsiznak, a vegyes parok pedig elkezdenek tancolni.
Mutassuk meg, hogy 5-tel kevesebb kézfogas torténik, mint pacsi.
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