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Péter elhatározza, hogy elfogadja a kereskedő ajánlatát és előtakarékoskodik
az 5 év múlva esedékes autócserére. A bank legjobb ajánlata évi 2,4 %-os kamat
5 éves futamidőre havi egyenlő részletekben történő befizetéssel, havi kamatozással.
(A havi kamat az éves kamat tizenketted része.)

Mekkora összeget fizessen be a bankba havonta, hogy az 5 év után kivett
összegből fedezni tudja az autó cseréjét? (16 pont)

9. Egy 12 pontú egyszerű gráfnak 56 éle van.

a) Legalább hány kilencnél nagyobb fokszámú csúcsa van a gráfnak?

b) Bizonýıtsuk be, hogy a gráf összefüggő.

Egy asztalitenisz csapatnak 6 férfi és 6 nő versenyzője van.

c) Az edzőnek két férfi, két női és két vegyes párost kell kiválasztania egy
közelgő versenyre. Egy versenyző legfeljebb két különböző t́ıpusú párosban játszhat.
Hányféle kiválasztás lehetséges?

d) Mennyi az esélye annak, hogy az egyik női versenyző, T́ımea, egyik párosba
sem kerül be? (16 pont)

Lorántfy László
Dabas

Megoldásvázlatok a 2018/1. szám emelt szintű
matematika gyakorló feladatsorához

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valós számok halmazán az alábbi egyenletrendszert:

4 · 2x + 5y = 2,

8 · 2x + 3 · 5y = 5.
(5 pont)

b) Oldjuk meg a [π; 2π] intervallumon az alábbi egyenletet:

3 · tg2 x− 2
√
3 · tg x− 3 = 0. (5 pont)

Megoldás. a) I. megoldás. Az első egyenletből 5y = 2− 4 · 2x, melyet a második
egyenletbe helyetteśıtve és rendezve 4 · 2x = 1. Az exponenciális függvény szigorú mono-
tonitása miatt x = −2, y = 0. Az eredeti egyenletrendszerbe történő behelyetteśıtés után
láthatjuk, hogy a kapott számpár valóban megoldás.

II. megoldás. Az első egyenlet háromszorosából a második egyenletet kivonva:
4 · 2x = 1. Az exponenciális függvény szigorú monotonitása miatt x = −2, y = 0. Az ere-
deti egyenletrendszerbe történő behelyetteśıtés után láthatjuk, hogy a kapott számpár
valóban megoldás.

b) Az egyenlet tg x-ben másodfokú, melynek gyökei: tg x =
√
3 és tg x = −

√
3
3
.

tg x =
√
3 a [π; 2π] alaphalmazon pontosan akkor teljesül, ha x =

4π
3
,

tg x = −
√
3
3

a [π; 2π] alaphalmazon pontosan akkor teljesül, ha x =
11π
6

.
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A két értéket behelyetteśıtve az eredeti egyenletbe meggyőződhetünk róla, hogy
mindkettő megoldás.

2. A Mölkky egy finn ügyességi játék, amit tizenkét darab fabábuval játszanak. A bá-
bukat 5,5 cm átmérőjű, 15 cm magas egyenes körhenger alakú fából késźıtik úgy, hogy
a henger tetejét az 1. ábrán látható módon 45◦-os szögben levágják, majd a bábuk tetejére
1–12-ig sorszámokat rajzolnak.

1. ábra 2. ábra

a) Mekkora egy, a játékhoz használt fabábu térfogata? (4 pont)

A játék kezdetén a bábukat a 2. ábrán látható elrendezésben egy keret seǵıtségével
szorosan egymás mellé illesztik, hogy azok érintsék egymást.

b) Mekkora a keret kerülete? (4 pont)

A játék elején a játékosok egy dobófával (Mölkky-vel) próbálják feldönteni a keret-
ben elhelyezkedő tizenkét számozott fabábut. A keretet a dobás előtt leveszik a bábukról.
Az egymásra vagy a dobófára támaszkodó bábuk nem számı́tanak feldőltnek, a szabályo-
san feldőlt bábunak párhuzamosnak kell lennie a talajjal. Ennek következtében bármilyen
kombinációban fel lehet dönteni a bábukat.

c) Hányféleképpen lehet egy dobásból három bábut feldönteni úgy, hogy a feldöntött
bábukon szereplő számok szorzata négyzetszám legyen? (5 pont)

Megoldás. a) A játékhoz használt fabábuk egy 5,5 cm átmérőjű 9,5 cm magasságú
egyenes körhengerből, és egy 5,5 cm átmérőjű és 5,5 cm magasságú

”
félhengerből” állnak.

Egy 5,5 cm átmérőjű 9,5 cm magas egyenes körhenger térfogata:

V1 = 2,752 · π · 9,5 (≈ 225,7 cm3).

Egy 5,5 cm átmérőjű és magasságú
”
félhenger” térfogata:

V2 =
2,752 · π · 5, 5

2
(≈ 65,3 cm3).

Egy, a játékhoz használt fabábu térfogata kereḱıtve: V1 + V2 ≈ 291 cm3.

Megjegyzés. A keresett térfogat úgy is számolható, hogy egy 5,5 cm átmérőjű, 15 cm
magas egyenes körhenger térfogatából kivonjuk egy 5,5 cm átmérőjű és magasságú

”
fél-

henger” térfogatát.
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b) A keret 3 db 4r és 3 db 2r hosszúságú egyenes szakaszból, valamint 6 db r sugarú
α középponti szögű körcikkből áll. Az egyes körcikkek középponti szöge 60◦, ezért a hat
körcikk együtt egy r sugarú (teljes) kört ad ki.

A keret kerülete: K = 3 · 4 · 2,75 + 3 · 2 · 2,75 + 2 · 2,75 · π ≈ 66,78 cm.

c) A feldöntött bábukon szereplő 3 szám szorzata négyzetszám lesz, ha 3 db különböző
négyzetszámmal jelölt bábut döntünk fel, mely pontosan 1-féleképpen lehetséges: (1; 4; 9).

Ha 2 db négyzetszámmal és 1 db nem négyzetszámmal jelölt bábut döntünk fel, akkor
a szorzat nem lehet négyzetszám.

Ha 1 db négyzetszámmal és 2 db nem négyzetszámmal jelölt bábut döntünk fel, akkor
ez utóbbi két szám között nem szerepelhet az 5, 7, 10 és 11 egyike sem (5 és 10 együtt
sem).

A megmaradó 2; 3; 6; 8; 12 számok közül kiválasztható 10 számpár közül csak a (2; 8)
és (3; 12) felel meg, ı́gy a lehetséges esetek: (1; 2; 8), (1; 3; 12), (4; 2; 8), (4; 3; 12), (9; 2; 8),
(9; 3; 12).

Ha 0 db négyzetszámmal és 3 db nem négyzetszámmal jelölt bábut döntünk fel, akkor
ezek között az 5 és 10 csak egyszerre szerepelhet, és ekkor a harmadik szám 2 vagy 8 lehet.
A 2; 3; 6; 8; 12 számok közül kiválasztható 10 számhármas közül csak négy felel meg, ı́gy
a lehetséges esetek: (2; 3; 6), (2; 5; 10), (2; 6; 12), (3; 6; 8), (5; 8; 10), (6; 8; 12).

Tehát összesen 13-féle különböző feldöntés lehetséges.

3. Adott a derékszögű koordináta-rendszerben két pont: A(1;−2) és B(3; 12).

a) Határozzuk meg az x tengely azon P pontjának koordinátáit, melyre az ABP há-
romszög egyenlő szárú. (7 pont)

b) Számı́tsuk ki, hogy az x tengely melyik pontjából látható derékszögben az AB sza-
kasz. (7 pont)

Megoldás. a) Ha AP = BP (vagyis az egyenlő szárú háromszög alapja AB) és
P (x; 0), akkor (x− 1)2 + 4 = (x− 3)2 + 144, melyből x = 37.

Ha AB = AP (vagyis az egyenlő szárú háromszög alapja BP ) és P (x; 0), akkor
4 + 196 = (x− 1)2 + 4, melyből x értékei −13 és 15.

Ha AB = BP (vagyis az egyenlő szárú háromszög alapja AP ) és P (x; 0), akkor
4 + 196 = (x− 3)2 + 144, melyből x értékei 3 + 2

√
14 (≈ 10,48) és 3− 2

√
14 (≈ −4,48).

Tehát a keresett pontok kereḱıtéssel: P1(37; 0); P2(−13; 0); P3(15; 0); P4(10,48; 0) és
P5(−4,48; 0).

b) I. megoldás. A keresett Q pont koordinátáit (a Thalész-tétel megford́ıtása miatt)
az AB szakasz fölé, mint átmérő fölé rajzolt kör és az x tengely metszéspontja adja meg.

A kör középpontja az AB szakasz felezőpontja: (1+3
2

;
−2+12

2 ) = (2; 5). A kör sugara:

r =
AB

2
=

√
(3− 1)2 + (12 + 2)2

2
= 5

√
2 .

A kör egyenlete: (x− 2)2 + (y − 5)2 = 50.

A kör x tengellyel való metszéspontját az y = 0 helyetteśıtéssel kapjuk, ı́gy (x− 2)2 =
= 25, melyből x1 = −3 és x2 = 7.

Tehát a keresett pontok: Q1(−3; 0) és Q2(7; 0).
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II. megoldás. Mivel a Q pont az x tengelyen van, ı́gy a második koordinátája 0, vagyis

Q(x; 0).
−→
AQ = (x− 1; 2) és

−−→
BQ = (x− 3;−12).

Az
−→
AQ és

−−→
BQ vektorok pontosan akkor merőlegesek egymásra, ha skaláris szorza-

tuk 0, vagyis (x− 1) · (x− 3) + 2 · (−12) = 0.

Az előbbi egyenletet rendezve x2 − 4x− 21 = 0, ahonnan x1 = −3 és x2 = 7.

Tehát a keresett pontok: Q1(−3; 0) és Q2(7; 0).

4. A 3. ábrán egy négyemeletes, 60 cm magas esküvői torta látható, melynek szintjei
különböző magasságú és sugarú egyenes hengerek. Az egyes szintek magasságainak hosszai
mértani sorozatot alkotnak.

a) Milyen magasak az egyes emeletek, ha a legfelső szint 4 cm magas, és a többi szint
magasságának mérőszáma is egész szám? (9 pont)

3. ábra 4. ábra

Az esküvői torta 16 cm átmérőjű, 4 cm magas legfelső szintjét a 4. ábrán látható
módon d́ısźıtéssel látják el.

b) Milyen hosszú a legfelső szintre tekert d́ısźıtőcśık, ha a szélességétől eltekintünk?
(5 pont)

Megoldás. a) I. megoldás. Jelölje q a mértani sorozat hányadosát. A feladat szövege

alapján a mértani sorozat összegképletébe helyetteśıtve: 60 = 4 · q
4−1
q−1

(q ̸= 1), melyet

rendezve: 15q − q4 = 14, majd q-t kiemelve: q(15− q3) = 14.

Mivel az egyes szintek magasságainak mérőszáma egész szám, ezért az előbbi szorzó-
tényezők 14 pozit́ıv osztói. A lehetséges osztópárok:

q 1 2 7 14

15− q3 14 7 2 1

Ezek közül a harmadik és negyedik eset nem ad jó megoldást (a kétféleképpen számı́tott
q érték nem egyezik meg).

Ha q = 1, akkor egy állandó tagú mértani sorozatot kapunk, mely a feladat szövegének
nem felel meg.

Ha q = 2, akkor az esküvői torta egyes szintjeinek magassága 4 cm; 8 cm; 16 cm;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

II. megoldás. Jelölje q a mértani sorozat hányadosát. A feladat szövege alapján
a mértani sorozat összegképletébe helyetteśıtve:

60 = 4 · q
4 − 1

q − 1
(q ̸= 1).
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A nevezetes azonosságok seǵıtségével a számlálót szorzattá alaḱıtva:

15 =
(q2 − 1)(q2 + 1)

q − 1
,

majd egyszerűśıtve 15 = (q + 1) · (q2 + 1).

Mivel az egyes szintek magasságainak mérőszáma egész szám, ezért az előbbi szorzó-
tényezők 15 pozit́ıv osztói. A lehetséges osztópárok:

q + 1 1 3 5 15

q2 + 1 15 5 3 1

Ezek közül az első, harmadik és negyedik eset nem ad jó megoldást (a kétféleképpen
számı́tott q érték nem egyezik meg).

Ha q = 2, akkor az esküvői torta egyes szintjeinek magassága 4 cm; 8 cm; 16 cm;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

b) A torta legfelső szintjét alkotó egyenes henger palástját a d́ısźıtővonal két végpont-
ját összekötő alkotó mentén történő felvágással (kiteŕıtve), egy 16π cm széles, 4 cm magas
téglalapot kapunk, amelyen négy egyforma hosszúságú vonal húzódik párhuzamosan. Te-
kintsünk egy 16π cm és 1 cm befogójú derékszögű háromszöget, melyben a Pitagorasz-tétel

szerint a d́ısźıtővonal hossza
√

(16π)2 + 12 (cm). Tehát a d́ısźıtővonalak összhosszúsága

4 ·
√

(16π)2 + 12, melynek egy tizedesjegyre kereḱıtett értéke 201,1 cm.

II. rész

5. Adott a valós számok halmazán értelmezett f és g függvény:

f(x) = 5− 2x és g(x) = 2x2 − 3x+ 1.

a) Adjuk meg a g ◦ f függvény zérushelyeit. (4 pont)

b) Számı́tsuk ki a

1∫
−1

f(x) dx−
1∫

−1

(
g(x) + 1

)
dx határozott integrált. (4 pont)

c) Írjuk fel a g függvény f függvényre merőleges érintőjének egyenletét. (8 pont)

Megoldás. a) (g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
= 2(5− 2x)2 − 3(5− 2x) + 1 = 8x2 − 34x+ 36.

A 8x2−34x+36 = 0 egyenlet gyökei a keresett zérushelyek, melyek x1 = 2 és x2 =
9
4
.

1∫
−1

f(x) dx−
1∫

−1

(
g(x) + 1

)
dx =

1∫
−1

(−2x2 + x+ 3) dx =

[
−2 · x

3

3
+

x2

2
+ 3x

]1

−1

=

b)

=

(
−2 · 1

3

3
+

12

2
+ 3 · 1

)
−

(
−2 · (−1)3

3
+

(−1)2

2
+ 3 · (−1)

)
=

(
−4

3

)
+ 6 =

14

3
.

84 Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/2



i
i

2018.2.5 – 18:39 – 85. oldal – 21. lap KöMaL, 2018. február i
i

i
i

i
i

c) I. megoldás. Az f függvény grafikonja olyan egyenes (mely nem párhuzamos
a koordinátatengelyekkel), melynek meredeksége −2, ezért az f függvény grafikonjára

merőleges érintő egyenes y =
1
2
x+ b alakú, ahol b valós paraméter.

Az előbbi egyenesek közül az lesz a parabola érintője, amelynek egy közös pontja van
a megadott parabolával.

Az előbbiek miatt az alábbi egyenletrendszernek csak egy valós számpár lehet a meg-
oldása:

y = 2x2 − 3x+ 1,

y =
1

2
x+ b.

A két jobb oldali kifejezés egyenlőségéből: 2x2 − 3x+ 1 =
1
2
x+ b, melyből 4x2 − 7x+ 2−

− 2b = 0. Az előbbi paraméteres másodfokú egyenletnek pontosan akkor van egy valós

gyöke, ha diszkriminánsa 0, azaz: (−7)2 − 4 · 4 · (2− 2b) = 0, melyből b = −17
32

.

A keresett érintő egyenlete: y =
1
2
x− 17

32
.

II. megoldás. Az f függvény grafikonja olyan egyenes (mely nem párhuzamos a ko-
ordinátatengelyekkel) melynek meredeksége −2, ezért az f függvény grafikonjára me-

rőleges érintő meredeksége
1
2
. A parabola P0(x0; y0) pontban húzott érintőjének mere-

dekségét a g deriváltfüggvényének az x0 helyen felvett helyetteśıtési értéke adja meg:

g′(x0) = 4x0 − 3. A meredekségek egyenlősége miatt: 4x0 − 3 =
1
2
, melyből x0 =

7
8
.

Az érintési pont második koordinátája a parabola egyenletébe történő x0 =
7
8
helyet-

teśıtésből: y0 = − 3
32

. Az adott ponton átmenő, adott iránytangensű egyenes egyenletébe
helyetteśıtve:

y +
3

32
=

1

2
·
(
x− 7

8

)
,

melyből a keresett érintő egyenlete: y =
1
2
x− 17

32
.

6. a) Egy 6 pontú fagráfban a csúcsok fokszámainak terjedelme 2, módusza 1. Hány
ilyen különböző 6 pontú fagráf létezik, ha csúcsaikat nem különböztetjük meg egymástól?

(8 pont)

b) Hány csúcsa van annak a fagráfnak, amelyben az össze nem kötött pontpárok száma
kétszerese az élek számának? (8 pont)

Megoldás. a) Ha a módusz 1, a terjedelem 2, akkor a legkisebb fokszám 1, a legna-
gyobb pedig 3.

Három darab olyan különböző (páronként nem izomorf) 6 pontú (5 élű) fagráf van,
amelyben a legnagyobb fokszám 3:

Ezek közül mindhárom megfelelő.
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b) Az n pontú fagráf éleinek száma n− 1. Ha az n pontú teljes gráf éleinek szá-
mából kivonjuk az n pontú fagráf éleinek számát, megkapjuk a fagráf össze nem kötött
pontpárjainak a számát, ezért a mi esetünkben:

n(n− 1)

2
− (n− 1) = 2(n− 1).

Az egyenletet 2-vel szorozva, majd rendezve: n(n−1) = 6(n−1), melyből (n−1)(n−6) =
= 0, melynek megoldásai n1 = 1 és n2 = 6.

Ha 1 pontú a fagráf, akkor 0 éle van. Ekkor az össze nem kötött pontpárok száma
is 0, és ez kétszerese az élek számának.

Ha 6 pontú a fagráf, akkor az éleinek száma 5. Ekkor az össze nem kötött pontpárok
száma 10, és ez kétszerese az élek számának.

7. Egy iskolai büfé italautomatájában hétféle rostos üd́ıtő, kétféle ásványv́ız és há-
romféle szénsavas frisśıtő kapható, mindegyikből pontosan 8 db.

a) Hányféle sorrendben vehet ki Emese mindegyik rostos üd́ıtőből pontosan egyet?
(2 pont)

b) Hányféleképpen választhat ki Emese 3 db innivalót tetszőleges összeálĺıtásban, ha
az automatában lévő összes üd́ıtőt különbözőnek tekintjük? (5 pont)

Az italautomaták elég gyakran elromlanak. Egy italautomatákat szervizelő cégnél 0,05
annak a valósźınűsége, hogy egy adott napon nincs jav́ıtanivaló; 0,2, hogy pontosan egy;
0,6, hogy pontosan két jav́ıtanivaló automata van.

c) Mekkora annak a valósźınűsége, hogy öt egymást követő munkanapon nincs jav́ı-
tanivaló? (3 pont)

d) Mekkora annak a valósźınűsége, hogy három nap alatt összesen két gépet kell
megjav́ıtaniuk? (6 pont)

Megoldás. a) Mivel Emese mindegyik fajta rostos üd́ıtőből pontosan egyet választ,
ezért 7 különböző elem ismétlés nélküli permutációját kell kiszámı́tani. Emese 7! (= 5040)-
féle sorrendben veheti ki az üd́ıtőket.

b) Mivel egy italautomatából adott sorrendben potyognak ki az üd́ıtők, ezért a kö-
vetkező lehetőségek vannak.

Három ugyanolyan üd́ıtőt választ, ezt 12-féleképp teheti meg.

Kettő ugyanolyat és egy másmilyet választ, ezt 12 ·11 = 132-féleképp tudja megtenni.

Végül, ha mindhárom üd́ıtőital különböző t́ıpusú, arra
(
12
3

)
= 220 lehetőség van.

Összesen 364-féleképpen választhatja ki a 3 üd́ıtőt tetszőleges összeálĺıtásban..

c) Annak a valósźınűsége, hogy egy adott napon nincs jav́ıtanivaló 0,05; annak,
hogy van 0,95. Annak a valósźınűsége, hogy 5 egymást követő napon nincs jav́ıtanivaló:
0,055 = 0,000 000 312 5.

d) Két esetet különböztethetünk meg:

1. a három nap közül az egyiken van két jav́ıtanivaló és a másik két napon semmi,
vagy

2. két napon van egy-egy jav́ıtanivaló és egy napon semmi.

Mindkét esetben a napok sorrendje 3-féle lehet, ezért az első eset bekövetkezésének
valósźınűsége 3 · 0,05 · 0,05 · 0,6 (= 0,0045), mı́g a második eset bekövetkezésének valósźı-
nűsége 3 · 0,05 · 0,2 · 0,2 (= 0,006).

A kérdezett valósźınűség az előbbi két valósźınűség összege, vagyis 0,0105.
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8. Egy egyetem gólyatáborában két csoport szkanderbajnokságot játszik egymással.
Azért, hogy felmérjék az erőviszonyokat, először a két csoporton belül mindenki minden-
kivel egyszer játszik, majd ezt követően a csoportok tagjai megmérkőznek a másik csoport
tagjaival. A játék során a csoportokban összesen 144, mı́g a csoportok között 156 megmé-
rettetésre kerül sor.

a) Hányan vannak az egyik, és hányan a másik csoportban? (9 pont)

A bajnokság megkezdése előtt minden versenyző kap egy sorszámot.

b) Botond azt álĺıtja, hogy az egyjegyű sorszámot kapott versenyzők közül ki lehet
választani hatot úgy, hogy bárhogy párośıtjuk őket, a párokban szereplő versenyzők sorszá-
mainak összege három különböző szám lesz. Igaza van-e? (7 pont)

Megoldás. a) Jelölje az egyik csoportban lévők számát n, mı́g a másikét m. Ekkor
a feladat szövege alapján:

n(n− 1)

2
+

m(m− 1)

2
= 144,

n ·m = 156.

Az első egyenletet átalaḱıtva (n2 +m2)− (n+m) = 288, majd az (a+ b)2 =
= a2 + 2ab+ b2 azonosságot alkalmazva az egyenlet (n+m)2− (n+m)−2nm = 288 alak-
ban ı́rható.

Az n ·m = 156 helyetteśıtéssel és rendezéssel az előbbi egyenlet a következőképpen
ı́rható: (n+m)2−(n+m)−600 = 0, mely (n+m)-ben másodfokú, megoldásai n+m = 25
és n+m = −24.

Mivel n,m > 0, ezért az utóbbi nem lehetséges.

Ha n+m = 25 és n ·m = 156, akkor a szimmetriától eltekintve pontosan egy olyan
pozit́ıv valós számpár van, mely kieléǵıti az eredeti egyenletrendszert, mégpedig: n = 12
és m = 13. A szöveg alapján történő ellenőrzéssel meggyőződhetünk, hogy a számpár
megoldása a feladatnak.

b) Mivel 1 + 9 = 2 + 8 = 3 + 7 = 4 + 6, ezért ha az 1 és a 9 is szerepel a hat szám
között, akkor a (2; 8), (3; 7), (4; 6) számpárok mindegyikéből pontosan egy szám szerepel,
és ezeken ḱıvül még az 5-ös. Mivel 1 + 5 = 6, ezért a 2 és a 4 közül csak az egyik van
benne; illetve 5+9=14, ezért a 6 és a 8 közül is az egyik van benne. Ha a (2; 8) párból a 2
van benne, akkor a 4 nincs, tehát a 6 van. Viszont 5 + 6 = 9+ 2. Tehát ez nem megfelelő.

Ez azt jelenti, hogy az 1 és a 9 közül vagy az egyik, vagy egyik sincs a hat szám
között. Ha az egyik benne van, akkor a szimmetria miatt feltehető, hogy az 1-es az. Mivel
1+8 = 2+7 = 3+6 = 4+5, ezért ha a 8 szerepel, akkor a (2; 7), (3; 6) és (4; 5) számpárok
mindegyikéből pontosan az egyik van benne, és még a 9-es, de a 9-est már kizártuk. Így
a 8-as sem szerepelhet. Tehát az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 számokból kellene megfelelő hatot
kiválasztani. Elég megnézni, hogy melyik az az egy szám, ami kimarad. A szimmetria
miatt elég megvizsgálni, hogy a 4, 5, 6 vagy 7 megfelelő-e. Ha a 4 marad ki, akkor
a maradék számok között 3 + 5 = 2 + 6. Ha az 5, akkor a 4 + 6 = 3 + 7, ha a 6, akkor
2 + 4 = 1 + 5, végül a 7 esetén 3 + 6 = 4 + 5. Tehát egyik sem jó.

Ha egyik sincs benne, akkor a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 közül kell kiválasztani azt az egyet,
ami kimarad. Mivel 2 + 5 = 3 + 4, illetve 5 + 8 = 6 + 7, ezért az 5 kimarad. De ekkor
4 + 6 = 3 + 7, ami nem jó.

Tehát nem lehet kiválasztani hat versenyzőt a feltételnek megfelelően, Botondnak
nincs igaza.
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9. Egy szabályos háromszög alakú céltábla oldalait n (n > 1, n ∈ N) egyenlő részre
osztottuk. Ezután az osztópontokon át a háromszög oldalaival párhuzamosan szakaszokat
húztunk, melynek végpontjai a megfelelő osztópontok. Az ı́gy keletkező egybevágó szabályos
kisháromszögeket balról jobbra, egyesével, felváltva feketére és fehérre sźınezzük úgy, hogy
minden sorban az első kisháromszög fekete.

a) Mekkora annak a valósźınűsége, hogy a céltáblára egyetlen lövést leadva, az fekete
mezőt talál el, feltéve, hogy a lövés eltalálja a céltáblát? (9 pont)

b) Határozzuk meg a és b értékét, ha tudjuk, hogy a kapott p valósźınűségre minden
n > 1 egész esetén teljesül, hogy a < p 6 b, ahol a a lehető legnagyobb, b pedig a lehető
legkisebb ilyen szám? (7 pont)

Megoldás. a) A feladat megértését tükröző ábra:

A keresett An valósźınűséget a fekete kishárom-
szögek területének aránya adja meg a T területű cél-
táblán.

A céltábla T területe: T = t · n2, ahol t a felosz-
tás során keletkező egy kisháromszög területe. Az áb-
rát vizsgálva látszik, hogy a céltábla egyik csúcsától
lefelé haladva az egymást követő sorokban a fekete há-
romszögek száma (és ı́gy területösszegük is) számtani
sorozatot alkot, melynek első tagja és differenciája is t.

Annak a valósźınűsége, hogy a lövedék fekete mezőt talál el, a számtani sorozat első
n tagjának összegével arányos, ezért az összegképletbe behelyetteśıtve:

Sn =
t+ nt

2
· n = t · n(n+ 1)

2
.

A keresett An valósźınűség:

t · n(n+1)
2

t · n2
=

n+ 1

2n
.

b) Felhasználva a korábban kapott összefüggést:

An =
n+ 1

2n
=

1

2
+

1

2n
.

Mivel az ( 1
n) sorozat szigorúan monoton csökken és 0-hoz tart, ezért a fenti valósźı-

nűséget megadó (12 +
1
2n) sorozat is konvergens és szigorúan monoton csökken, melynek

határértéke:

lim
n→∞

(
1

2
+

1

2n

)
=

1

2
.

Az előbbiek miatt az (12 +
1
2n) sorozat maximális értékét n = 2 esetén veszi fel,

ami
3
4
, ezért a keresett valósźınűség:

1
2
< An 6 3

4
.

Varga Péter
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