Péter elhatarozza, hogy elfogadja a keresked6 ajanlatat és el6takarékoskodik
az 5 év mulva esedékes autdcserére. A bank legjobb ajanlata évi 2,4 %-os kamat

s

5 éves futamidore havi egyenl6 részletekben torténd befizetéssel, havi kamatozassal.
(A havi kamat az éves kamat tizenketted része.)

Mekkora Osszeget fizessen be a bankba havonta, hogy az 5 év utan kivett
Osszegbél fedezni tudja az autd cseréjét? (16 pont)

9. Egy 12 pontu egyszerl grafnak 56 éle van.

a) Legaldbb hany kilencnél nagyobb fokszdmu csticsa van a grafnak?

b) Bizonyitsuk be, hogy a graf osszefiiggd.

Egy asztalitenisz csapatnak 6 férfi és 6 n6 versenyzGje van.

¢) Az edzbnek két férfi, két néi és két vegyes pérost kell kivdlasztania egy
kozelgé versenyre. Egy versenyzo legfeljebb két kiilonb6z6 tipusi parosban jatszhat.
Hanyféle kivalasztds lehetséges?

d) Mennyi az esélye annak, hogy az egyik néi versenyz8, Timea, egyik pdrosba
sem keriil be? (16 pont)

Lorantfy Laszlé
Dabas

Megoldasvazlatok a 2018/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletrendszert:

4.9% 459 =2,
(& pont)
827 4+3.5Y =5.
b) Oldjuk meg a [m; 2w intervallumon az aldbbi egyenletet:
3-tg’z —2V3-tgx —3=0. (5 pont)

Megoldds. a) I. megoldds. Az els6 egyenletbdl 5Y = 2 — 4 - 2% melyet a mésodik
egyenletbe helyettesitve és rendezve 4 - 2° = 1. Az exponenciilis fiiggvény szigord mono-
tonitdsa miatt z = —2, y = 0. Az eredeti egyenletrendszerbe torténé behelyettesités utan
lathatjuk, hogy a kapott szampéar valéban megoldas.

1I. megoldds. Az els§ egyenlet haromszorosibdél a masodik egyenletet kivonva:
4-2% = 1. Az exponencidlis fliggvény szigorti monotonitdsa miatt z = —2, y = 0. Az ere-
deti egyenletrendszerbe torténé behelyettesités utdn lathatjuk, hogy a kapott szampar
valéban megoldas.

b) Az egyenlet tg z-ben masodfoki, melynek gyokei: tgx = /3 és tgx = —\/?g.
tgz =43 a [m; 2] alaphalmazon pontosan akkor teljesiil, ha x = %T,
tgx = _\/Tﬁ a [m; 27] alaphalmazon pontosan akkor teljesiil, ha « = HTW
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A két értéket behelyettesitve az eredeti egyenletbe meggy&zodhetiink réla, hogy
mindkett6 megoldas.

2. A Molkky egy finn iigyességi jaték, amit tizenkét darab fabdbuval jdtszanak. A bd-
bukat 5,5 cm dtmérdji, 15 cm magas egyenes korhenger alakd fdbdl készitik gy, hogy
a henger tetejét az 1. dbran ldthaté mddon 45°-0s szigben levdgjik, majd a bdbuk tetejére
1-12-ig sorszamokat rajzolnak.

A

15 cm
9,5 cm
¢
l ‘
1. dbra
a) Mekkora egy, a jatékhoz haszndlt fabdbu térfogata? (4 pont)

A jdték kezdetén a bdbukat a 2. dbran ldthatdé elrendezésben egy keret segitségével
szorosan eqymds mellé illesztik, hogy azok érintsék egymdst.

b) Mekkora a keret keriilete? (4 pont)

A jaték elején a jatékosok egy dobdfdval (Molkky-vel) prébdljik feldonteni a keret-
ben elhelyezkedd tizenkét szamozott fabdabut. A keretet a dobds elbtt leveszik a babukrdl.
Az egymdsra vagy a dobdfdara tamaszkodo bdabuk nem szdmitanak felddlinek, a szabdlyo-
san felddlt babunak pdrhuzamosnak kell lennie a talajjal. Ennek kévetkeztében bdrmilyen
kombindcicban fel lehet donteni a bdbukat.

c¢) Hdnyféleképpen lehet egy dobdsbdl hdarom bdbut feldonteni tgy, hogy a feldéntott
babukon szerepld szamok szorzata négyzetszam legyen? (& pont)

Megoldaés. a) A jatékhoz hasznalt fabdabuk egy 5,5 cm 4tmérgjii 9,5 cm magassagi
egyenes korhengerbdl, és egy 5,5 cm atméréjl és 5,5 cm magassagu ,,félhengerbdl” allnak.

Egy 5,5 cm atmérdji 9,5 cm magas egyenes korhenger térfogata:
Vi =275"-7-95 (~ 225,7 cm®).
Egy 5,5 cm atméréji és magassagu ,,félhenger” térfogata:

_ 2,75% 75,5

v 2

(~ 65,3 cm®).

Egy, a jatékhoz hasznélt fababu térfogata kerekitve: Vi + Vo ~ 291 cm?®.

Megjegyzés. A keresett térfogat gy is szdmolhatd, hogy egy 5,5 cm atméréji, 15 cm
magas egyenes korhenger térfogatabdl kivonjuk egy 5,5 cm atmérdjli és magassagu ,,fél-
henger” térfogatat.
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b) A keret 3 db 4r és 3 db 2r hossziisigu egyenes szakaszbdl, valamint 6 db r sugari
a kézépponti szogli korcikkbdl ll. Az egyes korcikkek kézépponti szoge 60°, ezért a hat
korcikk egyiitt egy r sugaru (teljes) kort ad ki.

A keret kertilete: K =3-4-2,754+3-2-2,754+2-2,75- 7 =~ 66,78 cm.

c¢) A feldontstt babukon szereplé 3 szdm szorzata négyzetszdm lesz, ha 3 db kiilénbozé
négyzetszdmmal jelolt babut dontiink fel, mely pontosan 1-féleképpen lehetséges: (1;4;9).

Ha 2 db négyzetszammal és 1 db nem négyzetszammal jellt badbut dontiink fel, akkor
a szorzat nem lehet négyzetszam.

Ha 1 db négyzetszammal és 2 db nem négyzetszammal jelolt babut dontiink fel, akkor
ez utébbi két szdm kozott nem szerepelhet az 5, 7, 10 és 11 egyike sem (5 és 10 egyiitt
sem).

A megmaradd 2; 3; 6; 8; 12 szdmok koziil kivdlaszthaté 10 szampér koziil csak a (2; 8)
és (3;12) felel meg, igy a lehetséges esetek: (1;2;8), (1;3;12), (4;2;8), (4;3;12), (9;2;8),
(9;3;12).

Ha 0 db négyzetszammal és 3 db nem négyzetszammal jelolt babut dontiink fel, akkor
ezek kozott az 5 és 10 csak egyszerre szerepelhet, és ekkor a harmadik szdm 2 vagy 8 lehet.
A 2; 3; 6; 8; 12 szdmok koziil kivalaszthatd 10 szamharmas koziil csak négy felel meg, igy
a lehetséges esetek: (2;3;6), (2;5;10), (2;6;12), (3;6;8), (5;8;10), (6;8;12).

Tehat osszesen 13-féle kiilonboz6 feldontés lehetséges.

3. Adott a derékszgi koordindta-rendszerben két pont: A(1; —2) és B(3;12).

a) Hatdrozzuk meg az x tengely azon P pontjinak koordindtdit, melyre az ABP hd-
romszég egyenld szdri. (7 pont)

b) Szdmitsuk ki, hogy az x tengely melyik pontjabdl ldathatd derékszdgben az AB sza-
kasz. (7 pont)

Megoldas. a) Ha AP = BP (vagyis az egyenld szard hdromszog alapja AB) és
P(x;0), akkor (z — 1)*> +4 = (z — 3)® + 144, melyb&l = = 37.

Ha AB = AP (vagyis az egyenl§ szdri haromszdg alapja BP) és P(x;0), akkor
44196 = (x — 1)® + 4, melybél = értékei —13 és 15.

Ha AB = BP (vagyis az egyenld szari hdromszog alapja AP) és P(z;0), akkor
44196 = (x — 3)® + 144, melybél = értékei 3 + 2v/14 (= 10,48) és 3 — 2v/14 (~ —4,48).

Tehat a keresett pontok kerekitéssel: Pi(37;0); P2(—13;0); P3(15;0); P4(10,48;0) és
Ps(—4,48;0).

b) 1. megoldds. A keresett @ pont koordinatait (a Thalész-tétel megforditdsa miatt)
az AB szakasz f6lé, mint atmérd f6lé rajzolt kor és az x tengely metszéspontja adja meg.

A kor kozéppontja az AB szakasz felezOpontja: (1—5—3, #) = (2;5). A kor sugara:

’“ZATB: \/(:)>1)22+(12+2)2 5

A kor egyenlete: (z —2)% + (y — 5) = 50.
A kor z tengellyel valé metszéspontjat az y = 0 helyettesitéssel kapjuk, igy (z — 2)2 =
= 25, melybdl 1 = =3 és xz2 = T.

Tehat a keresett pontok: Q1(—3;0) és Q2(T7;0).
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11. megoldds. Mivel a () pont az x tengelyen van, igy a masodik koordinataja 0, vagyis
Q(z;0). /ﬁg = (z—1;2) és BQ = (z — 3;—12).

Az E és Bﬁ vektorok pontosan akkor merélegesek egymadsra, ha skaldris szorza-
tuk 0, vagyis (z — 1) - (z —3)+2-(-12) = 0.

Az elébbi egyenletet rendezve 2 —d4r —21 = 0, ahonnan 1 = —3 és x2 = 7.

Tehat a keresett pontok: Q1(—3;0) és Q2(7;0).

4. A 3. dbrdn egy négyemeletes, 60 cm magas eskiivdi torta lathatd, melynek szintjei

kilonbozd magassdgu és sugari egyenes hengerek. Az egyes szintek magassagainak hosszai
mértani sorozatot alkotnak.

a) Milyen magasak az egyes emeletek, ha a legfelsd szint 4 cm magas, és a tébbi szint
magassaganak mérdszaima is egész szam? (9 pont)

8. abra

Az eskiivdi torta 16 cm dtmérdji, 4 cm magas legfelsé szintjét a 4. dbran ldthato
maddon diszitéssel latjdk el.

b) Milyen hosszu a legfelsd szintre tekert diszitéesik, ha a szélességétdl eltekintiink?

(5 pont)
Megoldas. a) I. megoldds. Jeldlje ¢ a mértani sorozat hinyadosat. A feladat szévege
4_
alapjan a mértani sorozat &sszegképletébe helyettesitve: 60 = 4 - qq_—ll (¢ # 1), melyet

rendezve: 15¢ — ¢* = 14, majd ¢-t kiemelve: ¢(15 — ¢*) = 14.

Mivel az egyes szintek magassdgainak mérészama egész szam, ezért az el6bbi szorzd-
tényez6k 14 pozitiv osztdi. A lehetséges osztoparok:

g |1 |2]|7]|14
5—¢> |14 |72 1

Ezek koziil a harmadik és negyedik eset nem ad j6 megolddst (a kétféleképpen szdmitott
q érték nem egyezik meg).

Ha g = 1, akkor egy allandé tagi mértani sorozatot kapunk, mely a feladat szovegének
nem felel meg.

Ha g = 2, akkor az eskiiv6i torta egyes szintjeinek magassiga 4 cm; 8 cm; 16 cmy;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

II. megoldds. Jelolje ¢ a mértani sorozat hanyadosat. A feladat szovege alapjan

a mértani sorozat Osszegképletébe helyettesitve:
¢t -1
qg—1

(q#1).
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A nevezetes azonossdgok segitségével a szamlalot szorzattd alakitva:

2 2
15 =Dl +1)
qg—1

majd egyszeriisitve 15 = (¢ + 1) - (¢* + 1).

Mivel az egyes szintek magassdgainak mérészama egész szam, ezért az elébbi szorzé-
tényezdk 15 pozitiv osztdi. A lehetséges osztépédrok:

g+1 | 1 |3|5]15
Pc+1]15]5(3]| 1

Ezek koziil az els§, harmadik és negyedik eset nem ad j6 megolddst (a kétféleképpen
szadmitott ¢ érték nem egyezik meg).

Ha g = 2, akkor az eskiiv6i torta egyes szintjeinek magassiga 4 cm; 8 cm; 16 cm;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

b) A torta legfelsd szintjét alkot6 egyenes henger paldstjat a diszitévonal két végpont-
jat osszekotd alkotd mentén torténé felvdgassal (kiteritve), egy 16w cm széles, 4 cm magas
téglalapot kapunk, amelyen négy egyforma hosszisagi vonal hizddik parhuzamosan. Te-
kintsiink egy 167 cm és 1 cm befogéju derékszogli hdromszoget, melyben a Pitagorasz-tétel

szerint a diszitévonal hossza 1/ (167)° 4 12 (cm). Tehét a diszitévonalak sszhosszisdga

4. (167r)2 + 12, melynek egy tizedesjegyre kerekitett értéke 201,1 cm.

I1. rész

5. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett f és g fiiggvény:

f)=5-2z és g(x) =22 —3z+1.

a) Adjuk meg a go f fiiggvény zérushelyeit. (4 pont)
1 1

b) Szdmitsuk ki a /f(:v) dx — / (9(z) + 1) dz hatdrozott integrdit. (4 pont)
“1 1

c) frjuk‘ fel a g fligguény f fiigguényre merdleges érintdjének egyenletét. (8 pont)
Megoldis. a) (go f)(z) = g(f(z)) = 2(5 — 2z)* — 3(5 — 2z) + 1 = 827 — 34z + 36.

A 827 — 34z 4 36 = 0 egyenlet gyokei a keresett zérushelyek, melyek 1 = 2 és z2 = %
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¢) I megoldds. Az f fiiggvény grafikonja olyan egyenes (mely nem pédrhuzamos
a koordindtatengelyekkel), melynek meredeksége —2, ezért az f fiiggvény grafikonjdra

merdleges érint6 egyenes y = %x + b alaku, ahol b valés paraméter.

Az elébbi egyenesek koziil az lesz a parabola érintgje, amelynek egy kozos pontja van
a megadott paraboldval.

Az el6bbiek miatt az aldbbi egyenletrendszernek csak egy valds szampar lehet a meg-
oldasa:

y:2x2—3x+1,

y:%x—kb.

A két jobb oldali kifejezés egyenléségébdl: 222 — 3z 4+ 1 = %x + b, melybél 4z% — Tz + 2 —
— 2b = 0. Az el6bbi paraméteres masodfoki egyenletnek pontosan akkor van egy valds
gyoke, ha diszkriminansa 0, azaz: (—7)° —4-4- (2 — 2b) = 0, melybdl b = — 7

32"
e 1 17
A Kkeresett érintd egyenlete: y = 3%~ 33-

II. megoldds. Az f fiiggvény grafikonja olyan egyenes (mely nem parhuzamos a ko-
ordingtatengelyekkel) melynek meredeksége —2, ezért az f fiiggvény grafikonjara me-

réleges érintd meredeksege 5. A parabola Py(zo;y0) pontban huzott érintéjének mere-
dekségét a g derlvaltfuggvenyenek az xo helyen felvett helyettesmési értéke adja meg:

7
8

Az érintési pont masodik koordindtaja a parabola egyenletebe torténd xo = helyet—

g'(w0) = 4o — 3. A meredekségek egyenlbsége miatt: 4xo — 3 = 5, melybdl zo =

tesitésbél: yo = — 5. Az adott ponton dtmend, adott irdnytangensii egyenes egyenletebe
helyettesitve:

melybol a keresett érint6 egyenlete: y = %:v - %

6. a) Egy 6 pontd fagrdfban a csicsok fokszdmainak terjedelme 2, mddusza 1. Hdny
ilyen kilonbozd 6 pontid fagrdf létezik, ha csicsaikat nem kilonboztetjik meg egymdstol?

(8 pont)
b) Hany csicsa van annak a fagrdfnak, amelyben az dssze nem kititt pontpdrok szama
kétszerese az élek szdmdnak? (8 pont)

Megoldaés. a) Ha a médusz 1, a terjedelem 2, akkor a legkisebb fokszdm 1, a legna-
gyobb pedig 3.

Harom darab olyan kiilonb6z6 (paronként nem izomorf) 6 pontd (5 élii) fagraf van,
amelyben a legnagyobb fokszam 3:

NS

Ezek koziill mindhdrom megfeleld.
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b) Az n pontu fagraf éleinek szdma n — 1. Ha az n pontu teljes graf éleinek szs-
mabdl kivonjuk az n pontd fagraf éleinek szamat, megkapjuk a fagraf 6ssze nem kotott
pontparjainak a szamat, ezért a mi esetiinkben:

n(n—1)

5 —(n—=1)=2(n-1).

Az egyenletet 2-vel szorozva, majd rendezve: n(n—1) = 6(n — 1), melybé8l (n —1)(n —6) =
= 0, melynek megolddsai n1 =1 és na = 6.

Ha 1 ponti a fagraf, akkor 0 éle van. Ekkor az 6ssze nem kotott pontparok szama
is 0, és ez kétszerese az élek szamanak.

Ha 6 pontu a fagraf, akkor az éleinek szdma 5. Ekkor az 0ssze nem kotott pontparok
szama 10, és ez kétszerese az élek szamanak.

7. Egy iskolai biifé italautomatdjdban hétféle rostos uditd, kétféle dsvdnyviz és hd-
romféle szénsavas frissité kaphatd, mindeqyikbdl pontosan 8 db.

a) Hanyféle sorrendben vehet ki Emese mindegyik rostos 1iditébdl pontosan egyet?

(2 pont)
b) Hdnyféleképpen vdlaszthat ki Emese 3 db innivaldt tetszbleges dsszedllitdsban, ha
az automatdban lévd dsszes uditdt kilonbozdnek tekintjik? (5 pont)

Az italautomatdk elég gyakran elromlanak. Egy italautomatdkat szervizeld cégnél 0,05
annak a valésziniisége, hogy egqy adott napon nincs javitanivald; 0,2, hogy pontosan egy;
0,6, hogy pontosan két javitanivald automata van.

¢) Mekkora annak a valdszindisége, hogy ot egymdst kéveté munkanapon nincs javi-

tanivalo? (3 pont)
d) Mekkora annak a valdszindsége, hogy hdrom nap alatt dsszesen két gépet kell
megjavitaniuk? (6 pont)

Megoldaés. a) Mivel Emese mindegyik fajta rostos {iditéb6l pontosan egyet vélaszt,
ezért 7 kiilonb6z6 elem ismétlés nélkiili permutacidjat kell kiszdmitani. Emese 7! (= 5040)-
féle sorrendben veheti ki az iiditéket.

b) Mivel egy italautomatabdl adott sorrendben potyognak ki az iiditék, ezért a ko-
vetkez6 lehetdségek vannak.

Héarom ugyanolyan iiditét valaszt, ezt 12-féleképp teheti meg.
Kettd ugyanolyat és egy masmilyet vélaszt, ezt 12- 11 = 132-féleképp tudja megtenni.

Végiil, ha mindharom iditéital kiillonb6z6 tipust, arra (132) = 220 lehet6ség van.

Osszesen 364-féleképpen vélaszthatja ki a 3 iditSt tetszbleges Gsszesllitasban..

¢) Annak a valdsziniisége, hogy egy adott napon nincs javitanivalé 0,05; annak,
hogy van 0,95. Annak a valdsziniisége, hogy 5 egymdst kovet6 napon nincs javitanivalé:
0,05° = 0,000 000 312 5.

d) Két esetet kiilonboztethetiink meg:

1. a harom nap koziil az egyiken van két javitanivalé és a mésik két napon semmi,
vagy

2. két napon van egy-egy javitanivalé és egy napon semmi.

Mindkét esetben a napok sorrendje 3-féle lehet, ezért az elsé eset bekovetkezésének
valészintisége 3 - 0,05 - 0,05 - 0,6 (= 0,0045), mig a mésodik eset bekdvetkezésének valdszi-
niisége 3-0,05-0,2-0,2 (= 0,006).

A kérdezett valésziniliség az el6bbi két valdszinliség tsszege, vagyis 0,0105.
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8. Egy egyetem gdlyatabordban két csoport szkanderbajnoksdgot jdtszik egymdssal.
Azért, hogy felmérjék az erduviszonyokat, elészér a két csoporton belil mindenki minden-
kivel egyszer jatszik, majd ezt kévetden a csoportok tagjai megmérkdznek a mdsik csoport
tagjaival. A jaték sordn a csoportokban dsszesen 144, mig a csoportok kozott 156 megmé-
rettetésre kertl sor.

a) Hdnyan vannak az egyik, és hdnyan a mdsik csoportban? (9 pont)
A bajnoksdg megkezdése elétt minden versenyzé kap egy sorszdmot.

b) Botond azt dllitja, hogy az egyjegyl sorszdmot kapott versenyzdk kézil ki lehet
vdlasztani hatot ugy, hogy bdrhogy pdrositjuk 6ket, a pdrokban szerepld versenyzdk sorszd-
mainak 0sszege harom kiilonbozd szam lesz. Igaza van-e? (7 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az egyik csoportban 1év6k szdmét n, mig a mésikét m. Ekkor
a feladat szovege alapjan:

nn—1)  m(m—1)
2

= 144,
n-m = 156.

Az els6 egyenletet dtalakitva (n?+m?) — (n+m) =288, majd az (a+b)’> =
= a? + 2ab + b* azonossagot alkalmazva az egyenlet (n 4 m)* — (n4m) — 2nm = 288 alak-
ban irhaté.

Az n-m = 156 helyettesitéssel és rendezéssel az elébbi egyenlet a kovetkez&képpen
irhaté: (n +m)? — (n+m) —600 = 0, mely (n+m)-ben masodfoki, megoldasai n+m = 25
ésn+m=—24.

Mivel n,m > 0, ezért az utébbi nem lehetséges.

Ha n+m = 25 és n- m = 156, akkor a szimmetriatdl eltekintve pontosan egy olyan
pozitiv valds szampar van, mely kielégiti az eredeti egyenletrendszert, mégpedig: n = 12
és m = 13. A szoveg alapjan torténd ellendrzéssel meggybzodhetiink, hogy a szampar
megoldédsa a feladatnak.

b) Mivel 1 +9=248=3+7=4+6, ezért ha az 1 és a 9 is szerepel a hat szdm
kozott, akkor a (2;8), (3;7), (4;6) szdmparok mindegyikébél pontosan egy szdm szerepel,
és ezeken kiviil még az 5-6s. Mivel 1 +5 =6, ezért a 2 és a 4 koziil csak az egyik van
benne; illetve 5+9=14, ezért a 6 és a 8 koziil is az egyik van benne. Ha a (2;8) parbdl a 2
van benne, akkor a 4 nincs, tehdt a 6 van. Viszont 54 6 = 9 + 2. Tehat ez nem megfeleld.

Ez azt jelenti, hogy az 1 és a 9 koziil vagy az egyik, vagy egyik sincs a hat szdm
kozott. Ha az egyik benne van, akkor a szimmetria miatt feltehets, hogy az 1-es az. Mivel
148=2+7=3+46=4+5, ezért ha a 8 szerepel, akkor a (2;7), (3;6) és (4;5) szdmpdrok
mindegyikébdl pontosan az egyik van benne, és még a 9-es, de a 9-est mar kizartuk. fgy
a 8-as sem szerepelhet. Tehat az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmokbdl kellene megfelel6 hatot
kivalasztani. Elég megnézni, hogy melyik az az egy szdm, ami kimarad. A szimmetria
miatt elég megvizsgalni, hogy a 4, 5, 6 vagy 7 megfelel6-e. Ha a 4 marad ki, akkor
a maradék szamok koézott 3+ 5 =2+ 6. Ha az 5, akkor a 4+ 6 =3+ 7, ha a 6, akkor
244 =145, végiill a 7 esetén 3 + 6 = 4 + 5. Tehat egyik sem jé.

Ha egyik sincs benne, akkor a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 koziil kell kivdlasztani azt az egyet,
ami kimarad. Mivel 245 =344, illetve 5+ 8 =6+ 7, ezért az 5 kimarad. De ekkor
446 =347, ami nem j6.

Tehat nem lehet kivalasztani hat versenyzét a feltételnek megfeleléen, Botondnak
nincs igaza.
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9. Egy szabdlyos hdromszig alakid céltdbla oldalait n (n > 1, n € N) egyenld részre
osztottuk. Ezutdn az osztdpontokon dt a hdromszog oldalaival pdrhuzamosan szakaszokat
hiztunk, melynek végpontjai a megfeleld osztopontok. Az igy keletkezd egqybevdgd szabdlyos
kishdromszogeket balrdl jobbra, egyesével, felvdltva feketére és fehérre szinezzik gy, hogy
minden sorban az elsé kishdromszdg fekete.

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a céltdbldra egyetlen lévést leadva, az fekete
mezdt taldl el, feltéve, hogy a lovés eltaldlja a céltablat? (9 pont)

b) Hatdrozzuk meg a és b értékét, ha tudjuk, hogy a kapott p valdsziniségre minden
n > 1 egész esetén teljesiil, hogy a < p < b, ahol a a lehetd legnagyobdb, b pedig a lehetd
legkisebb ilyen szdm? (7 pont)

Megoldas. a) A feladat megértését tiikr6z6 dbra: A

A keresett A, valdsziniiséget a fekete kishdrom-
szogek teriiletének ardnya adja meg a T teriileti cél-
tablan.
A céltdbla T teriilete: T = ¢ - n?, ahol t a felosz-
tas sordn keletkez6 egy kisharomszog teriilete. Az ab-
rat vizsgalva latszik, hogy a céltabla egyik csicsatol
lefelé haladva az egymaést kovetd sorokban a fekete ha-
romszogek szadma (és igy teriiletosszegiik is) szdmtani
sorozatot alkot, melynek elsé tagja és differencidja is t.
Annak a valdsziniisége, hogy a 16vedék fekete mezét taldl el, a szdmtani sorozat elsd
n tagjanak Osszegével aranyos, ezért az Osszegképletbe behelyettesitve:

t+ nt n(n+1)
= m=t. 22T
s 2 " 2
A Kkeresett A, valészintiség:
n(n+1)
= _n+1
t-n2  2n

b) Felhaszndlva a kordbban kapott dsszefiiggést:

L1
on’

&)
N
N =

Mivel az (E) sorozat szigorian monoton csckken és 0-hoz tart, ezért a fenti valdszi-

niiséget megadd (% + %) sorozat is konvergens és szigoriian monoton cstkken, melynek
hatarértéke:

Az el6bbiek miatt az (% + %) sorozat maximalis értékét n = 2 esetén veszi fel,
3

ezért a keresett valdsziniiség: % <A, < 5.

mi 3
ami 1

4 )
Varga Péter
Budapest
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