kozléséhez. A matematika, fizika és informatika feladatokkal kapcsolatos kérdé-
seket a mat-szerk@komal.hu, fiz-szerk@komal.hu, illetve inf-szerk@komal.hu
cimekre varjuk. Reklaméciokat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el.

Mind a matematika, mind a fizika versenyek hivatalos végeredménye a 2018.
szeptemberi szdmunkban jelenik meg. A legeredményesebb versenyzok arcképét
2018. decemberi szamunkban kozoljitk. A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Alapitvany palyadijait és targyjutalmakat kapnak a 2018.
évi KoMaL, Ankét rendezvényén. Az okleveleket postén kiildjiik el.

Néhany megjegyzés

A folyéirat elektronikus valtozatat havonta frissitjiikk. A mindenkori pontsza-
mokat (a legeredményesebb versenyzok fényképeivel) rendszeresen kozoljitk. A lap-
ban kitiizott feladatok a kitiizés hénapjanak 28. napjatél hozzaférhetdk a honlapon.

Javasoljuk, hogy bekiildott dolgozataik masolatotat orizzék meg, hogy a lapban
kozolt megoldéssal 6ssze tudjak hasonlitani. Ha a dolgozat esetleg elvész a postéan,
csak masolat esetén tudjuk elfogadni a reklaméciot.

Szép, érdekes és nem kozismert feladatokat javasolhatnak kitiizésre. A javasolt
feladatokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkeszt6ség cimére kiildjék el.

A didkok elfogadott javaslatait év végén beszdmitjuk a kilondijért folyo ver-
senybe.

Szeretnénk, ha a kitlizott kérdések nem zarulnanak le véglegesen a bekiildési
hatéridével, a kozolt megoldassal. Erre teremt lehetéséget az internetes KoMal-
forum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsoléddé megjegy-
zést, altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Orémmel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkéri munkardl szélé be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményeiket
elkiildhetik postan, vagy személyesen juttathatjak el szerkesztoségiinkbe.

Kérjitk a szerkeszt&ségnek szant lizeneteket a szerk@komal.hu e-mail cimre
kiildeni.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan a

Szerkeszt6ség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4791. Az ABC hdromszig AD és C'E magassdagvonalainak metszéspontja
az M pont. A DE egyenes az AC' oldalegyenest a P pontban metszi. Igazoljuk, hogy
a PM egyenes merdéleges a hdromszég B cstcsbol indulo sulyvonaldra.

(5 pont) (Kvant)

I. megoldas. El6szor tisztazzunk elfajuld, illetve lehetetlen eseteket. A D vagy
FE pontok akkor eshetnek egybe valamelyik csiccsal, ha a haromszog derékszogii.
Ha a derékszog B-nél van, akkor D = F = B, nem johetett létre a D FE-egyenes.
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Ha A-nal vagy C-nél van (mivel a két eset lényegében ugyanaz, elég pl. csak
az A csicsra vizsgdlni), akkor A = E = M, igy P = M, vagyis most a PM-egyenes
nem johetett 1étre. Ezeken az eseteken kiviil M nem eshet egybe se talpponttal,
se csucesal, se P-vel. Lehetséges még, hogy AC||DE, ilyenkor AEDC hirtrapéz,
igy BAC< = BCA< miatt ABC egyenld szari. Tehat fel kell tenni még, hogy
BC # AB.

Legyen az AC szakasz felez6pontja G. Bizonyitandd, hogy BG L PM. Mivel
CDA<q=CFEA<=90°, azért D és FE az AC szakasz Thalesz-korére illeszkedik.
Ezt a kort jelolje k.

Maésrészt M DB< = BEM< =90°, ezért D és E a BM szakasz Thélesz-korére
is illeszkedik. Legyen ez a kor ¢, a kozéppontja pedig BM felezépontja, H.

Most azt bizonyitjuk, hogy a GD
szakasz (és hasonlé médon a GE szakasz)
az f korhoz hazott érintészakasz. G, D és
H az ABC haromszog Feuerbach-korére*
illeszkednek (melyet az 1. d@brdn f-fel je-
l6liink), a koriilirt kor K koézéppontjét
viszonyitdsi pontnak valasztva pedig

8 i ﬁ _ Z;Z‘) + (X+§;8)+§ -

ami a Feuerbach-kor kozéppontjanak
helyvektora (felhasznéltuk a

KM =KA+ KB+ KC

Osszefiiggést is). fgy GH atméro, a Thalesz-tétel miatt GDH< = 90°, GD csak-
ugyan érintészakasz.

Most invertaljunk k-ra. A GD szakasz a k kor sugara, ezért — a szelGszorzat-
tételt is figyelembe véve — f-nek a k-ra invertalt képe énmaga. Keressiik P képét.
Az inverzi6 illeszkedéstartd, igy P egyrészt a DE egyenes képére illeszkedik. A D
és az F fixpontok, az egyenes pedig nem megy at G-n, igy DE képe egy G-n
dtmend kor: DEG koriilirt kore, ami ismét ABC Feuerbach-kore. Masrészt P
illeszkedik AC' képére, ami fixegyenes. fgy P’ az AC oldalegyenes és a Feuerbach-kér
metszéspontja. Két ilyen pont van: az egyik G, de az k kozéppontja, igy nem lehet P
képe. A masik a B-hez tartoz6 magassdg talppontja, igy ez a magassagtalppont lesz
P képe. (Megjegyzés: ha a magassigtalppont és G egybeesnek, akkor ABC' egyenl

szart lett volna, amit kizartunk.) Igy GPB< = 90°. (Ha D, E és G egy egyenesen
lennének, akkor DE is k atmérdje lenne, igy a Thalesz-tétel szerint ECD< =

*https://hu.wikipedia.org/wiki/Feuerbach-kér.
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= DAE< = 90° is igaz lenne, vagyis az ABC haromszog AE és CD oldalegyenesei
parhuzamosak lennének, ami lehetetlen.)

Most hatdrozzuk meg M’'-t is. Ez rajta van az ¢ fixkoron, igy GM és £ méso-
dik metszéspontja. Mivel az £ kor BM Thélesz-kore, igy GM’'B< = M M'B< = 90°
(ha M és M’ forditott sorrendben helyezkednek el, akkor is igaz az &llitds, mert ki-
egészitd szogek lesznek). Most mér meghatdrozhatjuk PM képét. G-n nem mehet
at, mert akkor az M pont PG = AC-n lenne, ami a derékszogli haromszog lehe-
tetlen esetéhez vezet vissza. Igy PM képe a G-n, P’-n és M'-n dtmené kor. Mivel
GM'B< = GP'B< = 90°, azért ez BG Thélesz-kore. Ekézben BG egy G-n &t-
meno egyenes, igy képe énmaga. Tehat PM képének centrilisa a BG egyenes, BG
képe. Ez kor és egyenes kozott derékszoget jelent, igy mivel az inverzid szogtarto,
az eredeti PM egyenes és BG is merolegesek voltak. Ezt kellett bizonyitani.

Polgdr Mdrton (Budapest, Németh Ldszl6 Gimn., 12. évf.)
dolgozatat felhasznalva

IT. megoldas. Legyenek az A, B illetve C' pont koordinatai rendre (0;0),
(a;b), (1;0), ahol b # 0, {gy allhat majd a szdmolds sordn tortek nevezdjében.
Y
0,71
X S,
0,51 - /
0,41 A D
0,31 /
021 ] —_
0,11 Ma / g =<

/ ~
A F C, , , =P
ol 0,1 0,203 04 0,506 070809 1 1,1 1,213 1,4 1,5~

2. dbra
A tovabbiakban két f6bb dolgot fogunk hasznélni:
— Adott (x1;y1) és (x2;y2) pontokon dtmend egyenes egyenlete:

N — Y2 ( Y1 — Y2 )
Yy = T+ -1 ).
T — T2 T — T2

— Két, a tengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor meroleges egymasra, ha
meredekségeik szorzata —1.
Az AB egyenes egyenlete: y = Qa:

b

A BC egyenes egyenlete: y = ——:r + 15

A CFE egyenes egyenlete: y = —%x + 5 (az dlland6t onnan tudjuk, hogy az egye-
nes dtmegy a C' ponton).
Az AD egyenlete: y = 1_Ta1:

Ha a = 0 vagy a = 1, akkor az ABC haromszog A-ban vagy C-ben derékszogi,
D és E egyike az x tengelyen van, egybeesik M-mel és a derékszogi csiccesal, igy P
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is egybeesik M-mel, tehat P és M nem hatdroz meg egyenest. Ezeket az értékeket
tehat kizdrhatjuk.

Tudjuk, hogy D rajta van a BC' és m, egyeneseken, tehat felirhat6 a kovetkezo
egyenlet (a D pont elsd koordindtéja a kovetkezd egyenletben x):

b2

rT=—1—".
(1—a)” +0?

(A szédmldléban két nem 0 értékli szdm négyzetének Osszege all, tehdt biztosan
nem 0.) A D pont mésodik koordindtéja:

l1-a b? b1 —a)

b (1—a)’+b (1—a)l+b

Tudjuk, hogy F rajta van az AB és m. egyeneseken, tehat felirhat6 a kovetkez6
egyenlet (az E pont els6 koordindtdja a kovetkez6 egyenletben x):

Lo (ger) -0
a2

Itt b # 0, ezért a szamléilé sem 0. Az FE pont masodik koordinatéja:

b a? ab

a a2+ a4 b2

A DF egyenes meredeksége:

b(1 —a) ab
(1—a)®+b2 a®+1?
b? a?

1—a)?+b2 a®+0?

A nevezoben a D és az F pont els6 koordinatajanak kiilonbsége all. Ha ez 0, akkor
a két pont egybeesik egymassal és a B csuccsal, vagyis az ABC haromszég B-ben
derékszogl. Ekkor a feladat nem értelmezheto, igy feltessziik, hogy ez nem igaz.

%~ (Lépések: (a? + b?)-tel,

illetve ((1— a)? + b?)-tel valé bévités, szorzatts alakitds, b* + a® — 1 szorzéténye-
z6vel valé egyszerilisités. Ha ez utdbbinak 0 lenne az értéke, akkor a nevezd is 0
lenne, viszont nem 0 értékrdl indultunk, és csak szoroztunk nem 0 értéki kifeje-
zésekkel, tehdt nem lehet 0 a nevezd. A végeredmény igy egy értelmezhetd tort.)

A kifejezést egyszeriisitve a kovetkezét kapjuk:
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Mivel 1 —2a = 0 esetén AB = BC, és ekkor nem jonne létre a P metszéspont, ezért
feltehetjiik, hogy 1 — 2a # 0.

Mivel az egyenes atmegy az E ponton, a képletében szereplé konstans értéke:

ab  (1—2a)b a?
a2+ —a?+a+b a®+0b*’

aminek egyszer(ibb alakja W (Lépések: 0 # ( —a’+a+ b2)—tel val6 bovités,

Osszevonas, szorzatta alakitds, 0 # (a + bz)—tel valé egyszeriisités. fgy a végered-
mény egy értelmezhetd tort.)

A DFE egyenes egyenlete tehat:

(1 —2a)db - ab
—a?+a+b2"  —a?+a+b*

A P pontrdl tudjuk, hogy rajta van az AC egyenesen, vagyis mésodik koordi-
natdja 0, és rajta van a DE egyenesen, tehat felirhaté a kovetkezo egyenlet a P pont

els6 koordinatajara: (-2a)batab _ 0. Ez akkor igaz, ha (1 — 2a)bz 4+ ab = 0, vagyis

T —a?+a+b?
T=12a

Az M pont elsé koordinatdja a, ugyanis a BM egyenes merdleges az x ten-
gelyre. Mivel M rajta van az m, egyenesen, masodik koordinatédja 17Taa = a;)a

A PM egyenes meredeksége:

a—a a—a 1
b -0 _ b _ b _ 1—2a
aq— —2 2a—2a? 2 2b
1—2a 1—2a 1—2a

F koordindtai (0;0,5), ugyanis AC felez6pontja. Tehat a BF egyenes egyenlete:

=_1z2a 2b , azért BF mer6leges PM-re.

b—0 2b
a—0,5 "~ 2a-—1

2a—1

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
dolgozatat felhasznalva

Megjegyzések. 1. A f6 hiba a megolddsokban a diszkusszié hidnya volt. Ez a ko-
ordinatageometriai megolddsokban nem csupan geometriai, de algebrai hidnyt is jelent,
jellemzoen 0-val valé osztést.

2. Tobben a szamos fellépd hirnégyszoget hasznaltdk ki, tdmaszkodva a keriileti
szogek tételére, illetve bizonyos esetekben a hatvanyvonal tulajdonsdgaira; mivel sok kort
lehetett észrevenni, tobb kiilonb6z6 tton is el lehetett jutni a megoldashoz. Egy ilyen
megoldés olvashaté honlapunkon:
https://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=B4791&1=hu.

48 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 12 versenyzé: Andé Angelika, Cseh Kristof,
Csorba Benjamin, Fuisz Gébor, Horvath Andrds Jénos, Kocsis Julia, Konddkor Mérk,
Nagy Déavid Paszkal, Polgar Marton, Szabé Dévid, Végé Akos, Vali Benedek. 4 pontos
17, 3 pontos 10, 2 pontos 3, 1 pontos 2, 0 pontos 3 dolgozat. Nem versenyszeri
1 dolgozat.
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B. 4840. Mutassuk meg, hogy minden egész szam felirhato 2 +vy? — 22 alakban
alkalmas x, y, z pozitiv egész szamokkal.

(3 pont)
Megoldas. Legyen a egy pératlan szdm, ahol |a| > 1 és y = ‘%1| és z =
— |a=t
it
Legyen el6szor x = 1. Ekkor x, y és z pozitiv egészek a kikotései miatt és
a?+2a+1 a®>—-2a+1
4 4

Tehat ezzel a médszerrel el tudjuk allitani a 3-nal nagyobb és (—1)-nél kisebb péros
szamokat, vagyis n < —2 vagy 4 < n és n paros szam. Kimarad6 paros szamok a 0
és a 2.

n=xl+y?—22=1+ =a+1.

Legyen most = = 2. Ekkor x, y és z pozitiv egészek a kikotései miatt és

a?+2a+1 a2—2ab+1_
4 4 N

Tehat ezzel a modszerrel el tudjuk &llitani a 6-ndl nagyobb és a 2-nél kisebb
paratlan szamokat, vagyis n < 1 vagy 7 < n és n paratlan szam. Kimaradé paratlan
szamok a 3 és az 5.

Mar csak a 0, 2, 3, 5 szdmokat kell el6allitani:
0=3>+4%-5%
2=3"43—4%
3=424+62-7%
5=4%+5%— 6%

a—+ 4.

n=a’+y* -2 =4+

Tehat minden egész szamra bebizonyitottuk, hogy felirhaté 22 + y2 — 22 alakban.

Busa Mdté (Nagykanizsa, Batthyany Lajos Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

120 dolgozat érkezett. 3 pontos 68, 2 pontos 12, 1 pontos 30, 0 pontos 10 dolgozat.

B. 4847. Legyen f a [0;1] intervallumon értelmezett pozitiv, korldtos fiigguény.
Igazoljuk, hogy léteznek olyan x| €s xo szamok, amelyekre

(zg — 1) f*(z1) _ f(0)
f(z2) C o

(6 pont) O. Reutter (Németorszag)

Megoldés. A megoldds sordn elég annyit feltenni, hogy f egy a [0,1] inter-
vallumon értelmezett pozitiv fliggvény; a korlatossag feltétele elhagyhaté. Indirekt
bizonyitva {6ltessziik, hogy

(zg — 1) f*(21) 1)
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teljesiil minden z; és x5 szdmra. (A tovdbbiakban mindig z,z1,22 € [0,1] és
x9 > x1.) Ebb6l beldtjuk, hogy

(ii) minden n pozitiv egész szdmhoz van olyan ¢,, pozitiv konstans, hogy minden
x-re f(z) = cp,a™ f(0).
Ehhez atrendezziik (i)-et (pozitiv szémokkal szorzunk):
(iii) Az — 1) f2(21) < f(x2) £(0);
r1 = 0-t behelyettesitve: f(x2)f(0) = 4xof?(0), azaz f(x2) = 4x5f(0) minden
xo-re. Ezzel meg is kaptuk az els6 ¢, értéket: ¢; = 4.

Tegyiik fel, hogy kaptunk mér egy pozitiv ¢, értéket, amely minden z-re
teljesiti az f(x) = ¢, z™ f(0) egyenlStlenséget. Ekkor (iii)-at felirva, majd x4 -re alkal-
mazva az elobbi egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

F(22)f(0) = 4(wg — 1) f2 (1) = 42 — 21)chay" £2(0).

2nxo
2n+1

Osztva f(0) > 0-val és z1 = -et beirva:

2n
(277’) . 2n—+1

f(@2) = 4wy — 21)ch 27" f(0) = 4c} f(0) - g )

Ezek szerint a )

(2n) " 2

Cont1 =4 ————— ¢,
2n+1 (Qn T 1)2n+1

kielégiti (ii)-t.

Végiil a k-ra vonatkozo teljes indukciéval megmutatjuk, hogy

2k‘2k
Cok 1 = W
Valéban, ez teljesiil, ha k = 1, és ha egy adott k-ra igaz, akkor az elébbiek szerint
k_
c =c =4- (2(2k _ 1))2(2 Y . 2 _
2k+1-1 = C(2k—1)41 = (2025 — 1)+ 1)@ D 2k-1 =
k
e D (2v)° gt

(2k+1 - 1)2k+1—1 ((Qk _ l)zk_1>2 (2k+1 B 1)2k+1_17

tehat teljesiil (k + 1)-re is.
Igy minden pozitiv egész k-ra és minden x € [0, 1]-re igaz, hogy
2k~2k

f(@) > C2k71$2k_1f(0) = Wka_lf(o) =

k 2 o 2k 1 k281
=2 <2k_1> z= 7 f(0) = 272" 7 f(0).
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Specidlisan, z = 1-re:
F(1) =2 £(0),
minden pozitiv egész k esetén. Mivel f(0) pozitiv, ez ellentmondés.
Baran Zsuzsanna (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 12. évf.)

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 17 versenyzé: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Maérton, Daréczi Sandor, Débrontei David Bence, Géspar Attila, Hansel Soma, Imolay
Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Kovacs Benedek, Matolcsi David, Schrettner
Jakab, Simon Déniel Gébor, Szabd Déavid, Szemerédi Levente, Téth Viktor, Weisz Maté.
0 pontos 1 dolgozat.

B. 4857. Hatdrozzuk meg azokat az (n, k) pozitiv egészekbdl dllé szampdrokal,
amelyekre (22” + 1) (22k + 1) oszthato nk-val.
(6 pont) Bolgdr feladat

Megoldas. Legyen p tetszéleges, 2-nél nagyobb prim. Vizsgiljuk a
22" 92" 9%

szamok p-vel vald osztasi maradékat. Ezek a szamok sorban egymads négyzetei,
hiszen

(22)2 = 22"

Ha valamelyikiik maradéka —1, akkor a kivetkezéé (—1)? = 1, és az Osszes t6bbié
is 1. Ebbél kovetkezik, hogy a (—1)-es maradék legfeljebb egyszer fordulhat el§.
Tegyiik fel, hogy eléfordul, azaz 22" = —1 (mod p), mésszéval p | 22" 4 1. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor m < p. Tételezziik fel ugyanis, hogy m > p. Akkor elétte
legaldbb p — 1 maradék volt, de egyik sem lehet 0, (mert egy kett6hatvényt nem
oszthat egy pdratlan prim), tovabbé egyik sem lehet —1, hiszen csak az m-edik —1.
fgy az Osszes maradék koziil csak (p — 2)-féle lehet el6tte, ezért a skatulyaelv miatt
lesz két megegyez6 maradék, mondjuk az s-edik és a t-edik, ahol 1 < s <t < m.
Ekkor, mivel egymds utdn egymas négyzetei vannak, és egy szam négyzetének p-vel
valé maradéka a szam p-vel valé maradéka négyzetének a p-vel valé maradéka, azért
az (s + 1)-edik és a (¢ + 1)-edik maradékok is megegyeznek egymdssal, ugyanezért
az (s +2)-edik és a (¢ + 2)-edik is stb. Igy azonban az m — (£ — s)-edik maradék meg-
egyezne az m-edikkel, vagyis mindketté (—1) lenne, ami lehetetlen. Tehat valéban
m < p.

Tegyiik fel, hogy egy n, k szémpérra nk | (22" +1) (22k +1); szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy n < k. Han > 1, akkor legyen p az n egyik primtényezéje. Nyilvan
p # 2, hiszen (22n + 1) (22k + 1) péaratlan. Mivel p < n < k, a fentiek szerint sem

22" 4+ 1, sem pedig 22" + 1 nem lehet p-vel oszthaté, de akkor a szorzatuk sem,
ami ellentmondas; i{gy szitkségképpen n = 1. Tegyiik fel, hogy k > 1, és az egyik

primosztdja p. A fenti esethez hasonléan p > 2, és p < k miatt p nem osztja a 22" 11
tényez6t. Ezért p | k | (22" +1) (22k +1) csak gy lehetséges, hogy p | 22" 4+ 1 =5,
ezért — mivel £ minden primtényezdje relativ prim 22" 4 1-hez — k | 5.
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Tehét a lehetséges szdmpérok (a sorrendet is figyelembe véve): (1,1), (1,5),
(5,1), amik valamennyien teljesitik is a feladat feltételét.

Janzer Orsolya Lili (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

33 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyz6: Andé Angelika, Baran Zsuzsanna,
Borbényi Marton, Csahék Timea, Daréczi Sandor, Dobrontei David Bence, Géspar Attila,
Gyérity Agoston, Imolay Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Mikulds Zséfia,
Németh Baladzs, Saar Patrik, Schrettner Jakab, Simon D&niel Gabor, Szakaly Marcell,
Téth Balazs, Téth Viktor, Weisz Maté, Zélomy Kristéf. 5 pontos 3, 3 pontos 3,
1 pontos 3, 0 pontos 3 dolgozat.

B. 4864. Egy zsdkban 100 piros és 100 kék golyd van. Addig hizzuk ki vissza-
tevés nélkil, véletlenszerien, egyesével a golydkat, amig mind a 100 piros golyot ki
nem huztuk. Hatdrozzuk meg a zsdkban maradt golyok szdmdnak vdrhato értékét.

(5 pont)

1. megoldas. Minden htuzas utan irjuk fel, hogy milyen golyét hiztunk. Ha
kéket, azt K-val, ha pirosat, azt P-vel jeloljiik. A 100-adik piros utdn irjunk le
annyi kéket, amennyi a zsdkban maradt. fgy egy olyan 200 hosszii P-K sorozathoz
jutunk, melyben 100 db P és 100 db K van.

200
100

Szamoljuk Ossze azokat a lehetoségeket, amikor k darab golyé marad a zsak-

ban. Vagyis az utolsé k db betli K és el6ttitk P van. A t6bbi goly6t tetszdlegesen

hizhatjuk ki, azaz az els6 200 — k — 1 helyre 99 db P-t és 100 — k db K-t irhatunk

1939_ k) -féleképpen tehetjiik meg (kivélaszt-

Osszesen ( ) ilyen sorozatot tudunk felirni.

az Osszes lehetséges elrendezésben. Ezt (

juk, hogy melyik helyre keriiljon piros (P) golyé.) fgy annak a valdszinfisége, hogy
k darab golyé marad a zsdkban:
199—k
(P )

200
(100)
Ekkor a keresett varhaté érték az alabbi formaban irhato:
100 [199—12
. 198 197 99 1
E:Z%w: ly (99) +2- (99) +...4100- (99)] e
i=0 (100) (100)

Célunk a szogletes zardjelben 1évé kifejezés egyszeriibb alakra hozdsa. Ehhez
az alabbi azonossigot fogjuk felhasznalni:

() (-G

+ +...F = .

k k k E+1

(Ennek, az un. zokni-szabédlynak a bizonyitdsa: cseréljiik ki az dsszegben a (Z) ta-
k+1

got ( i +1)—re, majd jobbrdl balra haladva mindig az utolsé két tagot helyettesitsiik

az (7;) + (mi—l) = (Tlntll) azonossag alapjan a megfelel6 taggal.)
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Ez alapjan az
<198> " <197> " <196> R (99) _ (199),
99 99 99 99 100
<197> (196> (99) (198)
+ +..+ = :
99 99 99 100

<19090) ! (23) - (18(1))
(50) = Gan)

egyenletekhez jutunk. Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy a bal oldal épp a szogletes
zérdjelben 4ll6 kifejezés, mig a jobb oldalt dtalakithatjuk (ismét az a zokni-szabélyt

felhasznélva):
101 1 2 2
i) * (an) = (i) = ()
100 100 101 99

199 1
(i) * (o)
100 100

A keresett varhato érték tehat:

200 200!

o ) _ gorion _ 100
(200) 200! 101°
100 1001-1001

Megjegyzés. A feladat allitdsa n kék és n piros golyéra is megfogalmazhatd, ekkor
a vérhaté érték ——.
n+1
Ddobrontei David Bence (Pépa, Tiirr Istvdn Gimn. és Koll., 11. évf.)
. . 14 " 200 Y ) .
Megjegyzés. Azt, hogy a kérdéses Osszeg (101)-gyel egyenld, Busa Mdté (Nagykani-
zsa, Batthydny Lajos Gimn., 11. évf.) a kovetkezdképpen bizonyitotta: Vegyiik az els§ 200

pozitiv egész szamot. Ezek koziil szeretnénk kivalasztani 101 db szamot. Ezt megtehetjiik

@8(1)) -féleképpen. Mashogy Gsszeszamolva: Legyen a kivalasztott szamok kozill névekvo

sorrendben a 100. szdm egy x szdm, ahol x nyilvan legaldbb 100 és legfeljebb 199. Ilyen
esetbdl, ahol a 100. legkisebb szdm az x, pontosan (200 — x) - (x_l) van, hiszen a leg-
nagyobb kivdlasztott szdm (200 — x)-féle lehet, az x-nél kisebb 99 darab szdmot pedig

(mg_gl)-féleképpen lehet kivélasztani. Ha 6sszeadjuk a lehet&ségeket a lehetséges x-ekre,
akkor megkapjuk, hogy

199
<2OO> = > (200—x)- (m_l) =100 - (99) +99- <1OO> +.o 41 <198>.
01) 5, 99 99 99 99
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II. megoldas. Feltételezhetjiik, hogy az utolsé piros golyé kihtzédsa utéan

a zsdkban maradt golydkat is egyenként kihtzzuk. Igy a 200 golyénak (?88) féle
sorrendje lehet, minden eset ugyanolyan valdszinili. Feltételezhetjiik, hogy a golyo-
kat forditott sorrendben huztuk ki, ekkor az elsé piros golyd elott kihuzott kék
golydk szamanak varhaté értékét keressiik.

Allités. Ha dsszesen 100 piros és n kék golyonk van, akkor az elsd piros golyo

el6tt kilnizott kék golydk szamdnak vdrhatd értéke 57

Bizonyitsunk teljes indukciéval. Ha n = 0, akkor az allitas trivilis.
% val6szintiséggel piros, ekkor a kék golyok
valdszintiséggel kék. Az indukcids feltevés miatt

Ha n > 1, akkor az els6 goly6
szama 0. Az els6 golyd 1007
ezutan még atlagosan qT_ll kék golydt hizunk ki, igy a kék golyok szamanak varhaté

értéke:
n ( n— 1) n 100 +n n
1+ : -

E = — =
100 +n 101 100 +n 101 101

100

Ezzel az allitast igazoltuk. Ha n = 100, akkor a varhatd érték o1

Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. A feladatban leirt folyamatot kibGvithetjiik tigy, hogy a végén
a zsdkban maradt golydkat is kihizzuk, ilyen médon mindig kihtzasra keriil mind
a 200 golyo.

Ekkor azon kék golydk szaméanak varhaté értékét kell meghataroznunk, melyek
a kihuzottak soraban az utolsé piros goly6 utan kovetkeznek.

Legyen p; annak a valdszintisége, hogy egy adott kék golyd az utolsé piros golyo
utan keriil kihtzasra. Ha csak ezt a kék golydt és a 100 piros golyot tekintjiik, ezen
101 goly6 koziil mindegyik ugyanannyi eséllyel lesz utolsoként kihtuzva. Vagyis a kék
goly6 p; = ril eséllyel lesz az utolso piros utan kihuzva.

Ugyanigy, mind a 100 kék goly6rol egyenként elmondhaté, hogy az 1—(1)1 valoszi-
niiséggel lesz az utolsé piros goly6 utan kihtzva. Ha a 100 kék golydhoz egyenként
valdszintliségi valtozokat rendeliink, melyek értéke 1, ha a golyé az utolsé piros
utan keriil kihtzasra, és 0, ha nem, akkor a keresett varhaté érték a 100 valdszini-
ségi valtozo Osszegének varhatd értéke. Valtozok osszegének varhaté értéke pedig
egyenld a valtozdk varhaté értékeinek osszegével. Mivel minden golybhoz tartozo

valtozé i eséllyel lesz 1, és a maradék eséllyel 0, minden véltozéhoz = varhato
érték tartozik. Igy a 100 kék golyohoz tartozé valtozdk varhaté értékeinek 6ssze§e
— 100 . A AR ] o . 100
100 - 757 = o1 Vagyis az utolsé piros utédn huzott kék golyok szdmdnak is 77
a varhato értéke.
A keresett varhato érték tehat %.

Kowvdcs Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
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IV. megoldas. Egy véletlenszeri, viszatevés nélkiili kihizast gy is elképzel-
hetiink, mint 200 db goly6t sorrendben, melybél 100 piros, 100 pedig kék szinii.
Ez azért igaz, mert amikor az utolsé piros goly6t kihtizzuk, utdna mér csak kék
marad a zsakban, azok kihuzasa pedig egyféleképpen torténhet meg.

Tekintsiik a 100 piros goly6t, amelyek 101 helyet hatdroznak meg (el6ttiik és
utdnuk is van egy-egy hely). Ezen 101 helyre fogunk 100 db kék goly6t elhelyezni.
Jelolje d; az i-edik helyen 1év6 golydk szamat, a részeket értelemszertien szdmozzuk.

Be fogjuk bizonyitani, hogy tetszéleges 1 < i < 100 esetén E(d;) = E(d;y1).
Ehhez vegyiik az 6sszes lehetséges kihtizast. Ezek egyértelmiien 6sszeparosithatok,
hiszen az i-edik helyen levd golydkat megcserélve az (i + 1)-edik helyen lévékkel,
egyértelmiien megkapjuk az adott kihizas parjit (ami akdr onmaga is lehet).
A pérosités lehetésége miatt igazoltuk, hogy E(d;) = E(d;+1). Ebbdl az egyenlség
tranzitivitdsa miatt E(d;) = E(d;) tetszbleges 1 < 4, j < 100 esetén. Azt is tudjuk,
hogy

101
> E(d;) = 100 = {a kék golydk széma}.
i=1

Ezért

100
Bl =501

igy ez a végén zsakban maradd golydk szamanak varhato értéke.

Nagy Ndndor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

64 dolgozat érkezett. 5 pontos 35, 4 pontos 8, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 3,
0 pontos 6 dolgozat.

B. 4870. Az ABCD konvex négyszdg dtldinak metszéspontja az E pont. Iga-
zoljuk, hogy az ABE, BCE, CDE és DAFE hdromszogek Feuerbach-koreinek ko-
zéppontjai eqy paralelogramma csucsai, vagy eqy egyenesbe esnek.

(5 pont) Javasolta: Miklos Szildrd (Herceghalom)

Megoldas. Mivel egy haromszog Feuerbach-korének kozéppontja a koriilirt
kore kozéppontjanak és magassagpontjanak a szakaszfelezé pontja, igy vizsgaljuk
meg ezeket a pontokat.

Jeldlje az ABE, BCE, CDE, ADE héromszogek koriilirt korének kozép-
pontjat rendre Ki, Ko, K3, K4 (1. dbra). Mivel egy hiromszog koriilirt koré-
nek kozéppontja az oldalfelezdinek a metszéspontja, igy K1 Ko || KsK4 L BD és
KKy || KoK3 1 AC, {gy mivel két parhuzamos oldalpdrja van K; Ko K3K, para-
lelogramma.
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Ky

K3

K

Ko

1. dbra 2. dbra

Legyenek a fenti haromszogek magassagpontjai rendre My, Ms, Mz, My
(2. dbra). A magassdgpont a csticsokbdl a szemkozti oldalakra allitott merdlegesek
metszéspontja, igy MMy || MsMy L AC és My M, || MaMs 1 BD, tehdt hasonléan
az el6z6hoz My My Ms My is paralelogramma.

— — —
Legyen KlKQ = kl, K3K4 = kg, MlMg = ’I?T{7 M5M4 = 773) Mivel K1K2K3K4

= —
és My My M3 M, paralelogramma, igy tudjuk, hogy k1 = —k3 és mi = —m3. Mivel
K1 My KoM, négyszogben Fy Fy kozépvonal (8. dbra), ezért tudjuk, hogy

%
ki + mi

—
F1F2:f1: 9

Valamint hasonléan a K3MsK4M, négyszdgben

— —
—— = ky+ms  —(ky + g —
F3F4=f3= 3 5 3: (1 1):_.]@1.

()
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— —
Tehat f3 = —f1, {gy F1Fy || F3Fy és egyenld hossziak, vagyis Fy Fo F3Fy val6-
ban paralelogramma, vagy a négy pont egy egyenesre esik. Ezt kellett bizonyitani.

Csahdk Timea (Budapest, Németh Laszlé Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

40 dolgozat érkezett. 5 pontos 33, 4 pontos 3, 2 pontos 2, 1 pontos 1 dolgozat. Nem
versenyszerii 1 dolgozat.

'POLYGON | Polygon Pa’ly'azat ’matematlkabol
kozépiskolasoknak

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolds didkok (9—12. évfolyam) szamara.
A palyazat témédja:
Kozépiskolai matematikdhoz kapcsolédé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, ijszert
és érdekes feladatok vagy triikkos megoldéasok, régi korok matematikdja, hétkozna-
pok matematikaja, a matematika és a természettudomanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazdsok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyézni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {8s csapattal. A palyamunkédkat a Bolyai
Intézet oktat6ibdl all6 zsiiri fogja elbiralni.

A legjobb pélyamunkédkat dijakkal és dicséretekkel (oklevél, konyvutalviny)
jutalmazzuk. A pélyazo(k) altal megnevezett felkészité tandr(ok) a dijazottakkal
és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben részesiilnek.
Minden palyamunkarol szoveges szakmai értékelést készitiink, amit a dijkioszté tin-
nepségen vehetnek at a versenyzdk. A legjobb dolgozatokat a Polygon c. folydirat
szerkesztébizottsdga is megvizsgdlja kozolhetOség szempontjabdl. A beadott dol-
gozatok maximadlis terjedelme 10 oldal lehet (dbrdkkal, képekkel, téblazatokkal,
grafikonokkal egyiitt).

Bekiildési hatarid6: 2017. december 15. A pdlyamunkékat a kovetkez6 cimre
kérjiik bekiildeni: Katondné dr. Horvath Eszter egyetemi adjunktus, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjitkk rairni: Polygon
pélydzat matematikabdl, kozépiskoldsoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:

1. a palydzd(k) neve, lakcime, telefonszéma, email cime,
2. a palydzé(k) iskoldjanak neve, cime, telefonszdma, email cime,
3. a felkészit tandr(ok) neve, email cime.

Kérjiik, tekintsék meg a palyazat honlapjat is:

http://www.math.u-szeged.hu/ horvath/palyazat.htm.
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