Pavlovits Tamas:
Perspektiva és végtelen a kora tijkorban

Jelen szdmunk tematikus blokkja két részbdl 4ll: Pascal két matematikai
szovegének forditdsdbol és a végtelen kora modern értelmezéseivel foglalkozé
négy tanulmdnybdl. A forditdsok és a tanulmdnyok a ,,Perspektiva és megismerés
a kora djkorban” cimi OTKA kutatdsi program gyiimélcsei, amely szorosan
kapcsoldik a Kora Ujkori Filozéfiatsréneti Mihely (KUFIM) tevékenységéhez.
A tematikus blokk mdsodik részében taldlhaté tanulmdnyok a KUFIM dltal
2011. mdjus 11-én az ELTE Filozéfiai Intézetében szervezett konferencidn
elhangzott el6addsok valtozatai.

Blaise Pascal két matematikai tanulmdnya: az Esszé a kipszeletekrdl (Essais
pour les Coniques) és a Kipszeletek szdrmaztatdsa (Generatio conisectionum)
cimi irdsok tudomdnytorténeti szempontbdl a projektiv- vagy perspektivikus
geometria alapszovegei kozé tartoznak. A geometridnak ezt az dgdt Appolléniusz,
hellenizmus kori gorég matematikus (Kr. e. 262-190) nyomdn Pascal kortdrsa
és mestere Girard Desargues (1591-1661) fedezte fel. Apolléniusz figyelt fel rd
el8szor, hogy ha egy kapot egy sikkal kiilonb6zd szégekben elmetsziink, akkor a
kippaldston kiillonbozd alakzatok, nevezetesen kor, ellipszis, parabola, hiperbola
stb. jelennek meg. Ezeket nevezziik kipszeleteknek, és Apolléniusz vizsgdlta
elészor ezek tulajdonsigait. A kiapszeletek kutatdsénak Desargues nagy lokést
adott azzal, hogy a kupszeleteket olyan vetités Gtjdn szdrmaztatta, amelynek
sordn a kip alapkorének minden egyes pontja a kipot elmetszd sikra vetiil oly
moédon, hogy az alapkor kertiltének pontjait az alkoték mentén 8sszekotjiik a
kup cstcsdval. Ezzel az eljdrdssal alapitotta meg a projektiv- vagy perspektivikus
geometridt. A projektiv geometria jelen esetben az ugyanahhoz a kiiphoz tartozé
kiilonbozé kiipszeletek egymdshoz viszonyitott tulajdonsdgait vizsgdlja. Desargues
az erre vonatkozéd kutatdsait a Brouillon-projer d’une atteinte aux événements
des rencontres du cone avec un plan cimli mivében publikdlta 1639-ben. Egy
évvel késébb, 1640-ben jelent meg Pascal elsé matematikai irdsa Essai pour les
Coniques cimmel. Blaise Pascal ekkor még csak 17 esztendds volt. Desargues-gal
a Mersenne-akadémidn keriilt szorosabb kapcsolatba, aki feltehet8en szdrnyai ald
vette az ifji matematika-tehetséget. Az itt kozolt elsd irds tehdt mind Pascal élete,
mind a matematikatrténet szempontjabdl fontos szerepet jdtszik. Az életében
azért, mert ennek megjelentetésével vonta magdra kortdrsai figyelmét Pascal.
Descartes egész egyszertien nem hitte el, hogy ez az irds a tizenhét éves ifjitdl
szdrmazik, el8szor gy vélekedett, hogy bizonydra Blaise apja, a matematikdban
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szintén jartas Etienne Pascal irta, majd pedig azt gondolta, hogy lényegében
Desargues a szerz8je. Mdsok azonban, mint Desargues és Mersenne, elismerték
és nagyra tartottdk Pascal mivét, amely mind tudomdnyos stilusiban, mind
tartalmdban komoly el8relépést jelentett a desargues-i eredményekhez képest.
Az Essai pour les Conigues tartalmazza azt a tételt, amelyet kés6bb Pascalrdl
neveztek el, és amely kimondja, hogy egy kupszeletbe irt hatszdg szemkézti
oldalegyenesei egy pontban metszik egymdst (Id. elsd tétel). Az Esszében nem
taldlunk bizonyitdsokat, csak tételek tomor megfogalmazdsit. Ennek az az oka,
hogy a szdveg egyetlen oldalon jelent meg nyomtatdsban, és célja nem a tételek
bizonyitdsa, hanem csupdn a figyelemfelkeltés volt. Pascal tervbe vette ugyanis egy
komolyabb, tobb értekezésbdl 4ll6 matematikai md megirdsdt a kapszeletekrdl,
amely 1654-re el is késziile Conicorum opus completum cimmel. Ebbdl sajnos csak
egy latin nyelv{i értekezés, a Kiipszeletek szdrmaztatdsa (Generatio conisectionum)
maradt fent, amelynek forditdsdt az Esszével egyiitt szintén kozreadjuk. Pascal
1663-ban bekdvetkezett haldla utdn Leibniznek még kezében volt a teljes corpus,
gondosan 8ssze is rendezte 8ket, de hidba szorgalmazta az 6rokdsdknél miel8bbi
kiaddsukat. A Kiipszeletek szdrmaztatdsa a Leibniz 4ltal meghatdrozott rend szerint
az elsd értekezés volt, amely a tobbi alapjdul szolgdlt (Pascal 1970, 1103). Pascal
ite 4lliga fel a kip és a kapszeletek definicioit; bizonyitdsokat itt sem taldlunk,
dm a szdveg alapvetd meghatdrozdsokat tartalmaz a perspektivikussdgra nézve.

Az Esszé a  kipszeletekrél és a  Kipszeletek szdrmaztatdsa nemcsak
tudomdnytorténetileg jelentds szévegek, hanem a kés6bbi pascali gondolkodds
szempontjdbdl is meghatdrozéak. A kapszeletek projektiv értelmezésekor Pascal
tobb ponton is szemben taldlta magdt a matematikai végtelen problémdjdval. A
projektiv geometridban sziikségszer( feltételezni, hogy a pdrhuzamos egyenesek
a végtelenben metszik egymadst, ami az euklidészi geometridban nem magdtdl
értet8dd. Pascal ezt a kovetelményt nem axidmaként, hanem definicidként
vezeti be: ,Két vagy tobb egyenest mindig egy ponton dtmen8knek mondunk,
birmilyen helyzetben legyenek is egymdshoz képest, véges tdvolsigban, ha
egy pontban metszik egymdst, és végtelen tdvolsigban, ha pdrhuzamosak” (3.
definicié). Mdsrészt a kiipszeletek vetitéssel torténd szdrmaztatdsa tobb esetben
is azt eredményezi, hogy egy véges alakzatnak a képe adott esetben végtelen lesz,
hiszen a parabola és a hiperbola is végtelen, mikdzben a kap véges alapkorének
képei. A vetités pedig kozvetlen megfeleltetést hoz létre a véges és a végtelen
alakzat minden pontja kézott: ,,Ebbdl kovetkezik, hogy a parabola a végtelenbe
tart és végtelen teret hatdroz meg, noha az alapkor keriiletének képe, amely
véges, és amely véges teret fog korbe.” (6. definiciét kovetd megjegyzés). Ez a
kovetkezmény megkovetelte annak elfogaddst, hogy egy véges szakaszt végteleniil



oszthaténak tekintsiink, ami a korban kordntsem volt magdtdl értet6dé.! Pascal
tehdt mdr egészen kordn arra kényszeriilt, hogy a végtelen 4ltal a matematikdban
okozott paradoxonokat megprébdlja kezelni, és ne elutasitsa, hanem beépitse
matematikai megolddsaiba. A végtelenhez fiz8dé eme kettds viszony végigkiséri
matematikai és filozéfiai munkdssdgat.

A Kipszeletek szdrmaztatdsa ugyanakkor a perspektivikussdg szempontjdbol
ismeretelméletileg is jelentds kdvetkezményeket tartalmaz Pascal gondolkoddsdra
nézve. A 6. definiciébdl eredd elsé kovetkezmény a kipszeletek elvont kérdéskorée
a vizualitds teriiletére utalja: ,Ebbdl evidens médon kévetkezik, hogy ha a szem
a kip csticsdban helyezkedik el, és ha a tdrgy a kap alapkérének kertilete, és ha
a viszon (tabella) maga a sik, amely igy vagy Ggy metszi a kap felszinét, akkor a
kupszelet, amelyet e sik a kapfelszinen 1étrehoz, legyen az pont, egyenes, szog,
ellipszis, parabola vagy hiperbola, a kér keriiletének képe lesz.” A vizualitds
rendkiviil szemléletesen mutat rd a kiilonb6z8 geometriai objektumok (jelen
esetben az alapkér és a kiipszeletek) egységére. Ha a kupszeletként képzédd kort,
ellipszist, paraboldt és hiperboldt kiviilr8l, egy tetszdleges pontbdl szemléljiik,
akkor csak a kiilonbségiik 6tlik a szemiinkbe, 4m ha ,a szem a kap csticsdban
helyezkedik el”, akkor ezek az alakzatok egymdsra vetiilnek, és egységesnek
bizonyulnak. A kip csticsa tehdt egy kitiintetett perspektivdt hatdroz meg, amely
a kiilonbségekkel szemben az egység megpillantdsdt és megértését teszi lehetdvé.
Ez a megismerési modell végigvonul Pascal életmiivén és a Gondolatokban
kifinomult filozéfiai értelmezést nyer majd. Az, hogy képtelenek vagyunk
példdul egy mindenki 4ltal elfogadott egységes mordlt kidolgozni és raciondlisan
megalapozni, annak koszonhetd, hogy az ember, az 6t minden oldalrdl
koriilvevd végtelenség folytdn képtelen rilelni arra a perspektivdra, ahonnan a
kiilonbségek egymdsra vetiilnének és az emberi perspektivakbdl kiilonbézdnek
bizonyulé dolgok egységesnek mutatkozndnak.? A pascali gondolkoddsban tehdt
perspektiva és végtelen egymadssal szorosan osszekapesol6dé fogalmak.

A Pascal két geometriai értekezését kdvetd tanulmdnyok kdzos pontjde a kora
tjkori végtelen-értelmezések képezik. A végtelen fogalma kiilonés jelentdséggel
birta kora modern gondolkoddsban. Egyrészt azért, mert — miként azt a projektiv
geometria megsziiletésének példdja is mutatja — a matematikiban kidolgozott
Uj mddszerek egyre fontosabbd tették a végtelen matematikai adaptdcidjdt,
mdsrészt azért, mert a kopernikuszi forradalom révén egyre elfogadottabbd vlt
az univerzum végtelenségének gondolata, ami a mikroszkép felfedezése folytén
kiegésziilt az anyag végtelen oszthatdsigdnak eszméjével, harmadrészt pedig

1 Ld. errél Pascal hosszabb fejtegetését a Geometriai gondolkoddsrsl cimi mavében (Pascal
1999, 52-54).
2 Ld.: Gondolatok, Br. 381. és Br. 383. toredék.
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azért, mert a kora djkori metafizikai rendszeralkoté gondolkoddsban kézponti
szerepet jitszott a tokéletesen végtelen Isten idedja. A 17. szdzad az elsd (és
taldn az utolsd) korszak a nyugati eszmetdrténetben, amikor a matematikai, a
fizikai és a metafizikai végtelen egyszerre van jelen, és amelyet komoly filozéfiai
prébdlkozdsok jellemeznek annak érdekében, hogy a végtelennek e hdrom
értelmezési formdjdc Osszefliggésbe hozzdk egymdssal. A szimunkban szerepld
négy tanulmdny ezekbe az értelmezési kisérletekbe nyujt bepillantdst.

Moldvay Tamds ,A valésdg végtelensége” cim(i tanulmdnydban Spinoza
Mayernek irt 12. levelét értelmezi. Ebben a levélben Spinoza megkisérli
tomoren kifejteni a végtelenre vonatkozé tanitisit. Moldvay Tamds figyelmét
elsésorban az az dbra vonja magdra, amellyel Spinoza a természetben megjelend
végtelen matematikai kifejezhetetlenségét illusztrlja. A szerz6 tanulmdnydban e
matematizdlhatatlansdgnak az értelmezésére véllalkozik, mégpedig a descartes-i
fizikdnak a kiterjedt szubsztancidra vonatkozd tételeire tdmaszkodva. Zemplén
Giabor Aron ,Analitikus szivirvanyfilozéfia és Newton végteleniil egyszer(i
szinei” cimd tanulmdnyiban Newton szinelméletét mutatja be, kiilonos
figyelmet szentelve azon dbrék elemzésének, amelyeket Newton szinelméleti
tanulmdnyainak illusztrdldsihoz haszndlt. A tanulmany kézéppontjdban Newton
szinelméletének 1672-es legelsé megfogalmazisa 4ll, annak is az 6todik tétele,
amely arra ad vélaszt, hogy hdny egyszer(i szinbdl 4ll a szivdrvdny. Noha Newton
szerint a szivdrvdny végtelen szindrnyalatra bonthato, vdlasza mégis tobbértelmt.
Zemplén Gabor Aron amellett érvel, hogy a meghatdrozds tobbérelmiisége
szdndékolt Newton részér8l. A modern fizika atyja igy igyekezett kikeriilni a
nyilt konfrontdciét a hagyomdnyos fizikai és optikai elméletekkel, amelyek
nem szdmoltak a végtelen lehetdségével. Schmal Ddniel ,A leibnizi végtelen és
a fikcionalizmus problémdja” c¢im(i tanulmdnydban azt vizsgilja, vajon miért
nem tulajdonitott Leibniz realitdst az infinitezimdlis kalkulusban alkalmazott
végteleniil kis mennyiségeknek. Schmal Ddniel amellett érvel, hogy Leibniz
dllispontjdt nem matematikdjabdl, hanem metafizikdjibdl és ismeretelméletébdl
kiindulva érdemes magyardzni. Ertelmezése szerint az anyagi vildg jelenségei és
a végteleniil ki mennyiségek kozds jellegzetessége, hogy nélkiilozik az egységet,
és ezért mindkettd realitdst nélkiiloz8, jol megalapozott fikcidknak mindsiilnek
Leibniz filozéfidjdban. A tematikus blokk negyedik tanulmdnya a végtelen
kora djkori elgondolhatésigdnak problémdjit elemzi két szerz8: Pascal és
Descartes alapjan. Noha e két gondolkodé teljesen kiilonbozd értelmezését adta
a végtelennek — mig Pascal a természetet tekinti végtelennek, és Isten kapesdn
nem haszndlja ezt a kifejezést, addig Descartes szerint a végtelen kizdrélag
Isten attribituma, a természet legfeljebb hatdrtalannak nevezhetd —, a végtelen
ismeretelméletileg hasonlé poziciét tolt be ndluk: mindkét esetben rendkiviili
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evidencidja révén elgondolandd, 4m a véges elmével valé dsszemérhetetlensége
folytdn megérthetetlennek bizonyul. Mindhdrom tanulmdny rdmutat arra, hogy
akora tjkorban a végtelen beemelése a fizikai és matematikai magyardzatokba nem
ment zokkenémentesen, mdsrészt azt is hangsilyozzdk, hogy természetfilozéfiai,
metafizikai és matematikai alkalmazdsai ellenére a végtelen bizonyos fokig
megdrizte racionalizdlhatatlan jellegét.

Végezetiil szeretnék halds koszonetet mondani Nagy Gédbor matematikusnak,
az SZTE Bolyai Intézete docensének, aki Pascal két matematikai szévegének
forditdsit szakmailag ellendrizte, javitotta és a végsd véltozat elkészitésében
értékes tandcsokat adott. A Pascal szovegek forditdsa a Jean Mesnard 4ltal
szerkesztett kritikai osszkiadds (Pascal 1970) mésodik kotete alapjdn és a
jegyzetek felhaszndldsdval késziilt. A forditds és e szdm tematikus blokkja az
OTKA K 81165 és a K 67798 szdmu projektjeinek tdmogatdsdval valésult meg.

Irodalom:

Pascal, Blaise (1970): Oeuvres complétes, éd. Jean Mesnard, 2. kotet, Paris:
Desclée de Brouwer.

Pascal, Blaise (1999): Irisok a szerelem szenvedélyérdl, a geometriai gondolkoddsrél
és a kegyelemrdl, ford. Timdr Andrea és Pavlovits Tamds, Budapest: Osiris.

11



