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ABSTRACT

This paper deals with the dynamical examination of
a complex system model consisting of an elastically
supported beam, of a wheel being in rolling contact
with the beam through linear vertical contact-spring
(Hertzian spring) and damper, and of a mass repre-
senting the vehicle superstructure connected with
the wheel through vertical suspension spring and
damper of linear characteristics. A numerical solu-
tion method is introduced for solving the hybrid
differential equation system of the dynamical model
by using Galerkin’s method.

1. BEVEZETES

Jelen tanulmany egy feliilrdl linearis rugon és csil-
lapiton atvitt, fliggdleges erdhatassal terhelt, de
palyairanyban allando sebességgel halado vasuti
kerékpar a palya hosszkoordinata szerint inhomo-
gén merevségl (és csillapitasi tényezdji) Winkler-
alapzaton fekvd, Euler-Bernoulli gerendaval mo-
dellezett sinparjaval Hertz-rugén keresztiil megva-
l6suld rugalmas ¢és disszipativ kapcsolat elemzését
tizte ki célul. A vasuti kerékpar, illetve a sinpar
alkotta alrendszerek kozott a rugalmas és disszi-
pativ kapcsolat modellezése révén a két alrendszer
egyetlen dinamikai rendszerként hybrid differenci-
alegyenlet-rendszerrel kezelhetd. A gerendamodell
mozgasat leird parcidlis differencidlegyenletet nu-
merikus uton, Galjorkin kozelitd modszerével old-
juk meg [2], ily médon a rendszer mozgasi viszo-
nyainak meghatarozasat egy kozonséges differenci-
alegyenlet-rendszer numerikus megoldasara vezet-
jiik vissza.

2. HERTZ-RUGON KERESZTUL CSATOLT
RENDSZER BEMUTATASA

Tekintsiik az 1. abran lathatd kotott tomegl dina-
mikai rendszer modelljét, amely egy feliil elhelyez-
kedd, a kocsiszekrényt modellezd tomegbdl, ahhoz
linearisan rugalmasan és disszipativan kapcsolddo,
a vasuti jarmi nyomallvanyra szerelt kerékparjat
reprezentaldé merev testbdl [1], [4], valamint az
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ehhez ugyancsak rugalmas ¢s disszipativ Hertzi
kontakton keresztiil kapcsolodod, a sinpart modelle-
z0, valtozo merevségli €s csillapitast Winkler alap-
zaton tdmasztott Euler-Bernoulli gerendabdl all.

V=éllandé $=§
|

My

1. ébra: A vizsgalt dinamikai rendszer modellje

A kerékparra felirhatd fiiggbleges iranyt mozgas-
egyenlet:
my, - Z, = —F() = sy " (2y — 2x) —

—dy " (Zy —2Z) + My, - g (1)
ahol m,, a kerékpart tartalmazé nyomallvany tome-
ge, z,, a flggdleges iranyu elmozdulésa, s, illetve
d, a kerékpart allvanyhoz kapcsold linearis rugok
eredd merevsége, illetve csillapitasi tényezdje, g a
nehézségi gyorsulas, F(t) pedig a Hertz-rugén a
kerékparra atadodo idofiiggd fiiggdleges érintkezési
(kontakt) erd.

A kocsiszekrényt reprezentdld merev testre felirha-
t6 mozgasegyenlet:
My Zg = +sy - (2w — z) +dy - (2 — 23) +

+my g (2)
A sinpar hely- és idofiiggd fliggbleges mozgasat
pedig az
0%z(x,t) 92%z(x,t) 0z (x,t)
IE pwanh s p(x)A T d(x)T +
+s(x)z(x,t) = F(t)6(x — vt) 3)

valtozd egylitthatos negyedrendl parcialis differen-
cidlegyenlet irja le, ahol IE a sinpart megjelenitd
gerenda allandd értékd hajlitasi merevsége, o(x)
gerenda anyaganak stirlisége, A gerenda kereszt-
metszetének teriilete, s(x) és d(x) a Winkler alap-
zat helyfiiggd aldtdmasztasi merevsége ¢és csillapi-

= lo] = 29). Pe-

tasi tényezéje ([s] = % [d] =23,
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remfeltételként a glirll z(x,t) = 0 relacio érvényes.
—>T0

A v =allandb sebességgel x iranyban mozgd
kerékpar hossziranyban ¢ = x — vt 0 valtozo he-
lyettesitésével a zg(&,t) = z(x — vt,t) az alabbi
alakot Olti a sinpar fliggdleges elmozdulasat leird
parcialis differencial-egyenlet [2]:

IEa ZS(ft)+Q(f+vt)A [5 Zs(ft)

ogt a¢?
02255 92s(E0) 22,(E1)
27280y + 2 2E0] L d (s + o[ -
ZEDv] + 56 + vz (6 D) = FS(E) (4)

flj?inwzs(f t) =0.

Az F(t) a kerékpar-sinpar kapcsolatot modellezd
linearis Hertz-rugéban/csillapitoban keletkezd ru-
galmas és disszipativ fiiggéleges kapcsolati erd.
A sinszal fiiggbleges elmozdulasara vonatkozo
mozgd koordinatarendszerbeli zg(&,t) megoldast a
Galjorkin-moédszer szerinti véges tagszamu szorzat-
Osszeg alakban keressﬁk

zg(§,t) = ] =0 ](t) <Pj(f) (5)
ahol kozelité megoldassal, ahol a Tj(t),j =
0,1,2, ...,n ismeretlen idofiiggd egylitthatok rendre

n
a {‘Pj (E)} =0
vel szorzodik. A megfeleld derivalasok utan az
ismertelen Tj(t) fliggvényekre a kovetkezd valtozo
egylitthatds linearis inhomogén kozonséges diffe-
rencidlegyenlet-rendszer adodik:
AT ) + BOT() + CT(t) = F(t), T € R™*
A szerepld egyiitthatd matrixokba belépnek az
ortonormalt fiiggvényrendszer elemeivel képzett
skalérszorzatok az alabbi ésszefﬁggések szerint:

ortonormalt fliggvényrendszer elemei-

1—0 -----

= [2pAvS (@), ¢')]i= =0, + [ds(%;(ﬂl)]z 0.
Jj=0,..,n j=0,..n

C() = [IES(p";, ") — pAV?S(9',,90")
+dS(ene')
+S(S(x)§0]'(pl)]l 0,.,m

j=0,..n
EF() = F®)[9o(0), 91(0), ..., 9, (0)]". (7)

Az altalunk targyalt esetben tekintetbe vett
©o(&), 1(&),..., 0, (&) a, és igy linearisan fliggetlen
ortonormalt fliggvény a H,(¢); k = 0,1,2, ... Hermite-
polinomokbdl [10] képzett fiiggvénysorozat elsd n+1
eleme, amelyek alakja:

1 &
Pr(§) = 2k = D!VI) 2Hy 4 (e 2,
k=012, ..,n
Az egyiitthatomatrixok elemeit a fentiekben skalar-
szorzatokkal jeloltiik ki, konkrét kifejtésiik pedig az
alabbi improprius integralok segitségével szamitha-
to ki:
A - {(1) IZ o(€ +vt)A d
0§ +v)Api(e;()ds

fb‘” =-2v- f Q(f+vt)A<Pi(€)¢j(s‘)ds‘]

—00
OO

B
l b@ = d(f + ) i) (§)dE J

GEP, LXXIL. évfolyam, 2021.

¢ =1E- f IV (€)g,(©)dE

o = v f o€ + VDA 9/ (O, ()

—00
cC - o

o) =—v- [ dee+ o0 i)

—oco
[ee]

o = f s +vt) 9; (D) (§)dE

@ @@ _ W
ahol a”—a bL]—b b Ci,j_c'j+

ij> ij°
2 3 4
Ej)+c£j)+c£)Vl] teésA=a;;,B=0b;;,C
¢;,t=01..,nj;j=01..,n

Az F{(t) kapcsolati eréfliggvény a linearizalt Hertz-
rugoval 6sszekotott kerék-sin kapcesolatbol az alab-
bi Osszefiiggéssel adodik:

F(O) = [=su - (2:(6,0) = 7(0)) — d

@D - 2,0)
amelyet részletezve azt kapjuk, hogy
F(&) = sy - (O - 9(0) = 2,(6)) — dyy - (T (©)
~@0) —v-T(t) ¢'(0)
— 2,(t)]

Tekintettel arra, hogy a nyomallvany-, illetve a
sinpar alrendszer egyiittese teljes rendszert alkot,
amelyre kiilsd, explicite 1d6t6l fliggd erdhatas nem
miikddik. Mivel mindkét alrendszer esetében linea-
ris rendszerrel van dolgunk, kézenfekvo, hogy a két
rendszerre vonatkozd mozgasegyenleteket egyetlen
egyenletrendszerbe, mégpedig egyetlen, valtozo
egyiitthatdju, homogén linearis kozonséges diffe-
rencialegyenlet-rendszerbe foglaljuk.

Ehhez els6 1épésben definidljuk a szabad koordi-
T

natak q = [Zw| kibdvitett vektorat. Ekkor az
=7z,

egyiitthatomatrixok az aldbbi moddon alakulnak.
Legyen tovabba
Mi1yxmin (@) = [my;]i=01,..,m; j
=01,..,n
[mi;] =lai;].i=01..,mj=01..,n
mn+2,n+2] =my

[mn+3,n+3] = Mmy
D@ =[dij],i=01,..,n; j

=01,..,n
[di,j] = [bi,j] —dy 'Q(O) 'QT(O).i =01,..,nj
=01,..,n

S(n+1)x(n+1) &= [Si,j]'i =01,..,n;j
=01,..,n,n+1,n

[s:5] = [cij] = 51 9(0) - 9T (0) + v dyy - 9"(0)
07(0),i=0,1,..,n;j
=01,..,n
ahol a z; (&, t) teljes derivaltja 1ép be:
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d _0zg 0z dz,,

T C e TR ML TS
és
®0(0)
¢,(0)
9(0) = [¢p,(0)
PROY
tovabba Sin+z = —sy - 9(0),0=101,..,n,
Sn+2,j = —Sy QT(O))] = 0'1’ -, n, Sn+2,n+2 =
Sp + Sw, Sn+2n+3 = ~Sws Sn+3n+2 = ~Sws
Sn+3n+3 = 28y, €s di,n+2 = _dH ' Q(O):i =
0,1,..,n, dpiz;=d -gT(O),j =11,..,n,

dnion+z = dy + Ay, duyones = —dy, dnyzniz =
—dy, dniznez = 2dy,.

A megoldandd valtozé egyiitthatés masodrendi
homogén linearis differencidlegyenlet az alabbi
format olti:

M(£){(t) + D(§)q (@) +5(E)q(®) =0 8)
amelyet a valtozé egyiitthatora tekintettel — ese-
tinkben numerikusan oldunk meg adott kezdeti
értek-vektor mellett.

A kezdeti értekek meghatarozasa
Legyen adott a z,(£,0) = 1=, T;(0) - 9;(6) (5 (4)
szerinti megoldasfiiggvény és annak id6 szerinti
derivaltja a t = 0 idopontban, azaz legyen adott a
z(§,t=0) = 1}:0 T](t = 0)(;0](5) = Zso adott,
illetve 2z 2(§) = 2-2,(§,t = 0) = X7o[Ty(¢ =
0)p;(&) —v-Ti(t= 0)(p]’-(f)]. Atirva  vektoros
formaba a fenti kifejezéseket azt kapjuk, hogy
250(§) =T(0) - @(§), illetve () =T(0)-
@(&) —v-T(0)- ¢’ (§). Ebbdl a T(0), illetve T(0)
meghatarozasa az alabbi modon lehetséges: szoroz-
zuk @7 (&)-vel a fenti egyenletet

260(8) 97 (§) = T(0) 9 (&) - 97 (§)
majd a jobboldalon el6allé6 matrix inverzével (ha ez
létezik) ismét megszorozzuk az egyenletet:

-1
T0) = [p(® -9"(®] -7 z0(®)
Hasonloképpen a kezdeti feltétel masik komponen-
se, az elmozdulasfiiggvény elsé derivaltja az alabbi

eljarassal szamithato ki:
Z5o(©) 9" () =T(0) - (&) - 9" (§) —v-T(0) -
9’9" (),
-1
amelyet a [ﬂ é)- QT (f)] inverzmatrix-szal be-
szorzast kovetden a kovetkezd egyenletet kapjuk:
. -1
T(0) = [ - 9"(O)] - ") - z0(®) +
-1
+v- [0 o"®] [® 0"®] T

A fent bemutatott eljaras tobbtomegli rendszer
esetében is alkalmazhato.
Az allapotér az alabbi modon irhato fel:
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- z_
Zy
Zk N= R2(n+3)
T

[~<
I

ZW
L Z )

és Y = &(Y), valamint Y (0) = Y,. Fenti differenci-
alegyenlet-rendszer kozelitd megoldasa eldallithatd
alkalmasan valasztott numerikus moédszerrel, pél-
daul Euler modszerével:

Y(tiy) =Y () + @Y (L) - At.
3. SZAMITASI EREDMENYEK

A 2. abran az 1. 4bra szerinti modell csapagytokra
szamitott fiiggdleges elmozdulasat abrazoltuk egy
elore adott palyamerevség inhomogenitason adott
allando v sebességgel torténd athaladas esetére.

Valtoz6 p éteri Winkler a r gerendan
v sebességgel haladé kerék fiiggéleges elmozdulasa
T T T T T T T T

Palymerevség-inhomogenitas

N kerék fuggdleges elmozdulas 0
-19 / .

. . I . . . . . | 0
5 10 15 20 25 % 35 40 45 50 55 60
x (m)

(
s (kN;’mm“)

2. abra: A kerék fiiggdleges elmozdulasa és a
palyamerevség alakulasa

A 2. abran bemutatott szimulaciods szamitasi ered-
mény egy hybrid (kontinuum ¢és diszkrét) alrendsze-
rekbdl allo vasuti palya-jarmi rendszer mozgasfo-
lyamatait mutatja az id6 fliggvényében a fentiekben
bemutatott Galjorkin-féle modszer segitségével. A
szimulacié sordn elére adott palyamerevség-
inhomogenitas fiiggvény esetében v = 120 km/h
sebességgel mozgo, rugalmasan befogott kerékpar
csapagytokjara szamitott fiiggdleges elmozdulés-
befutott ut fliggvényt abrazoltuk.

A kerékpar tomege my, = 1300 kg, Hertz-rugd me-
revsége: sy = 2-450-10° N/m, csillapitasi té-
nyezoje a kerék-jarmiirés kéttomegili rendszer kriti-
kus csillapitasanak 1%-a, dy = 0,264 kNs/mm.

A kerékpart feliilrdl s,, = 2 -1 kN/mm merevségl
rugon keresztil a kocsiszekrény vizsgalt kerékparra
eso része terheli (17000 kg). Ily modon a sinparra —
a vaganyra

F=m-g+m, g=180kN

(9 = 9,81 m/s?) allandd nagysagh stlyeré mii-
kodik.
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Az abrabdl leolvashatd, hogy a kerékpar csapagy-
tok fiiggbleges statikus elmozdulasa 1,93 mm —re
addédik, mig az inhomogén (lecsdkkent) palyame-
revségi helyeken valo athaladaskor ez 2 mm-re
novekszik, amely merevség-inhomogenitas para-
metrikus gerjesztésként azonosithato.

A modszer alkalmazasa soran lehetévé valt a hibrid
rendszer két alrendszerének rugalmas és disszipativ
kapcsolataval (jelen esetben Hertz-rugdval és csil-
lapitoval) meghatarozott csatolds erdatadasi ¢és
mozgas folyamatainak numerikus kezelése.
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