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ABSTRACT 

This paper deals with the dynamical examination of 
a complex system model consisting of an elastically 
supported beam, of a wheel being in rolling contact 
with the beam through linear vertical contact-spring 
(Hertzian spring) and damper, and of a mass repre-
senting the vehicle superstructure connected with 
the wheel through vertical suspension spring and 
damper of linear characteristics. A numerical solu-
tion method is introduced for solving the hybrid 
differential equation system of the dynamical model 
by using Galerkin’s method. 

1. BEVEZETÉS 

Jelen tanulmány egy felülr l lineáris rugón és csil-
lapítón átvitt, függ leges er hatással terhelt, de 
pályairányban állandó sebességgel haladó vasúti 
kerékpár a pálya hosszkoordináta szerint inhomo-
gén merevség  (és csillapítási tényez j ) Winkler-
alapzaton fekv , Euler-Bernoulli gerendával mo-
dellezett sínpárjával Hertz-rugón keresztül megva-
lósuló rugalmas és disszipatív kapcsolat elemzését 
t zte ki célul. A vasúti kerékpár, illetve a sínpár 
alkotta alrendszerek között a rugalmas és disszi-
patív kapcsolat modellezése révén a két alrendszer 
egyetlen dinamikai rendszerként hybrid differenci-
álegyenlet-rendszerrel kezelhet . A gerendamodell 
mozgását leíró parciális differenciálegyenletet nu-
merikus úton, Galjorkin közelít  módszerével old-
juk meg [2], ily módon a rendszer mozgási viszo-
nyainak meghatározását egy közönséges differenci-
álegyenlet-rendszer numerikus megoldására vezet-
jük vissza. 

2. HERTZ-RUGÓN KERESZTÜL CSATOLT 
RENDSZER BEMUTATÁSA 

Tekintsük az 1. ábrán látható kötött tömeg  dina-
mikai rendszer modelljét, amely egy felül elhelyez-
ked , a kocsiszekrényt modellez  tömegb l, ahhoz 
lineárisan rugalmasan és disszipatívan kapcsolódó, 
a vasúti járm  nyomállványra szerelt kerékpárját 
reprezentáló merev testb l [1], [4], valamint az 

ehhez ugyancsak rugalmas és disszipatív Hertzi 
kontakton keresztül kapcsolódó, a sínpárt modelle-
z , változó merevség  és csillapítású Winkler alap-
zaton támasztott Euler-Bernoulli gerendából áll. 

 
1. ábra: A vizsgált dinamikai rendszer modellje 
 
A kerékpárra felírható függ leges irányú mozgás-
egyenlet:  
               
                   g (1) 
ahol mw a kerékpárt tartalmazó nyomállvány töme-
ge, zw a függ leges irányú elmozdulása, sw, illetve 
dw a kerékpárt állványhoz kapcsoló lineáris rugók 
ered  merevsége, illetve csillapítási tényez je, g a 
nehézségi gyorsulás,  pedig a Hertz-rugón a 
kerékpárra átadódó id függ  függ leges érintkezési 
(kontakt) er . 
A kocsiszekrényt reprezentáló merev testre felírha-
tó mozgásegyenlet:  
      
                          g  (2) 
A sínpár hely- és id függ  függ leges mozgását 
pedig az 
 , , ,

            ,  (3) 
változó együtthatós negyedrend  parciális differen-
ciálegyenlet írja le, ahol  a sínpárt megjelenít  
gerenda állandó érték  hajlítási merevsége,  
gerenda anyagának s r sége,  gerenda kereszt-
metszetének területe,  és  a Winkler alap-
zat helyfügg  alátámasztási merevsége és csillapí-
tási tényez je ( , , ). Pe-
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remfeltételként a , 0 reláció érvényes. 

A á ó sebességgel  irányban mozgó 
kerékpár hosszirányban  új változó he-
lyettesítésével a , ,  az alábbi 
alakot ölti a sínpár függ leges elmozdulását leíró 
parciális differenciál-egyenlet [2]:  
 , ,

2 , , ,

, ,  (4) 
 , 0.  

Az F(t) a kerékpár-sínpár kapcsolatot modellez  
lineáris Hertz-rugóban/csillapítóban keletkez  ru-
galmas és disszipatív függ leges kapcsolati er . 
A sínszál függ leges elmozdulására vonatkozó 
mozgó koordinátarendszerbeli z , t  megoldást a 
Galjorkin-módszer szerinti véges tagszámú szorzat-
összeg alakban keressük 
 ,  (5) 
ahol közelít  megoldással, ahol a T t ,
0,1,2, … ,  ismeretlen id függ  együtthatók rendre 
a  ortonormált függvényrendszer elemei-
vel szorzódik. A megfelel  deriválások után az 
ismertelen T t  függvényekre a következ  változó 
együtthatós lineáris inhomogén közönséges diffe-
renciálegyenlet-rendszer adódik:  

,   (6) 
A szerepl  együttható mátrixokba belépnek az 
ortonormált függvényrendszer elemeivel képzett 
skalárszorzatok az alábbi összefüggések szerint: 

, ,...,
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 0 , 0 , . . . , 0 . (7) 
Az általunk tárgyalt esetben tekintetbe vett 

, , . . . ,  a, és így lineárisan független 
ortonormált függvény a ;  0,1,2, … Hermite-
polinomokból [10] képzett függvénysorozat els  n+1 
eleme, amelyek alakja: 

2 1 ! ,  
 0,1,2, … , n 

Az együtthatómátrixok elemeit a fentiekben skalár-
szorzatokkal jelöltük ki, konkrét kifejtésük pedig az 
alábbi improprius integrálok segítségével számítha-
tó ki:   

        ,  

  

, 2

,

 

        

,

,

,

,

 

ahol , , , , , , , , ,

, , ,  , -re és , , , , 
, , 0,1, … , , 0,1, … , . 

Az F(t) kapcsolati er függvény a linearizált Hertz-
rugóval összekötött kerék-sín kapcsolatból az aláb-
bi összefüggéssel adódik:  

,

,  
amelyet részletezve azt kapjuk, hogy  

0
0 0

 
Tekintettel arra, hogy a nyomállvány-, illetve a 
sínpár alrendszer együttese teljes rendszert alkot, 
amelyre küls , explicite id t l függ  er hatás nem 
m ködik. Mivel mindkét alrendszer esetében lineá-
ris rendszerrel van dolgunk, kézenfekv , hogy a két 
rendszerre vonatkozó mozgásegyenleteket egyetlen 
egyenletrendszerbe, mégpedig egyetlen, változó 
együtthatójú, homogén lineáris közönséges diffe-
renciálegyenlet-rendszerbe foglaljuk. 
Ehhez els  lépésben definiáljuk a szabad koordi-

náták 
 

 kib vített vektorát. Ekkor az 

együtthatómátrixok az alábbi módon alakulnak. 
Legyen továbbá 

 , , 0,1, . . , ;  
0,1, . . ,  

, , , 0,1, … , ; 0,1, … ,  
,  
,  

, , 0,1, . . , ;  
0,1, . . ,  

, , 0 0 , 0,1, … , ;
0,1, … ,  

, , 0,1, . . , ;  
0,1, . . , , 1,  

, , 0 0 0
0 , 0,1, … , ;

0,1, … ,  
ahol a ,  teljes deriváltja lép be: 
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és  

0

0
0
0

0

 

továbbá , 0 , 0,1, … , , 
, 0 , 0,1, … , , ,

, , , , , 
, 2  és , 0 ,

0,1, … , , , 0 , 1,1, … , , 
, , , , ,
, , 2 .  

A megoldandó változó együtthatós másodrend  
homogén lineáris differenciálegyenlet az alábbi 
formát ölti: 
 0 (8) 
amelyet a változó együtthatóra tekintettel – ese-
tünkben numerikusan oldunk meg adott kezdeti 
érték-vektor mellett.  
A kezdeti értékek meghatározása 
Legyen adott a ,  (5 (4) 
szerinti megoldásfüggvény és annak id  szerinti 
deriváltja a 0 id pontban, azaz legyen adott a  

, 0 0  adott, 
illetve az , 0

0 0 . Átírva vektoros 
formába a fenti kifejezéseket azt kapjuk, hogy 

0 , illetve 0

0 . Ebb l a 0 , illetve 0  
meghatározása az alábbi módon lehetséges: szoroz-
zuk -vel a fenti egyenletet 

0   
majd a jobboldalon el álló mátrix inverzével (ha ez 
létezik) ismét megszorozzuk az egyenletet: 

0   
Hasonlóképpen a kezdeti feltétel másik komponen-
se, az elmozdulásfüggvény els  deriváltja az alábbi 
eljárással számítható ki: 

0 0
, 

amelyet a  inverzmátrix-szal be-
szorzást követ en a következ  egyenletet kapjuk:  

0   

 0  
A fent bemutatott eljárás többtömeg  rendszer 
esetében is alkalmazható. 
Az állapotér az alábbi módon írható fel: 

,

és , valamint 0 . Fenti differenci-
álegyenlet-rendszer közelít  megoldása el állítható 
alkalmasan választott numerikus módszerrel, pél-
dául Euler módszerével: 

 . 

3. SZÁMÍTÁSI EREDMÉNYEK 

A 2. ábrán az 1. ábra szerinti modell csapágytokra 
számított függ leges elmozdulását ábrázoltuk egy 
el re adott pályamerevség inhomogenitáson adott 
állandó v sebességgel történ  áthaladás esetére.  

 

2. ábra: A kerék függ leges elmozdulása és a 
pályamerevség alakulása 

A 2. ábrán bemutatott szimulációs számítási ered-
mény egy hybrid (kontinuum és diszkrét) alrendsze-
rekb l álló vasúti pálya-járm  rendszer mozgásfo-
lyamatait mutatja az id  függvényében a fentiekben 
bemutatott Galjorkin-féle módszer segítségével. A 
szimuláció során el re adott pályamerevség-
inhomogenitás függvény esetében 120 /  
sebességgel mozgó, rugalmasan befogott kerékpár 
csapágytokjára számított függ leges elmozdulás-
befutott út függvényt ábrázoltuk.   

A kerékpár tömege mw = 1300 kg, Hertz-rugó me-
revsége:   2 450 10  / , csillapítási té-
nyez je a kerék-járm rés kéttömeg  rendszer kriti-
kus csillapításának 1%-a,   0,264 / . 

A kerékpárt felülr l  2 1 /  merevség  
rugón keresztül a kocsiszekrény vizsgált kerékpárra 
es  része terheli (17000 kg). Ily módon a sínpárra – 
a vágányra  

    180    

  9,81 /  állandó nagyságú súlyer  m -
ködik.  
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Az ábrából leolvasható, hogy a kerékpár csapágy-
tok függ leges statikus elmozdulása 1,93 mm –re 
adódik, míg az inhomogén (lecsökkent) pályame-
revségi helyeken való áthaladáskor ez 2 mm-re 
növekszik, amely merevség-inhomogenitás para-
metrikus gerjesztésként azonosítható.  

A módszer alkalmazása során lehet vé vált a hibrid 
rendszer két alrendszerének rugalmas és disszipatív 
kapcsolatával (jelen esetben Hertz-rugóval és csil-
lapítóval) meghatározott csatolás er átadási és 
mozgás folyamatainak numerikus kezelése.  
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